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ТЬ1К 1К  а  (31§1[а1  сору  оГ  а  Ьоок  [Ьа[  вдак  ргсксгуо(3  Гог  §спсга[10пк  оп  ИЬгагу  кЬс1уск  ЬсГогс  1[  вдак  сагсГиИу  ксаппо(3  Ьу  Соо§1с  ак  рал  оГ  а  рго]сс[ 

10  таке  Ше  адогШ'в  Ьоокв  и15С0УегаЫс  опПпс. 

11  Ьав  вигу1уеи  \ощ  епои^  Гог  Ше  соругх^Ы  ю  схршс  атЗ  (Ьс  Ьоок  (о  сШсг  (Ьс  риЬИс  иота1п.  А  риЬИс  иота1п  Ьоок  1в  опе  (Ьа!  адав  пеуег  5иЬ]сс[ 
(о  соруг1§111  ОГ  щЬове  1е§а1  соругх^Ы  1епп  Ьав  ехршЫ.  \\'Ьс1Ьсг  а  Ьоок  15 111  (Ьс  риЬПс  йотат  тау  уагу  соип(гу  Ю  соип(гу.  РиЬИс  (Зотахп  Ьоокк 
аге  оиг  §а1е'А'аув  Ю  (Ье  рав1,  гергевепНп^  а  адеаКЬ  оГ  Ьхвйгу,  сиИиге  апи  кпо'А'1еи§е  (ЬаГв  оЛеп  и1Й1сии  Ю  и15соусг. 

Магкв,  поиНопв  апи  оШег  та1§1паИа  ргевеШ  1п  (Ье  0Г1§1па1  Уо1ите  'А'111  арреаг  т  (1115  Й1е  -  а  гетхпиег  оГ  1Ь15  Ьоок'к  1оп§  |оигпсу  Ггот  [Ьс 
риЬПкЬсг  1о  а  ПЬгагу  атЗ  ГтаИу  1о  уои. 

Соо§1с  15  ртоиб  1о  рагШсг  \У11Ь  ПЬгапев  Ю  (И^Шге  риЬИс  иота1п  та1ег1а1в  апи  таке  Лет  'А'1ие1у  ассе551Ые.  РиЬИс  йотат  Ьоокк  Ье1оп§  ю  [Ьс 
риЬИс  апб  \ус  агс  тсгс1у  [Ьс1г  сикюйхапв.  Кеуег(]1е1е55,  О115  адогк  1в  ехрепв1Уе,  во  1п  ог»Зег  (о  кеер  ргоУ1Шп§  1Ыв  гевоигсе,  'Л'е  Ьауе  (акеп  в1срв  [о 
ргс\'сп[  аЬикс  Ьу  соттсгс1а1  раг[1ск,  1пс1и(31п§  р1ас1п§  (ссЬпхса!  гск[г1с[ю11к  он  аи[ота[С(3  ^ис^у^11§. 
\\'с  а1во  авк  [Ьа[  уои: 

+  Маке  поп-соттегс1а1  изе  о/1ке_(Ие5  \\'с  (Зск1§пс(^  Соо§1с  Воок  ЗсагсЬ  Гог  икс  Ьу  1П(31У1(Зиа1в,  атЗ  \ус  гс^исв[  1Ьа[  уои  иве  [Ьсвс  Шсв  Гог 
регвопа!,  поп-соттегс1а1  ршровев. 

+  Ке/гтпрХ)т  ашотшей  ^иегут§  IX)  по1  вепи  аи1ота[С(3  ^исг^св  оГ  апу  вог[  [о  Соо§1с'в  вув[ст:  1Г  уои  агс  со11(Зис[111§  гсвсагсЬ  оп  тасЫпс 
[гапв1айоп,  орНса!  сЬагасйг  гесо§п1Йоп  ог  оШег  агеав  адЬеге  ассевв  (о  а  1а1§е  атои11[  оГ  [сх[  1в  Ьс1рГи1,  р1савс  со11[ас[  ив.  \\'с  спсоига^с  [Ьс 
иве  оГ  риЬИс  иота1п  та(ег1а1в  Гог  Леве  ригровев  апи  тау  Ье  аЫе  Ю  11е1р. 

+  Мтттп  аипЬшюпТЪе  Ооо§,\е  "'А'а1егтагк"  уои  вее  оп  еасЬ  Й1е  1В еввеп[1а1  Гог1пГогт1П§рсор1саЬои[  [Ыврго]сс[  ат^  Ьс1р1П§  [Ьст  Ит^ 
а(Зи1иопа1  та1ег1а1в  (Ьгои^Ь  Ооо§1е  Воок  ЗеагсЬ.  Р1еаве  йо  по1  гетоуе  1(- 

+  Кеер  и  1е^а1  \\'Ьа[сусг  уоиг  иве,  гететЬег  (Ьа!  уои  аге  гевропв1Ые  Гог  епвиг1п§  [Ьа[  \уЬа[  уои  аге  ио1п§  1в  1е§а1.  IX)  по1  аввите  (11а[  ]ив[ 
Ьссаивс  \ус  ЬсИсус  а  Ьоок  1в  111  [Ьс  риЬПс  йотат  Гог  ивегв  1п  (Ье  Ш11еи  8(а(ев,  (Ьа!  (Ье  адогк  1в  а1во  т  Ше  риЬИс  йотайп  Гог  ивегв  1п  о(Ьег 
сои]1[псв.  \\'Ьс[Ьсг  а  Ьоок  1в  в[1И  т  соруг1§Ь(  уаг1ев  Ггот  соип(гу  (о  соип(гу,  ап(3  аде  сап'(  оГГег  §и1(1апсе  оп  'А'Ье(Ьег  апу  врес1Йс  иве  оГ 
апу  врес1Йс  Ьоок  1в  аИо'Л'еи.  Р1еаве  йо  по(  аввите  (Ьа(  а  Ьоок'в  арреагапсс  1П  Соо§1с  Воок  ЗсагсЬ  тсапв ![  сап  Ьс  ивоЗ  1П  апу  таппсг 
апу^Ьеге  1п  (Ье  адогШ.  Соруг1§Ь(  1пГг1п§етеп(  ИаЬ1И^  сап  Ье  ^и^(е  веуеге. 

АЬои(  Ооо^е  Воок  ^агсЬ 

Соо§1с'в  т1ВВ10п  1В  [о  ог§ап1^:с  [Ьс  №Ог1(^'в  1пГогта[10п  ат^  [о  такс  ![  ип1усгва11у  асссвв1Ыс  ат^  ивсГи1.  Соо§1с  Воок  ЗсагсЬ  Ьс1рв  п;а(^сгв 
(31ВСОУСГ  [Ьс  вдогИ'в  Ьоокв  \уЬ11с  Ьс1рт§  аи[Ьогв  ап(3  риЬИвЬсгв  гсасЬ  ПС№  аи(^1спссв.  Уои  сап  всагсЬ  [Ьгои§Ь  [Ьс  Ги11  1сх1  оГ  |Ыв  Ьоок  оп  [Ьс  №сЬ 

а[|Ы111р://Ьоокз.доод1е.сош/| 


Соо^к 


Это  цифровая  коиия  книги,  хранящейся  для  потомков  на  библиотечных  полках,  прежде  чем  ее  отсканировали  сотрудники 

компании  Соо^1е  в  рамках  ироекта,  цель  которого  -  сделать  книги  со  всего  мира  доступными  через  Интернет. 

Прошло  достаточно  много  времени  для  того,  чтобы  срок  действия  авторских  ирав  на  эту  книгу  истек,  и  она  иерешла  в  свободный 

доступ.  Книга  переходит  в  свободный  доступ,  если  на  нее  не  были  поданы  авторские  ирава  или  срок  действия  авторских  ирав 

истек.  Переход  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  осуществляется  ио-разному.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ, 

это  наш  ключ  к  прошлому,  к  богатствам  истории  и  культуры,  а  также  к  знаниям,  которые  часто  трудно  найти. 

В  зтом  файле  сохранятся  все  пометки,  примечания  и  другие  записи,  существующие  в  оригинальном  издании,  как  ттаиомиттапис 

о  том  долгом  пути,  который  книга  прошла  от  издателя  до  библиотеки  и  в  конечном  итоге  до  Вас. 

Правила  использовапия 

Компания  Соо§1о  гордится  том,  что  сотрудничает  с  библиотеками,  чтобы  иоровссти  книги,  исрсшодн1ио  в  свободный  доступ,  в 
цифровой  формат  и  сделать  их  широкодоступными.  Книги,  перешедшие  в  свободный  доступ,  принадлежат  обществу,  а  мы  лишь 
хранители  этого  достояния.  Тем  не  менее,  эти  книги  достаточно  дорого  стоят,  поэтому,  чтобы  и  в  дальнейшем  предоставлять 
этот  ресурс,  мы  иредириняли  некоторые  действия,  иредотвраш^1юпще  коммерческое  использование  книг,  в  том  числе  установив 
технические  ограничения  на  автоматические  запросы. 
Мы  такж:е  иросим  Вас  о  следующем. 

•  Не  исиользуйте  файлы  в  коммерческих  целях. 

Мы  разработали  программу  Поиск  книг  Ооо§1е  для  всех  иа'шзователей,  иоэтому  исиользуйте  эти  файлы  только  в  личных, 
некоммерческих  целях. 

•  Но  отправляйте  автоматические  запросы. 

Не  отправляйте  в  систему  Соо§1е  автоматп^1еские  запросы  любого  вида.  Если  Вы  занимаетесь  изучением  систем  матнинного 
перевода,  оптического  распознавания  символов  или  других  областей,  где  доступ  к  болыному  количеству  текста  может 
оказаться  полезным,  свяжитесь  с  нами.  Для  этих  целей  мы  рекомендуем  использовать  материалы,  перешедшие  в  свободный 
доступ. 

•  Не  удаляйте  атрибуты  Соо§1е. 

В  каждом  файле  есть  "водяной  знак"  Соо§1е.  Он  иозволяет  пользователям  узнать  об  этом  проекте  и  иомо1ает  им  найти 
дополнительные  материалы  ири  помощи  программы  Поиск  книг  Сооё1с.  Не  удаляйте  его. 

•  Делайте  это  законно. 

Независимо  от  того,  что  Вы  исиользуйте,  не  забудьте  проверить  :1ак01Н10Сть  своих  действий,  за  которые  Вы  несете  полную 
ответственность.  Не  думайте,  что  если  книга  иерешла  в  свободный  доступ  в  США,  то  ее  на  этом  основании  могут 
исиользовать  читатели  из  других  стран.  Условия  для  перехода  книги  в  свободный  доступ  в  разных  странах  различны, 
иоэтому  нет  единых  правил,  иозволяюшдх  определить,  можно  ли  в  определенном  случае  исиользовать  определенную 
книгу.  Не  думайте,  что  если  книга  появилась  в  Поиске  книг  Соо§1е,  то  ее  можно  исиатьзовать  как  у10дно  и  1де  угодно. 
Наказание  за  нарушение  авторских  ирав  может  быть  очень  серьезным. 

О  программе  Поиск  кпиг  Сооё1е 

Миссия  Соо§1е  состоит  в  том,  чтобы  организовать  мировую  информацию  и  сделать  ее  всесторонне  доступной  и  полезной. 
Пр01-рамма  Поиск  книг  Соо§1е  иомохает  пользователям  найти  книги  со  всего  мира,  а  авторам  и  издателям  -  новых  читателей. 
Полиотекстовый  поиск  ио  этой  книге  молено  выполнить  иа  ст]>аиице [ЬЪЪр ;  //Ьоокв . §оо§1е .  сош/ 1 
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Продается  въ  киижнмхъ  нагазиназсъ  Н.  Я.  Огдоблина: 


К1евЪ|  Крещатикъ,  №  33. 


С.-Петербургъ,  Малая  Садовая,  №  4. 


Предислов'ю. 


Алгебраическ1Й  анализъ  или  высшая  алгебра — это  два  различныя  на- 
зван1я  одной  и  той  же  части  математическихъ  наукъ,  той  части,  которая 
занимается  изсл'Ьдован1емъ  свойствъ  рац1ональныхъ  и  ирращональныхъ 
функц1й.  Иррац10нальныл  функц1и  делятся  на  два  отдЬла:  на  радикаль- 
ный и  ирращональныя  собственно.  Эти  110СЛ'Ьдн1я  суть  функц1И  (корни), 
удовлетворяю1Ц1я  рац10нальнымъ  уравнен1ямъ,  корни  коихъ  не  могутъ  быть 
выражены  изв-Ьстнымъ  С()вокуилен1емъ  радикаловъ.  Рац10на.'1ьныя  и  ирра- 
цюнальныя  функц1и  суть  обратны  между  собою,  первыя  даны  всегда  въ 
явной  форм-Ь,  а  о  свойствахъ  посл-Ьднихъ  выводятся  заключен1я  изъ  пер- 
выхъ. — Эти  функщи  и  составляютъ  предметъ  изсл'Ьдован1й  высшей  алгебры. 
111)едлагаемый  пын'Ь  трудъ,  пополпепныл  лекгци,  читапиыя  мною  въ  уни- 
верситегЬ  св.  Владимира  съ  1805  г.  по  1887  годъ,  содержитъ  въ  полномъ 
объем-Ь  Высшую  алг(ч1ру,  за  исключен1емъ  теор1п  перестановлен1Й  и  при- 
ложен1я  ея  къ  изсл'Ьдован1Ю  буквенныхъ  уравпен1Й.  Эта  последняя  часть 
высшей  алгебры,  которая  не  была  затронута  въ  моихъ  лекщяхъ,  выйдетъ 
въ  непродолжительномъ  времени,  чтобы  пополнить  настолщ1й  трудъ,  въ 
которомъ  содержатся  самыя  иов'Ьйш1я  изсл'Ьдовап1я  геометровъ  въ  этой 
области.  11ри  составлен1и  настоящаго  курса  я  пользовался  следующими 
сочинешями: 

Осрпроградскги.  Лекц1и  алгебраическаго  и  трансцепдентнаго  анализа.  С-11е- 

тербургъ.  1837.  ш-8. 
}>егге1.  Соигз  (1'а1(^еЬге  8ирёг1е11ге.  Ра118.  1866.  1п-8. 

Лг(1ап,         Тга1(:ё   йез   8иЬ8и1и(:10П8    е!    (1о8   ё^иаиоп8   а1?ёЬг1(1ио8.    Гаг18. 

1870.  1П-4. 
Ьедепйге.      Т11ёог1е  (1е8  пошЬге8.  Раг18.  18Я0.  1п-4. 

МаЫЫеззеп.  бгипйгиде  (1ог  аиМкеп  ипЛ  шойегпеп  Л1•^'еЬ^е.^е^рx^^^^.  1878. 1п-8. 
1'иисг.  Е1ешеп1е  иег  пеиегеп  Оеоше1г1е   ип(1   с1ег  А1{;еЬга  (1ег  Ьшагеи 

Гогшеп,  Ье1р21й.  1в60,  1и-8. 


1Т 


Ые  ЬЛаь  ТОО  (1ег  КтесСЬеОал^  Ьщащ.  1872.  т-8. 

Чо/Латщ^л  аЬег  ТакпИмопе.  Впш1всЬ1ге1^.  ]87Ь  ш-8. 

УкЛтк  \афя  а^еЬта.  ОпЫт.  1866.  1в-в. 

ТЪе  (Ьвог7  <Л  е^1IаIм>IIв.  ОаЫш.  1881.  1В-7. 

ТЪбОгу  Ы  ефииюнз.  ЬопДоо.  1861.  111-8. 

ТЪеопе  «1^8  Дв(еп1Ш1а1118  №и1ш1  с1е  Пи1]ев   раг  СошЪевспге. 

Рагв*  1856,  т-8. 

Теола  (1е11е  аов11|1Ш01и  тегяоое  (1а1  («Девео  рег  Ваиав1шь  То- 

17П0.  1883.  пе8. 


Й^  захлючеюе  ечятаю  додгожь  поблагодарить  Совать  Иниератор- 
екаго  тапереугста  са.  Вдадншра  за  пособ1е,  оказанное  орн  напештан1и 
аа^о^пцаго  еочжнеаи. 


Кмп^  штусгъ  1887  г. 


АЛГЕБРАИЧЕСК1И    АНАЛИЗЪ. 

Глава   I. 

Общ1е  законы  количествъ:  законъ  перестановительпый,  рас- 
пределительный и  повторительный.  Д'Ьйств1я:  сложен1е,  вычи- 
таше.  Нуль,  отрицательныя  числа,  д'Ьйств1е  надъ  ними:  сложе- 
Н1е  и  вычетан1е,  умножен1е.  Д1^лон1е,  безконечность,  возвышен1е 
и  извлечен1е  корней.  Числа  несоизм-Ьримыл,  мнимыя  и  составныя. 
Геометрическое  представленье  чиселъ  положительныхъ,  отрица- 
тельныхъ,  мпимыхъ  и  составныхъ.  Кватернены 1 — 24 

Глава  II. 

ДМств1я  надъ  составными  количествами.  Геометрическое 
построен1е  этихъ  д-Ьйствай 24 — 32 

Глава   III. 

11онят1е  о  функщяхъ.  Функфи  функщй.  Обратныя  функщи. 
Функцш  рацюнальныя.  Алгебраическое  уравнен1е,  его  корень. 
Обратныя  функц1и — ирратиональныя.  Функц1и  трансдендентныя    32 — 39 

Глава   IV. 

Свойства  ц'Ьлой  рафональной  функщи.  Функц!и  производ- 
ныя,  разыскан1е  ихъ.  11онят1е  о  дифференщал^  и  интеграле. 
Геометрическое  представленхе  функц1и  составнаго  перем-Ьинаго 
ш  ея  изм^Ьнен1е   всл'Ьдств1е   изм'Ьнен1я    составнаго  перем^ннаго    39 — 57 
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Алгебраическ1й  анализъ. 


ГЛАВА    I. 

Общ1е  законы  количествъ. 

§  1.  Первый  количественный  матер1алъ  алгебры  составллетъ  рядъ 
натуральныхъ  чиселъ: 

1,2,3,4,5,6,7,8, (1) 

который  получается  прибавлен1емъ  къ  взятой  единиц-Ь  другой  такой  же, 
къ  полученному  результату  третьей  и  т.  д.  до  безконечности,  такъ  какъ 
подобное  прибавлен1е  не  имЬетъ  предЬла.  Следовательно  рядъ  натураль- 
ныхъ чиселъ  безконеченъ.  Безконечность,  т.  е.  число  большее  всякшо  дан- 
наго  числа^  въ  алгебрЬ  нзображаютъ  символомъ  со  . 

Въ  алгебр'Ь  известное  число  единицъ,  но  неопределенное,  т.  е.  во- 
обще собраше  единицъ,  обозначаютъ  буквами  а,  Ь,  с, . .  а,  Р,  т', . . .  Такое 
собран1е  единицъ  называютъ  количествомъ,  говорятъ,  наприм'Ьръ,  количе- 
ство а,  количество  6  и  т.  д.  Если  же  количество  неизвестно,  и  требуется 
определить  его  по  известнымъ  услов1ямъ,  то  так1я  количества  обозначаютъ 
буквами  л^,  у,  ;2^,  . .  ,  $,  т^,  С, . .  . 

§  2.  Смжснге,  Первое  основное  и  самое  простое  д'Ьйствхе  въ  алгебре 
есть  прибавлен1е  къ  а  единицамъ,  взятымъ  изъ  ряда  (1),  Ъ  единицъ  того 
же  ряда.    Такое  д'Ьйствхе  обозначаютъ  символомъ: 

а  +  Ь  (2) 

знакъ  -|-  носить  назван1е  плюсъ.  Очевидно,  результатъ  подобнаго  действ1я 
есть  некоторое  число  с,  изъ  того  же  ряда  (1).  Что  число  с  есть  резуль- 
татъ действ1л  (2)  обозначаютъ  слЬдующимъ  образомъ: 

а  +  Ь  =  с  (3) 

знакъ  =  обозначаетъ  равенство, 

▲ЛГВВРАИЧ.    АНАЛИЗЪ.  1 
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Количества  а  и  Ъ  называются  слагаемыми^  результатъ  с  —  суммою, 
а  само  д'Ьйств1е  сложенгемъ. 

ВсЬ  сл1^дующ1я  д']^йств1я  надъ  количествами  суть  только  преобразо- 
вашя  этого  посл'Ьдняго.  Изъ  него  вытекаютъ  вс^  т^  разнообразныя  дМ- 
СТВ1Я  надъ  количествами,  которыя  въ  анализ'^  носятъ  назван1е  функцш, 

Законъ  перестановительнгАй.  Такъ  какъ  прибавить  къ  а  единицамъ 
Ъ  единицъ  все  равно,  что  прибавить  къ  Ъ  единицамъ  а  единицъ,  то  мы 
имЪемъ: 

а  +  Ь  =  Ъ  +  а  (4) 

это  законъ  перестановите Аьный,  а  выраженхе  (4)  есть  тождество,  т.  е. 
одна  и  та  же  количественная  мысль  выражается  двумя  способами  въ  силу 
перваго  основнаго  закона  (4). 

Сложеше  есть  дЬйствхе  прямое  и  всегда  возможное,  т.  е.  всегда  въ 
ряду  (1)  находится  число  с,  которое  есть  сумма  двухъ  данныхъ  чиселъ  а 
и  Ъ  взяты  хъ  изъ  того  же  ряда. 

Изъ  опред^лен1я  суммы  слЬдуетъ,  что  с  всегда  больше  каждаго  изъ 
слагаемыхъ  а  и  6.  Это  неравенство  выражается  символомъ: 

с>а    и    с>Ъ  (б) 

§  3.  Умноженге.  Второе  прямое  Д'Ьйств1е  есть  умноженхе,  когда  одно 
и  то  же  число  изъ  ряда  (1)  слагается  н']^сколько  разъ:  два,  три,  четыре 
и  т.  д.  раза 

а    ,    а-\-а    ,    а-\-а-^а    ,     а-^^а-^-а-^-а  ,.. . 

что  для  сокращен1я  пишутъ  такъ: 

1а    ,     2а    ,     За    ,    4а    ,     •    .     ,    па  (6) 

Результатъ  такого  сложен1Я  называется  прогиведенгемь.  Число,  показываю- 
щее сколько  разъ  другое  сложено,  называется  мнолсителемъ.  Бъ  ряд'Ь  (6) 
числа  1,  2,  3,...,  п  суть  множители,  они  всегда  ставятся  передъ  слагае- 
мымъ  числомъ  и  носятъ  также  назван1е  коэфищентовъ.  Если  результатъ 
сложен1я  числа  Ь  а  разъ  назовемъ  с,  то  это  напишется  такъ: 

а.Ъ^=^с    или    аЬ=^с  (7) 

Умножен1е  есть  д'Ьйств1е  всегда  возможное,  такъ  какъ  оно  есть  сложен1е, 
т.  е.  по  даннымъ  числамъ  а  и  Ь  изъ  ряда  (1),  одно  какъ  множитель,  дру- 
гое какъ  множимое,  произведен1е  с  будетъ  всегда  число  находящееся  въ 
томъ  же  ряду. 
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Изъ  опред'Ьлеп1я  умножеп1я  сл'Ьдуетъ,  что 

с>а    и    с>Ь  '(8) 

Законъ  переспшновительный  вь  умноженги.  Такъ  какъ  въ  произведен1и 
аЬ  число  Ъ  состоитъ  изъ  Ь  единицъ,  и  каждая  его  единица  взята  а  разъ, 
то  мы  им1^емъ: 

аЪ  ~  Ьа  (9) 

это  есть  законъ  перестановительный  въ  умножен1и. 

Законъ  распред^ьл ительнын.  Если  два  числа  а  и  Ь  изъ  ряда  (1)  сло- 
жены и  сумма  умножена  на  число  щ  то  это  пишутъ  такъ: 

71  (а  +  Ъ) 

но  складывая  а  +  Ь  и  разъ,  каждое  изъ  чиселъ  а  и  Ъ  будетъ  сложено  м 
разъ,  следователь  но  предъидущее  выражен1е  мо^^но  написать  еще  въ  форм-Ь: 

71(1  -{-  71Ь 

т.  е.  мы  им^емъ: 

71  {а  4"  Ь)  =  па  +  7гЬ  (10) 

этимъ  тождествомъ  выражается  второй  основной  законъ  алгебраическихъ 
количествъ,  который  называется  закономь  рагпрсдтьлительнымь^  такъ  какъ 
множитель  тг  распределяется  по  слагаемыыъ  а  и  Ь. 

§  4.  Бозвышеиге  въ  спшгень.  Третье  прямое  дМств1е  есть  возвышен1е 
въ  степень,  когда  взятое  число  а  изъ  ряда  (1)  множится  само  на  себя: 
два,  три,  четыре  и  т.  д.  ра:за: 


•  • 


а     ^     аа     ^     ааа     ,     аааи     ,     ааааа     , 

эти  выражешя  пишутся  такъ: 

а^     ^     а'^     ,    а^     ^     а*     ,     а^     ,     а''     ,  .  .  ,     а" 

гд'Ь  числа  1,  2,  3,  4,  ....  п  показываютъ  сколько  разъ  число  а  умпожепо 
само  на  себя.  Числа  эти  называются  пока.тшелямн  или  экспонеитамн.  Ре- 
зультатъ  д'Ьйств1я  называется  степенью. 

Действге  возвышения  всегда  возможно;  каждая  степень  произвольно 
взятаго  числа  изъ  ряда  (1),  находится  всегда  вътомъже  ряду,  такъ  какъ 
возвышеше  есть  преобразованное  сложен1е.  Ра-ли  результатъ  возвышешя 
числа  а  въ  и  степень  означимъ  чрезъ  Ь,  то  будемъ  имЬть: 

а"  =  Ъ 
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Законъ  повторительный.  Изъ  опрел%лен1я  показателей  слЪдуетъ,  что: 


■  ОгЦ 


а''аГ  =  а''-^  (12) 

этимъ  тождествомъ  и  выражается  трет1й  основной  законъ  алгебры — законъ 
повторительный* 

Три  основные  закона,  выраженные  тождествами: 

1.  а  +  Ь  =  Ь-|-а     ,    аЬ  =  Ьа 

2.  п(а  +  Ь)  =  па  +  пЬ  (13) 

3.  а** .  а"*  =  а'*+'" 

служатъ  основан1емъ  всЬхъ  алгебраическихъ  преобразован1й  одного  выра- 
жешя  въ  другое,  такими  преобразован1ями  выражаются  свойства  принадле- 
жащ1я  всЬмъ  числамъ  ряда  (1). 

Возьмемъ  для  примера: 

(а  +  Ъ)(е  +  а) 

по  второму  закону  мы  им'Ёемъ: 

(а  +  Ь)с  +  (а  +  Ь)й 

по  первому: 

с(а  +  Ь)  +  й(а+Ь) 

опять  по  второму: 

са  +  сЬ  +  <^  +  ^ 
следовательно  мы  им'Ёемъ: 

(а  +  Ь)(с  +  сО  =  (а  +  Ь)с  +  (а'\-Ъ)а  =  ас^'Ъс-^аа  +  Ъа 

ВсЪ  три  предъидущ1я  выражен1я  представляютъ  одну  и  туже  количествен- 
ную мысль  въ  различныхъ  формахъ. 

Возьмемъ  еще  прим^^ръ: 

(а  +  Ь)(а-ЬЬ)  =  (а  +  Ь)* 
По  второму  закону  мы  имЪемъ: 

(а  +  Ъ)^  =  (а  +  Ъ)а  +  (а  +  Ъ)Ъ 
По  первому: 
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По  второму  также: 

(а  +  Ь)^  =  аа  -^  аЪ-\-  Ъа  4"  ЬЬ 

или  по  первому  закону  и  по  третьему: 

(а  +  Ь)^  НЕ  «2  +  аЬ  -Ь  аЬ  +  Ь^ 
или  наконецъ: 

Изъ  этихъ  простыхъ  ирим'Ьровт,  виднмъ,  какъ  съ  помощью  трехъ  основ- 
ныхъ  законовъ  преобразуется  одна  и  та  же  количественная  мысль  въ  раз- 
личный формы. 

Алгебраическ1Я  изслЪдованхя  и  доказательства  теоремъ  состоять  въ 
томъ,  что  выбираютъ  ту  изъ  формъ  количественной  мысли,  которая  удо- 
бн-Ье  комбинируется  съ  другими  выражеп1ями. 

§  5.  Три  прямыя  Д'Ьйств1я:  сложите^  умножеше  и  возвыгисше  въ  сте- 
пень им-Ьютъ  обратныя,  когда  по  данному  результату  прямаго  д'Ьйств1я  и 
одному  изъ  д'Ьйствующихъ  количественныхъ  символовъ  требуется  отыскать 
другой.  Изъ  этого  видимъ,  что  прямое  д-Ьйствхе  есть  ощ)ед)ьлеше,  а  обрат- 
ное— вопросъ,  на  который  иногда  можно,  а  иногда  и  нельзя  дать  отв-Ьта. 

Вычшпате,  Первое  обратное  д^йствхе  есть  вычиташе^  когда  по  дан- 
ной сумм-Ь  и  одному  изъ  слагаемыхъ  требуется  найти  другое  слагаемое. 

Такъ  какъ  мы  всегда  нм-Ьемь: 

то  сложен1е  им'Ьетъ  только  одно  обратное  дЪйствхе,  т.  е.  д-Ьйствхе  будетъ 
одно  и  тоже  будетъ  ли  определяться  одно  или  другое  изъ  слагаемыхъ  а 
или  Ь,  Означая  данное  слагаемое  чре:^ъ  а,  данный  результатъ  чрезъ  с, 
искомое  слагаемое  черезъ  л*,  будемъ  им^ть: 

а-\-х  =  с  (14) 

Такъ  какъ  для  полученхя  результата  с  надобно  къ  х  единицамъ  приба- 
вить а  единицъ,  то  очевидно  для  опредЪлеши  х  надобно  отъ  с  отнять  а 
единицъ;  такое  дЬйствхе,  т.  е.  отнятие  отъ  с  единицъ  а  единицъ,  изобра- 
жается символомъ: 

с  —  а 

Заакъ  —  называется  минусомъ  и  озпачаетъ  отпят1е  а  единицъ  отъ  числа  с. 
Сл'Ьдовательно  искомое  число  х  будетъ  символически  изображаться  такъ: 

х=^с  —  а  (15) 


6  ГЛАВА  I. — 0ВЩ1Е   ЗАКОНЫ   КОЛИЧЕСТВЪ. 

ЧИСЛО  С  называется  уменьииннымъ,  а  —  вычит<1емымъ^  а  результатъ  с  —  а 
разностью. 

Мы  выше  зам'Ьтили,  что  каждое  изъ  слагаемыхъ  меньше  суммы,  сд^к- 
довательно  Д'Ьйствхе  обозначенное  символомъ  (15)  только  тогда  возможно, 
когда  с^а,  въ  противномъ  же  случа'Ь  оно  д1^ается  невозможнымъ. 

Алгебра  не  останавливается  передъ  этой  невозможност1Ю,  она  логиче*- 
ски  вводить  рядъ  количествъ,  которыя  нетолько  д']^лаютъ  вычиташе  всегда 
возможнымъ,  но  обращаютъ  его  въ  д']^йств1е  прямое. 

Разсмотримъ  как1е  случаи  представляются  въ  символ*]^: 

д?  =  с  —  а 

Случай  1.  с>а;  въ  этомъ  случай  дМствхе  с  —  а  всегда  возможно  и 
результатъ  получается  отнявъ  отъ  с  единицъ  а  единицъ. 

Случай  2.  с=^а\  въ  этомъ  случа^Ь  мы  нм'Ьемъ: 

х  =  а  —  а  (16) 

такой  результатъ  обозначаютъ  символомъ  О,  который  носить  назван1е  ну- 
ля, Этимъ  числомъ  пополняютъ  рядъ  (1)  и  д'Ьлаютъ  возможнымъ  рйшен1е 
вопроса  а'\'Х  =  с  и  въ  томъ  случае,  когда  с = а.  Пополненный  числомъ 
О  рядъ  (4)  д-Ьлается: 

0,1   ,2,3,4,5,  6,  7,  ..,!},... 

Такъ  какъ  нуль  есть  число  р'Ьшающее  вопросъ,  выраженный  уравнешемъ: 

а'\-х  =  а 
или: 

а  +  0  =  а  (18) 

то  изъ  этого  видимъ,  что  нуль  есть  такое  число,  которое  будучи  прибав- 
лено къ  какому  угодно  числу  ряда  (1),  не  изм^няетъ  этого  числа. 

Случай  3.  а>с.  Если  а>с,  то  можно  положить: 

и  задача: 

сд'Ьлается: 

с-\-Ъ-\-х  =  с 
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Если  отъ  об'Ьихъ  частей  этого  равенства  отымемъ  по  с,  то  найдемъ: 

0  +  Ъ-{-х==0 

но  вм'ксто  0-\-Ь  можно  поставить  просто  Ь,  въ  силу  (18),  слЬдовательно 
задача  сводится  на  сл'Ьдуюп1,ую: 

Ь-\-х  =  О 

Но  мы  выше  вид'Ьли,  что  Ь  —  Ь  =  О,  слЬдовательно  искомое  число  будетъ 
—  Ь,  т.  е. 

X  =  — Ь 

Изъ  полученнаго  рЬшенхя  предложенной  задачи  видимъ,  что  р'Ьшен1е  ел 
есть  число  взятое  изъ  ряда  (17),  по  сопровождаемое  знакомь  — .  Если  ташя 
числа  мы  введемъ  въ  алгебру,  то  вычитанхе  сд'Ьлается  нетолько  всегда 
возможнымъ,  но  оно  сд'Ьлается  Д'1>йств1смъ  прямымъ.  Так1Я  числа  назвали 
отрицательными  и  ими  пополняется  рядъ  (17),  который  д'Ьлается: 

•  •  •  7Ъ    ,  •  •  •  ,  4    ,  О    ,  а.1     ,  1,4/,     1,1^,     О,    4,  •••,//■,••       11  о  ^ 

Въ  противоположность  отрицательнымъ  числамъ,  числа: 

пишутся  со  знакомъ  +  ,  т.  е.: 

+  1     ,     +2     ,     +3     ,     +4  ,  ... 

и  называются  положительными,  Впрочемъ  знакъ  +  передъ  положитель- 
ными числами  не  пишется,  но  всегда  подразумЬвается.  Всякое  число  на- 
зывается абсолютнымъч  если  говорятъ  о  числЬ  единицъ  не  обраи1,ая  вни- 
ман1я  на  знакъ. 

Когда  изъ  сравпен1я  выражеп1й  Ь-\~  х  м  Ь  —  Ь  мы  заключаемъ,  что 
х  =  —  Ь,  то  зд1>сь  встречается  недоразум^шс.  Въ  выражепхяхъ  а-\-с  и 
а — Ь  знаки  +  и  —  показмваютъ  одинъ  д'Ьйств1е  сложенхя,  другой  вычи- 
ташя,  следовательно  суть  действенные  символы,  когда  же  мы  изъ  Ь  —  Ь 
заключаемъ,  что  х= — Ь,  то  дЬйствепный  символъ  —  обращается  въэтомъ 
случа'Ь  въ  характеристику  количествепнаго  символа.  Спрашивается,  какой 
же  знакъ  остается  въ  дЬйствхи  Ъ  —  Ъ  посл4  перваго  Ь,  т.  е.  передъ  зна- 
комъ —  ? 

Чтобы  объяснить  это  обстоятельство  мы  дЬйствхе  Ъ  —  Ь  напишемъ 
въ  форме   —  Ь  +  Ь,    сравнивая  его    съ  выраженхемъ   х-\-Ь   мы  находимъ 
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д;  =  —  Ь  и  при  этомъ  ВИДНО,  ЧТО  выражвшв  Ъ  —  Ъ  должно  писать  въ  фор- 
м4  Ь  +  ( —  Ь),  гдЬ  уже  знакъ  —  д-Ьлается  характеристикой  количества  Ъ. 
Введете  отрицательны хъ  количествъ  въ  алгебру,  обрищаетъ  дМств1е 
вычитан1е,  которое  есть  обратное  сложен1Ю,  въ  прямое,  на  которое  рас- 
пространяется и  законъ  перестамовительный^  такъ  какъ  мы  ижкежъ: 

а  — Ь  =  — Ь  +  «    1     —а  —  Ь  =  —  Ь  —  а  (20) 

ЗамЪтимъ  еще,  что  д']^йств1я  а-^-Ь  и  а — Ь  съ  введенхемъ  положительныхъ 
и  отрицательныхъ  количествъ  или  чиселъ,  напишутся: 

но  когда  алгебраическая  фраза  начинается  количествомъ  положительнымЪэ 
то  знакъ  +  передъ  нимъ  не  пишется,  а  потому  фразы  а-{-Ъ  и  а — Ь,  тоже 
что  +а-[-Ь  и  +« — Ь.  Если  въ  фраз*  а — а  =  0  или  — а+а  =  0  вмЬсто 
+  а  поставимъ  а+0,  то*  она  сделается: 

—  а  +  а-{-0  =  0 

нуль  въ  первой  части  можно  считать  прибавленнымъ  къ  — а,  а  следова- 
тельно нуль  есть  такое  число,  которое  будучи  прибавлено  и  къ  числу  отри- 
цательному не  изм-Ьняетъ  его,  то  есть: 

—  а-}-0  =  — а    или    О  —  а  =  — а  (21) 

§  6.  Сложенье  и  вычитате  отрица^ельныхъ  чиселъ.  Числа  :  — 1, 
—  2, . .  показываютъ,  что  взяты  одна  отрицательная  единица,  дв-Ь,  три  и 
т.  д.,  сл'Ьдовательно  ихъ  можно  писать  въ  форм*: 

—1     ,     2.— 1     ,     3.— 1     ,    4.— 1     ,     5.— 1  ,  .  . 

или: 

— 1     ,     — 1.2     ,     — 1.3     ,     — 1.4  ,  •  •  . 

откуда  видно,  что  сложить  два  отрицательныя  числа  — а  и  — Ь  это  зна- 
чить къ  а  отрицательнымъ  единицамъ  прибавить  Ь  отрицательны  хъ  еди- 
ницъ,  сумма  будетъ  равна  сумм*  абсолютныхъ  чнселъ  а  и  &,  взятая  съ 
отрицательнымъ  знакомъ,  т.  е.  сумма  будетъ  — а — Ь.  Если  а+Ь  =  с,  то: 

—  с=*  —  а  —  Ъ 

но  с  =  а  +  Ь,  а  — с  =  — 1.с,  сл-Ьдовательно: 

—  а  — Ь  =  — 1.С  =  — 1.(а+Ь)  =  —  (а+Ь) 
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Если  складывается  положительпое  число  -{-  а  съ  отрицательнымъ  —  Ь,  то 
сумма  этихъ  чиселъ  будетъ  равна  абсолютной  разности  чиселъ  а  и  Ь,  взя- 
той со  знакомь  -["  или  со  знакомь  — ,  смотря  потому  будетъ-ли  «  >  Ь 
или  а<Ь.  Это  сл'кдуетъ  изъ  опредЬленгя  отрицательныхъ  количествъ. 

Если  изъ  положительнаго  числа  -\-а  требуется  вычесть  отрицатель- 
ное число  — Ь,  то  надобно  найти  рЬшенхе  слЬдующаго  вопроса: 

прибавляя  къ  обЬимъ  частямъ  по  -\-Ь  и  зам'Ьчая,  что  Ь  —  Ь  =  0,  мы  пай- 
демъ: 

X  =  (х-\-Ь 

откуда  сл-Ьдуеть,  что: 

а  —  ( — Ъ)  =  а-\-Ь 

Если  изъ  отрицательпаго  числа  — а  требуется  вычесть  отрицательное  число 

—  Ь,  т.  е.: 

-а-{-Ь) 

то  необходимо  р'Ьшить  вопросъ: 

—  Ь  -{-  X  =  —  а 

если  къ  об'Ьимъ  частямъ  этого  равенства  прибавимъ  +6,  то  нандемъ,  какъ 
выше,  что: 

X  =  —  а-\-Ь 
или: 

—  а  —  ( —  Ъ)  =  —  л  +  ?>  =  Ь  —  а 

Изъ  этого  видимъ,  что  если  отрицательное  число  вычитается  изъ  положи- 
тельнаго или  отрицательнаго,  то  оно   къ  нему  прибавляется. 

Изъ  выражен1й: 

-|-а  —  ( — Ъ)=^а-\-Ъ     и     — а  —  ( — Ь)  =  — а-\-Ь 

сл-Ьдуеть,  что  отрицательное  число  — Ь,  взятое  отрицательно,  т.  е.  — ( — Ь), 
д'Ьлаетсл  положительнымъ,  т.  е.  —  ( —  Ь)  =  -\'Ъ, 

§  7.  Умноженге  отрицательныхъ  чиселъ.  Если  зшожимое  будетъ  отри- 
цательное число  — Ь,  а  множитель  положительное  число  а,  то  произведе- 
Н1е  +«•  —  ^  есть  сумма  а  отрицательныхъ  чиселъ  — Ь,  т.  е.: 

-|-а.  —  Ь  =  —  Ъ  —  Ъ  —  Ъ  —  Ь  —  Ь  —  Ъ  —  Ъ  —  Ь  .... 

АЛГЕВРАИЧ.   АНАЛИЗЪ.  2 
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а  разъ,  что  даетъ: 

+  а.  —  Ъ  =  —  а.Ь  =  —  аЬ 

Если  на  числа  отрицательныя  мы  распространимъ  законъ  перемЪститель- 
ный,  то  мы  будемъ  им'&ть: 

+  а.  —  Ь  =  —  Ь.  +  а  =  —  аЬ 

откуда  сл'Ьдуетъ,  что  если  множится  два  числа,  положительное  и  отрица- 
тельное, то  произведен1е  будетъ  отрицательное  число  равное  произведен1Ю 
абсолютныхъ  чиселъ  множимаго  и  множителя. 

Теперь  если  оба  множителя  будутъ  отрицательныя  числа,  какой  знакъ 
будетъ  им^ть  произведен1е? 

Для  рЪшен1я  этого  вопроса  опред^лимъ  умножен1е  сл']^дующимъ  обра- 
зомъ:  умножить  одно  число  на  другое  значить  составить  изъ  втораго  такъ 
число,  какъ  первое  составлено  изъ  единицы.  Умножить  — а  на  — Ь  зна- 
чить составить  изъ  — Ъ  такъ  число,  какъ  — а  составлено  изъ  единицы; 
—  а  составлено  изъ  единицы  слЬдугощимъ  образомъ:  взята  4"  1 »  перем-Ь- 
ненъ  въ  ней  знакъ,  и  зат^мъ  она  сложена  а  разъ,  следовательно  надобно 
взять  — Ь,  перем-Ьнить  въ  немъ  знакъ,  что  даетъ  +Ь,  и  сложить  а  разъ, 
результатъ  будетъ  -|-аЬ,  следовательно: 

—  а .  —  Ь  =  +  лЬ 

т.  е.  произведенхе  двухъ  отрицательныхъ  чиселъ  равно  положительному 
числу,  коего  величина  равна  произведен1Ю  абсолютныхъ  чиселъ  а  т  Ь. 

Такимъ  же  точно  разсужденхемъ  можно  доказать  предъидущхе  резуль- 
таты: 

+  а.  —  Ь  =  —  аЪ    и    — а.+  Ь=  —  аЬ 

Какъ  только  введена  въ  алгебру  отрицательная  единица  и  изъ  нея  со- 
ставлены  отрицательныя  числа   :  — 1,  — 2,  — 3,  — 4, ,    такъ  какъ 

изъ  положительной  единицы  составлены  положительныя  числа  :  -\'\^  +2, 

+3,  -|-4, ,    то  необходимо  распространяются   н   три  основные  алге- 

браичесше  закона  (13)  на  отрицательныя  числа,  т.  е.: 

4-а  —  Ь  =  — Ь  +  а     ,     — а  —  6  =  —  Ь  —  а 

4-а. — Ь  =  —  Ь.  +  а    ,     — а. — Ь  =  —  Ь. — а 

+  а( — Ь  —  с)  =  -["»•  —  Ь  +  а.  —  с 

—  а( —  Ь  —  с)==  —  а.  —  Ь  —  а.  —  с 
и 

(—  а)".(~  а)"»  =  (—  ау-^ 
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Допустивъ  составлен1е  отрицательпыхъ  чиселъ  изъ  отрицательной  еди- 
ницы, какъ  положитольныхъ  изъ  положительной  единицы,  само  собою  на 
нихъ  распространяются  и  основные  законы  (13),  а  зат-Ьмъ  и  правило  зна- 
ковъ  при  умножеп1и,  которое  собственно  говоря,  логически  даказано  быть 
не  можетъ,  а  можетъ  логически  быть  допуп1,ено.  ВсЬ  изв-Ьстиня  доказа- 
тельства, если  ихъ  внимательно  разобрать,  составляютъ  логическ1Й  кругъ, 
такъ  какъ  разъ  допустивъ  тЪ  же  законы  и  для  отрицательпыхъ  количествъ, 
правило  для  знаковъ  есть  необходимое  сл'Ьдств1е  такого  допущен1я. 

§  8.  Д7ьлснге,  Второе  обратное  д4йств1е  есть  дуьлете,  когда  по  дан- 
ному произведен1ю  Ь  и  одному  изъ  множителей  а,  требуется  отыскать  дру- 
гой X,  т.  е.  требуется  найти  число  гг,  которое  бы  удовлетворяло  равенству: 

ах  =  Ь  (22) 

гд1>  числа  а  и  Ь  взяты  изъ  ряда  (1). 

Такъ  какъ  мы  имЬемъ  аЬ  =  Ъа,  то  умножен1е  имЬетъ  только  одно 
обратное  д'Ьйств1е,  т.  е.  будетъ-ли  данъ  одинъ  или  другой  множитель,  дЪй- 
ств1е  для  ихъ  опред'Ьлен1я  будетъ  одно  и  тоже.  Это  д'Ьйств1е  называется 
дп»летемъ;  число  Ь  называется  сЬьлимымьу  а  —  д)ьлителемъ^  а  искомый  ре- 
зультатъ  называется  частнымъ.  ДЬйств1е  это,  какъ  легко  вид'Ьть  изъ  при- 
м'Ьровъ,  въ  н'Ькоторыхъ  случаяхь  возможно,  а  въдругихъ  невозможно,  т.  е. 
по  даннымъ  числамь  а  м  Ь  изъ  ряда  (1)  искомое  число  х  иногда  нахо- 
дится въ  томъ  же  ряду,  а  иногда  его  нЬтъ. 

Наприм'Ьръ: 

3л'  =  0 

очевидно  д;=2;  но  если  будетъ  дано  напримЬръ: 

2х  =  1 

то  пЪтъ  ни  въ  ряду  (1),  ни  въ  1)яду  (19)  чиселъ,  которыя  бы  дали  отвЬтъ 
па  предложенный  вопрось.  Следовательно  искомое  число  есть  новое,  ко- 
торое должно  б]|1ть  выведено  изъ  опред'Ьлен1я  д)ьлси1я.  А  по  опред'Ьлеи11() 
надобно  искать  для  х  такое  число,  которое  будучи  умножено  на  2  дало-бы 
въ  результагЬ  единицу.  Возвратимся  для  того  къ  опредЪлешю  умпожен1я 
ах=Ъ.  Произведете  Ь,  множителей  а  и  .г,  есть  сумма  а  слагаемыхъ  х,  т.  е.: 

12  3  4  5  0  а 

Х~\-Х-{-Х-\-Х-\-Х'^;-Х-\'..,-\'Х==  Ь 

Нзъ  этого  равенства  видимъ,  что  число  Ь  раздЬлено  па  а  равныхъ  частей, 
и  одна  изъ  нихъ  есть  число  х.  Это  число  называется  частнымъ  пли  дробью. 
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Его  означаютъ  символомъ: 

Ь 
а-  =  — 

а 

Число  Ь  называется  дгьлимымь  или  нтлителемг^   а   а  —  д1ЬАимеАемь  или 

знаменателемъ,  Умножешемъ  дроби  —   на  ея  знаменатель  а,    мы   будемъ 

а 

называть  Д']^йств1е,  которое  даетъ  въ  результат1^  числитель  &. 

Следовательно  символъ   — ,    или  дробь,  означаетъ,  что  числитель  Ъ 

долженъ  быть  разд'&ленъ  на  столько  равныхъ  частей,  сколько  въ  знаме- 
нателе а  содержится  единицъ.  Но  это  опред'Ьлен1е  дроби  неудобно,  такъ 
какъ  въ  дробяхъ,  имеющихъ  однаго  знаменателя,  приходится  всегда  снова 
д-Ьлить  числителя,  поэтому  лучше  определить  дробь  слЬдующимъ  образомъ: 

Дробь  —  означаетъ,  что  единица  разделена  на  столько  равныхъ  ча- 
а 

стей,  сколько  въ  знаменателе  содержится  единицъ,  и  что  этихъ  равныхъ 
частей  единицы  было  взято  столько,  сколько  единицъ  содержитъ  числитель. 

Очевидно,  что  оба  определен1я  тождественны.  Въ  самомъ  дЪле,  раз- 
делить Ь  единицъ  на  а  равныхъ  частей  —  это  разделить  каждую  единицу 
числа  &  на  а  равныхъ  частей  и  взять  отъ  каждой  единицы  по  такой  части, 
т.  е.  Ь  частей,  или  разделить  единицу  на  а  равныхъ  частей  и  взять  та- 
кихъ  частей  той  же  единицы  Ь. 

Целыя  числа:  1,  2,  3,  4,  5,....  можно  разсматривать  какъ  дроби, 
имеющ1я  знаменателемъ  единицу: 

Л         А          А         А          А 
1      '      1      '       1      '      1      '       1    ' 


Возьмемъ  теперь  дробь   — ,  которая  показываетъ,  что  единица  разделена 

на  а  равныхъ  частей  и  взята  одна  такая  часть.  Эту  часть,  въ  свою  оче- 
редь, можно  разсматривать,  какъ  единицу  и  чтобы  ее  отличить  отъ  пер- 
воначальной единицы  назовемъ  ее  единицею  а-го  порядка.  Одна,  две,  три 
и  т.  д.  единицы  будутъ  дроби: 

1       1       1       А  :^ 

а  а  а  а  а 

этотъ  рядъ  такъ  составленъ  изъ  единицы  а -то  порядка,  какъ  рядъ  (1) 
целыхъ  и  положительныхъ  чиселъ  составленъ  изъ  единицы.  Если  едини- 
цу а-го  порядка  принять  за  единицу,  то  единица  1-го  порядка  сделается 
числомъ  а,  число  2  сделается  2а  и  т,  д,;  получается  такой  же  безконеч^ 
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ный  рядъ  положительныхъ  чиселъ  какъ  и  рядъ  (1),  только  единица  его 
будетъ  а-я  часть  первоначальной  единицы.  Числа: 

1  2  _  3  _  4  _  5 

»  >  1  .  »  '  ?    •    •    • 

а  а  и  а  а 

будутъ  отрицательныя  числа,  выраженныя  единицей  а-го  порядка.  Следо- 
вательно на  дроби  можно  распространить  вс^Ь  алгебраическ1е  законы,  ко- 
торымъ  подчинены  цЬлыя  положительныя  и  отрицательныя  числа.  Итакъ 
рядъ  (19)  долженъ  быть  пополненъ  еще  числами  различныхъ  порядков7>, 
чтобы  д'Ьйств1е  обратное  умножен! ю — делен1е  было  всегда  возможно  и  обра- 
тилось въ  прямое. 

Вводя  так1я  числа  въ  рядъ  (19)  рЪшенхе  вопроса,  выраженнаго  ра- 
венствомъ: 

ах  =  Ь 

сд'Ьлается  всегда  возможнымъ,  как1я-бы  числа  а  и  Ь  ни  были.  Мы  гово- 
римъ  въ  отвлеченномъ  смысл-Ь,  но  въ  конкретномъ  —  получен1е  дробнаго 
числа,  какъ  р'Ьшен1е  предложеннаго  вопроса,  показываетъ  часто  его  несо- 
образность. Наприм'Ьръ,  колесо  имЬетъ  сто  зубцовъ,  сколько  должно  быть 
зубцовъ  на  колес'Ь,  которое  бы  дЬлало  семь  оборотовъ  въ  то  время  когда 
первое  д'Ьлаетъ  одинъ?  Очевидно,  чтобы  получить  число  зубцовъ  надобно 
разделить  100  на  7,  что  даетъ  14  и  ^/^  зубца  —  пелЬпость,  потому  что 
дробныхъ  зубцовъ  быть  не  можетъ. 

Мы  не  будемъ  говорить  здЬсь  о  свойствахъ  дробей  и  о  дЬйств1яхъ 
надъ  ними,  такъ  какъ  мы  говоримъ  здЬсь  только  о  ихъ  происхожден1И  и 
значен1и. 

Остается  сказать  теперь  о  произведен1и,  въ  которомъ  одинъ  изъ  мно- 
жителей есть  нуль  и  о  дроби,  въ  которой  или  числитель  или  знаменатель, 
или  то  и  другое,  суть  нули.  .1егко  видЬть  изъ  опред'Ьлен1я  умножен1я,  что: 

а. 0  =  0 

таБЪ  какъ  а.О  пока:^ываетъ,  что  нуль  долженъ  быть  сложенъ  а  разь,  что 
даетъ  въ  результатЬ  также  нуль.  Если  множитель  будетъ  нуль,  т.  е.  если 
дано  выражен1е  О .  а ,  то  опо  получаетъ  только  тогда  смыс.1Ъ,  когда  мы 
распространимъ  и  на  нуль  закопь  перестановительпый,  т.  е.  положимъ, 
что: 

О  .а  =  а.О 
откуда  О .  а  =  0. 
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Если  въ  дроби  —  числитель  6  =  0,  то  дробь  будетъ  также  равна 

а 

нулю,  что  видно  изъ  выражен1я  Ь^=^ах^  которое  служило  опред']^лен1емъ 
дроби. 

Если   въ  дроби  —  знаменатель  а  =  0,    то  для  опред1^лен1я  смысла 

а 

выражец1я   —  положимъ  а  =  —  .    По  м-Ьр*  того,   какъ  число  п  возра- 

0  и 

стаетъ,  —  приближается  все  бол-Ье  и  бол4е  къ  нулю  и  дробь  —=х  сд'Ь- 

лается: 

х  =  Ьп 

следовательно  съ  возрастанхемъ  п  возрастаетъ  также  х.  Когда  п  сделается 
безконечно  большимъ  числомъ,  дробь  —  сд'Ьлается  также  безконечно  боль- 
шою, т.  е.: 

Ь 

—  =  оо 

о 

§  9.  Извлеченге  корней.  Третье  прямое  Д'Ьйств1е  есть  возвышен1е  въ 
степень,  оно  выражается  сл1^дующимъ  равенствомъ: 

а"  =  Ь 

которое  будетъ  выражать  прямое  дМств1е,  когда  по  данному  числу  а,  по- 
казателю степени  п,  взятыхъ  изъ  ряда  (1),  требуется  определить  сте- 
пень Ъ.  Действ1е  это  всегда  возможно,  т.  е.  въ  ряду  (1)  всегда  найдется 
искомое  число  Ъ. 

Д'Ьйств1е  будетъ  обратное,  когда  по  данному  результату  или  степени 
&,  взятому  изъ  ряда  (1),  и  одному  изъ  чиселъ  а  или  п,  требуется  найти 
другое,  т.  е.  если  искомое  число  означимъ  чрезъ  я;,  то  задача  будетъ  вы- 
ражена следующими  двумя  равенствами: 

ж**  =  Ь     и     а*  =  Ь 

Такъ  какъ  равенство: 

а*  =  Ь" 

не  имеетъ  мЪста,  то  возвышен1е  им^отъ  два  обратныя  д'Ьйствгя,  совер- 
шенно различныя.  Второе  есть  действхе  трансцендентное,  заключающее  въ 
себе  определен1е  логариема,  а  потому  о  немъ  мы  здесь  говорить  не  ста- 
немъ,  а  скажемъ  о  первомъ,  т.  е.  о  действ1и: 

х^  =  Ъ 
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въ  немъ  требуется  найти  такое  число  для  неизвЬстнаго  х,  которое  бы  бу- 
дучи умножено  само  на  себя  и  разъ  дало  въ  результате  данное  число  Ь. 
То  действ1е,    съ  помощью  котораго,  въ  этомъ  случае,   отыскивается 

требуемое  число  называется  извлечсюемь  корня  п-й  степени  и  обозначается 

"/  - 
символомъ  У    ,  поставлеппымъ  подъ  чпсломъ  Ь,  т.  е.  изъ: 

.г"  =  Ь 
мы  им-Ьемъ: 

г  =  УЬ 


следовательно  подъ  этимъ  символомъ  разум'1>ется  совокупность  вс^хъ  т'1'>хъ 
д'Ьйств1й,  которыя  надобно  совершить  надъ  Ь  для  получен1я  искомаго 
числа. 

Разсмотримъ  сначала  самый  простой  случай,  когда  п  =  2,  т.  е.  тре- 
буется найти  такое  число  въ  ряду  (19),  которое  бы  удовлетворяло  ра- 
венству: 

х^  =  Ь  (23) 

о 

символическое  выражен1е  для  .г  будетъ  х=у'Ь  ,  или  просто: 

.г  =  У^Ь 

иногда  при  изв1'>стномъ  числовомъ  зпачен1н  Ь,  легко  найти  въ  ряду  (19) 
число  для  т,  которое  будучи  умножено  само  на  себя  даетъ  Ь,  наприм'Ьръ, 

положимъ  Ь  =  10,  то  легко  видЬть,  что  .г  =  4,  следовательно   к  16  =4. 
Заметимъ  при  :^томъ,  что  не  только  -|-  4  удовлетворяетъ  уравнен1ю: 

а;2=16  (24) 

но  и  — 4,  такъ  какъ  и  -|-4  и  — 4,  будучи  возвышены  во  вторую  степень 
даютъ  +10.  Следовательно  на  вопросъ,  выраженный  уравпен1емъ  (24), 
есть  два  отвЬта,  коихъ  числовыя  величины  равны,  но  имЪютъ  противные 
знаки.  Въ  силу  этого  передъ  корпемъ  второй  степени  ставится  всегда  два 
знака:  +  и  — ,  т.  е.  пишется: 

а;=±)/10^  =  1114 

или  вообще:  _ 

х  =  1Г:Уь' 

Следовательно  символъ  ±уЬ    имеетъ  следующее  свойство: 
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Но  въ  большей  части  случаевъ,  ири  изв'Ьстномъ  числовомъ  значенш  &,  въ 
ряду  (19),  лополненномъ  числами  вс^^хъ  возможныхъ  порядковъ,  Н'Ьтъ  та- 
кого числа,  котерое  бы  удовлетворяло  уравнен1ю  (23);  наприм'Ьръ  положииъ 
Ь  =  2,  то  уравнеше  (23)  сделается: 

«2  =  2 

Если  вместо  X  поставимъ  единицу,  то  найдемъ  1^=1,  а  подставляя  2,  пай- 
денъ  2^=4,  следовательно  искомое  число  для  х  заключается  между  1  и  2; 
но  между  1  и  2  лежать  числа  вс']^хъ  возможныхъ  порядковъ,  т.  е.  дроби  боль- 
ше единицъ  и  меньше  2,  изъ  которыхъ  ни  одна,  какъ  легко  показать,  не 
можетъ  удовлетворить  уравнешю  а;2=2.  Но  можно  найти  всегда  такхя  два 
лослЪдовательныя  числа,   изв-Ьстнаго  порядка,   между  которыми  находится 

искомое  число.  Если  одно  изъ  такихъ  чиселъ,  напримЪръ,  а-го  порядка 


а 

или    — ^^  примемъ   за  искомое  число,  то  погрешность,   сделанная  при 
а 

этомъ,  будетъ  меньше  единицы  этого  порядка,  т.  е.  меньше  — . 

а 

Ч-Ьмъ  порядокъ  чиселъ   —   и  — ^^  будетъ  выше,  т.  е.  ч4мъ  число 

а  а 

а  будетъ  больше,  т^мъ  числа  —  или  — ^  будутъ  ближе   къ  искомому 

а  а 

— идеальному  числу,  которое  называется  иррацгональнымъ  и  въ  настоящемъ 
случае  так1я  числа  выражаются  символами: 

±  /2"     ,     ±Vъ      ,     ±  /б"  ,  . . . 

Следовательно,  чтобы  возможно  было  всегда  решить  вопросъ  выраженный 
уравнешемъ: 

х^  =  Ъ 

надобно  ввести  въ  рядъ  (19),  пополненный  числами  различныхъ  поряд- 
ковъ, числа  ирращональныя — идеальныя,  относительно  числовой  единицы, 
но  действительно  существующ1я,  какъ  протяжен1я. 

Самый  простой  примеръ  этому  служитъ  дхагональ  квадрата,  коего 
сторона  равна  единице.  И  въ  самомъ  деле,  мы  знаемъ,  что  д1агональ  та- 
кого квадрата  выражается  символомъ: 

л;=  УТ 

Такое  же  разсужденхе  можно  сделать  относительно  уравнен1я: 

«'•  =  +  6 
при  л  =  3,  4,  б,  . . . , 
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Изъ  опред'Ьлеи1л  символа  аУ  слГ»луетъ,  что: 

а»,  а'"  =  ««+'« 

откуда  сл^'ауетъ,  что  отвЬтъ  на  вопросъ  выраженный  уравнен1емъ: 


будетъ: 


а'\  X  =  (С*' 


X  =  л"'-" 


т.  е.  при  д'Ьлен1и  а'"  на  а"  110ка:5атель  п  дЬлителл    вычитывается  изъ  по- 
казателя т  д'Ьлимаго. 

Если  т  =  п,  то  отв'Ьтъ  будетъ  имЬть  двЬ  формы:    одну  ариометиче- 
скую,  другую  символическую.  Въ  самомъ  д-ЬлЬ,  если  т=п,  то  уравнен1е: 


а"',  .г-  =  (Г 


даетъ  гс=1,  или  х  =  а^.  Поэтому  пишутъ: 

а^  =  1 
Если  п'^т,  и  въ  уравнен1и: 

положимъ  и  =])-{-  VI,  то  оудемь  им1,ть: 


или: 


откуда: 


но  мы  имЪемъ  также: 


сл-Ьдовательно: 


или: 


а^\х  =  1 


1 


X  =  а'"-"  =  а-^ 


сО'.ц-''  =  1 


Если  надобно  а"  возвысить  въ  ш-ю  степень,  то  нужно  а"  помножить  само 
на  себя  ш  щлъ,  что  даетъ: 


«» 


АЛГЁБГЛИЧ.    лил.1И.;ъ.  6 
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Такъ  какъ  мы  им^емъ: 

то  очевидно  можно  писать  вместо  символа  у  а   символъ  а^**.    Въ  самомъ 
аЬл%  мы  будемъ  им'Ьть,  применяя  правило  воввышешя: 

Очевидно,   что  символъ  у  а'"  можно  написать  въ  форм^к: 


т 
п 


а 

идея  дроби  ыхъ  показателей  принадлежитъ  Декарту. 

§  10.  Остается  разсмотр^ть  тотъ  случай,  когда  число  Ь  отрицатель- 
ное, т.  е.  когда  требуется  р-Ьшить  вопросъ: 

Возвышая  во  вторую  степень  числа  положительныя  и  числа  отрицатель- 
ныя,  всегда  получаемъ  въ  результат*  числа  положительныя,  а  предъи- 
дущ1Й  вопросъ  требуетъ  найти  такое  число,  которое  бы,  будучи  возвышено 
во  вторую  степень,  дало  отрицательное  число  — 6,  взятое  изъ  пополнен- 
наго,  вс^Ьми  возможными  числами,  ряда  (19).  Очевидно,  въ  этомъ  ряду 
такого  числа  н-Ьтъ.  Чтобы  решить  этотъ  вопросъ  положимъ  Ь  =  1 ,  т.  е. 
требуется  решить  уравнен1е. 

ж2  =  — 1 

Искомое  число,  удовлетворяющее  этому  уравнен1Ю  есть  новое^  его  назы- 
ваютъ  мнимой  единицей  и  обозначаютъ  согласно  Гауссу  буквой  г;  сл^ьдо- 
вательно  г  есть  такой  числовой  символъ,  который,  будучи  возвышенъ  въ 
квадратъ,  даетъ  — 1,  т.  е. 

или,  распространяя  на  это  уравненхе  символическое  рЪшеше,  найдемъ: 

Изъ  мнимой  единицы  г  составляются   мнимыя  числа  положительныя 
и  отрицательныя,  точно  также,  какъ  изъ  положительной  и  отрицательной 
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единицы   составляются  числа   дЬйствитольныя  положнтольиыя    и    отрица- 
тельныя.  Эти  мппмыя  числа  суть: 

*     ,         2/     ,         3/     ,         4/     ,         5/  ,  .  .  . 
—  /     ,     — 2/     ,     — 3/     ,     — 4/     ,     — 5/  ,  .  .  . 

Точно  также  получаются  и  мнимыя  числа  рааличиыхъ  иорядковъ: 


1    . 

2    . 

3    . 

4    . 

5   . 

ь 
а 

1 

-      1 

а 

> 

1 

а 

? 

-  г 
а 

> 

Ь    )  •  .  • 

а 

1    . 

2   . 

•  > 

4   . 

Г)    . 

—  г 
а 

3 

1 

а 

1 

а 

ч 

1 

а 

> 

'  •  •  •  • 
а 

§  11.  Нзъ  чиселъ  дЬйствительиыхъ  и  мнимыхъ  составляются  числа 
изв'Ьстныя  въ  анализ'Ь  иодъ  именемъ  соапавныхъ  чиселъ  или  количествъ; 
онЪ  им^ють  форму: 

а  -\-  Ы 

гдЪ  а  и  Ъ  суть  д'Ьйствительиыя  числа  положительныя  или  отрицательиыя. 

Изъ  д1'»йств1Й  прямыхъ  и  обратиыхъ,  вытекающихъ  плъ  трехь  оспов- 
ныхъ  закоиовъ  алгебры,  другихъ  числовыхъ  символовъ  получиться  не  мо- 
жетъ,  сл'Ьдовательно  :)то  и  есть  вес1»  количественный  матер1*алъ  падъ  кото- 
рымъ  алгебра  производить  свои  дЬйств1я  и  въ  (1)орм'Ь  которыхъ,  получаются 
результаты  при  рЪшенти  всевозможныхъ  вопросовъ. 

Если  зам'Ьтимъ,  что: 

;2  =  _1     ^     1^=^  —  1    ,    ^^  =  +  1 

то  легко  вид'Ьть,  что  вообще: 

поэтому    какое-бы    алгебраическое   д'1'>йств1е    не   совершали    надъ    состав- 
пымъ   количествомъ    а  +  Ь^  мы    всегда    получимъ    количество    такой    же 

формы  А~\-В1. 

Итакъ  весь  количественный  матер1алъ  алгебры,  надъ  которымъ  она 
производить  свои  д4йств1я  и  въ  <{юрм'Ь  кото1)аго  получаетъ  результаты, 
представляется  въ  сл']^дуюи1,ей  (1юрм'Ь: 

-{-а     ,     — а     ,     -{-(и'     ,     — аг     ,     а-\-Ы 

гд*  и  нЬ  суть  числа  дЬйствительныя  дЬлыя,  дробныя  или  иррадюнальныя. 
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§  12.  Посмотримъ  теперь  вавъ  эти  числа  представляются  геометри- 
чески. Для  этого  надобно  найти  так1я  геометрическхя  предложен1Я,  ко- 
торые бы  указали,  что  должны  собою  представлять  въ  геометрхи  числа 
отрицательныя,  мнимыя  и  составныя,  когда  положительныя  представляюсь 
нзв']^стныЁ  родъ  иротяжен1Й. 

Возьмемъ  прямую  лишю  и  на  ней  въ  изв'^^стной  точк*]^  поставимъ 
нуль  и  отъ  этой  точки  вправо  на  равныхъ  разстоян1яхъ  поставимъ  числа 
1,  2,  3,  4, . . .  оо  ;    значить  отъ  нуля   отсчитываются   вправо   числа   1,  2, 

Д'Ьйств1е  З--}-^  означаетъ  отсчитыванхе,  начиная  отъ  нуля,  сначала 
3  единицы,  а  потомъ  еще  четыре,  всего  сл^^довательно  надобно  отсчи- 
тать 7  единицъ  вправо  отъ  нуля.  Если  будетъдано  7 — 4,  то  это  значить 
требуется  отсчитать  вправо  отъ  нуля  7  единицъ,  а  потомъ  возвратится 
назадъ  на  четыре  единицы.  Сл-бдуя  логически  такому  дМствхю  мы  должны 
въ  выражен1и  3 — 5  сначала  отсчитать  вправо  отъ  нуля  3  единицы,  и  по- 
томъ возвратится  на  5  единицъ  назадъ,  сл-бдовательно  еще  на  дв'Ь  еди- 
ницы отъ  нуля  вл'Ьво,  но  3 — 5  =  —  2,  сл'Ьдовательно  числа  отсчитываемые 
вл'Ьво  отъ  нудя  должны  быть  приняты  за  отрицательныя.  Изъ  этого  мы 
заключаемъ  вообще,  что  если  мы  отсчитываемъ  изв']^стныя  величины  въ 
изв^стномь  направлен1И,  то  въ  противоположномъ  направлен1и  мы  должны 
отсчитывать  числа  отрицательныя.  ВсЬ  геометрическхя  изсл'Ьдован1я  под- 
тверждаютъ  правильность  такого  услов1я,  а  геометрическ]я  истины  или 
предложен1я  получають  необыкновенную  общность.  Приведенное  обобще- 
Н1е  П0НЯТ1Я  объ  ооложительныхъ  и  отрицательныхъ  величинахъ  принадле- 
жить  французскому  геометру  Декарту. 

Посмотримь  теперь  какъ  слЬдуеть  представлять  геометрически  мни- 
мыя и  составныя  числа. 

Если  изъ  точки  О  принятой  за  нуль,  радхусомъ  равнымъ  единиц']^ 
опишемъ  кругъ  и  проведемъ  Д1аметръ  !ГУ,  перпендикулярный  къ  пря- 
мой XX  (фиг.  1),  то  рад1усъ  ОС  будетъ,  какъ  известно  средне-пропор- 
щональная  величина  между  радхусами  ОА  и  ОВ,  изъ  коихъ  первый  есть 
+  1,  а  второй  — 1,  следовательно  0С^=^ — 1,  т.  е.  0С=^1^  =  г.  Изъ 
этого  заключаемъ,  что  числа  г,  2%  Зг','  4г, ....  должны  отсчитываться  на 
перпендикуляр*  О  Г,  по  направлен1Ю  вверхъ,  а  числа  — *,  — 2«-,  — 3^, 
—  4^, ...  въ  противоположную  сторону,  т.  е.  на  перпендикуляр-Ь  О  Г,   по 


1^  направлешю  внизъ. 

Остается  показать  какъ  представить  геометрически  число  а-\-Ы. 
Для  этого  на  прямой  XX,  отъ  нуля  въ  ту  или  другую  сторону,  отклады- 
ваютъ  число  а,  смотря  по  тому  будетъ-ли  оно  положительное  или  отри- 
цательное. Зат-^мъ  на  прямой  У7  отъ  нуля  откладываютъ  число  Ы  въ  ту 
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ИЛИ    другую    сторопу,    смотря    по  тому    будетъ-ли  Ы  положитольпое    или 
отрицательное;    изъ  точекъ  а  и  6/,    въ  данномъ  случаЬ  Л^  и  М,    возстав- 

Фнг.   1. 


[_ 


о     I 


ляютъ  перпендикуляры  УЕ  и  МЕ,  порес1>чен!е  которыхъ    и  даетъ  точку 
Д  которая  геометрически  и  представляетъ  число  а-\-Ы, 

Такое  представлен1е  мнимыхъ  количествъ  припадлежитъ  прусскому 
геометру  Кюпу  (КиЬп),  изложившему  свой  методъ  въ  1750  г.  въ  111-мъ 
том*  мемуаровъ  С.-Петербургской  Лкадем1и  Наукъ.  Впосл'Ьдств1'и,  въ  па- 
чал*  настоящаго  столЬт!)!,  вопросомъ  о  геометрическомъ  построении  мни- 
мыхъ и  составныхъ  количествъ  занимались  фраипузск1е  математики  Лрганъ 
(Агкатк!)  и  Коши  (СоисИу),  а  также  Гауссъ  (Оаи^^). 

Вс'Ь  геометрическ1я  слЪдств1я,  вытекаюп1,1я  изъ  такого  услов1я,  по- 
казываютъ  его  логичность.  Ипрочемъ  есть  еп1,е  и  другой  способъ,  предло- 
женный въ  посл'Ьднее  время  и  припадле;кащ1й  французскому  геометру 
Максимил1ану  Мари  (Мах1нп11е11  Магхе),  прсмставлять  геометрически  мни- 
мыя  и  составныя  числа,  который  д'Ьлаетъ  некоторые  геометрическ1е  вы- 
воды и  заключен1я  пропое,  но  онъ  не  вошель  въ  употреблен1е. 

§  1Я.  Изъ  геометрпческаго  иредставлен1я  дЪйствительныхъ  и  состав- 
ныхъ количествъ  впдимъ,  что  первыя  изъ  нихъ  продставляютъ  точки  ле- 
жания на  одной  прямой,  а  вторыя  всЬ  точки  одной  плоскости.  Были  по- 
пытки представить  точки  въ  пространств!.,  но  тЬ  услов1я,  кото})ЫЯ  необ- 
ходимы для  этого,  выходятъ  изъ  пред'Ьловъ  осиовныхъ  законовъ  алгебры, 
которые  не  могутъ  дать  количествеппыхъ  спмволовъ  отличныхъ  отъ  тЬхъ, 
къ  которымъ  31Ы  были  приведены  прямыми  и  обратными  д'Ьйств1ями 
алгебры. 

Англ1Йск1Й  математикъ  Гампльтонь  (Наппкои),  въ  1844  году,  ввелъ 
три  символа:  /,  ^  и  к  такого  свойства: 
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И  изъ  нихъ  составилъ  такое  выраженю: 

и  =  а  +  р;  +  7^  +  5А; 

которое  онъ  назвалъ  кватерненомъ  (^иа(:е^п^оп).  Выражен1е  это  состоитъ 
изъ  чотырехъ  членовъ,  одного  дМствительнаго  и  трехъ  въ  символнче- 
скихъ.  Съ  помощью  такого  выраженхя  можно  представить  всЬ  точки  въ 
пространств-Ь.  Символы  г,  ;  и  А;  не  подлежатъ  алгебраическимъ  законамъ, 
такъ  какъ  между  ними  суш^ествуетъ  зависимость: 

р  =  —  к    ,    к1  =  —  г    ,    Не  —  —] 

Гауссъ,  въ  одномъ  изъ  своихъ  мемуаровъ,  упоминаетъ,  что  онъ  доказалъ, 
что  выражен1е  а-{^  есть  самое  общее  и  что  общн']^е  символа  не  можетъ 
быть  при  существоваши  трехъ  основныхъ  законовъ  количествъ,  т.  е.  за- 
коновъ:  перем']^тительнаго,  распред'Ьлительнаго  и  повторительнаго.  Мы 
приведемъ  зд'Ьсь  доказательство,  предложенное  Кенигсбергеромъ  (Коенх^в- 
Ъег^ег)  въ  1874  г.,  такъ  кавъ  доказательство  данное  Гауссомъ  неизвестно. 

Пусть  такой  символъ  будетъ: 

^Е?  =  а  +  Ьг  -|-  с'ь 

гд*]^  а,  &  и  с  суть  алгебраическ1я  числа,  а  г  т  г'  символы  между  которыми 
не  существуетъ  однородной  линейной  зависимости  съ  действительными 
коэфищентами,  т.  е.  что  если  мы  имЪемъ: 

а-\'Ы'-\-с{'  =  О 

то  это  уравнен1е  можетъ  существовать  только  при  условхи: 

а  =  0     ,    Ь  =  0    ,    с  =  0 

Если  такой  символъ  можетъ  вытекать  изъ  трехъ  основныхъ  законовъ 
алгебры,  то  онъ  долженъ  подлежать  этимъ  законамъ.  Основный  законъ 
всЪхъ  алгебраическихъ  количественныхъ  символовъ  состоитъ  въ  томъ,  что 
произведете  равно  нулю,  когда  одинъ  изъ  множителей  равенъ  нулю  и 
обратно.  Легко  показать,  что  символы  формы: 

е  =  а-}'Ы'{'  сг' 

распространяя  на  нихъ  три  основные  закона  алгебры,  не  удовлетворяютъ 
основному  свойству  уиножен1я,  упомянутому  выше. 

Въ  самомъ  хкл%  пусть: 

01  =  ао  +  «1  г  -|-  ^2*' 


Глава  I. — общ! к  ;{ак()ны  количегтвъ. 


Если  положимъ,  что: 


•о  I  •      I  •» 


•  •!  I  •         I  •} 


то  произведен1е  Судетъ: 

=  ^'о^о  +  (01  Ро  +  <'^''Г0  )  «1  -Г  (^'1  '^0  +  «2^о)  «2  + 

-Г  ^  [0\  Ч  +  (/Л1  +  ^'1  ?1  -Ь  ^'2'^!  )  «1  -  Ь  ( Г7,  Т,  +  Г/оЗ,  )  а,]  + 

Но  это   произведо1пе  должоо   быть  равно  пулю,    когда  одипъ  изъ  множи- 
телей равенъ  нулю,  т.  е.  когда: 


или: 


или  когда: 


или: 


^'О  +  ^'1'  "Г  ^^2''  =  ^ 


^•0  +  «1/4-^2'"  =  О 


г^,  =  0     ,     г?,  =  О     ,     а.,  =  О 


^0  =  0     ,     а,  =  О     ,     а^  =  О 


между  т'Ьмъ  оно  равно  нулю  оезъ  :>того  услов1я. 

Въ  самомъ  Д'Ьл'Ь,  вторая  часть  иронзведен1я  равна  нулю,  когда: 

^'0^0  +  (^'1  Ро  +  «2*о)  ^1  +  (^'1'^0  +  «2^и)  «2  =  0 


откуда: 


«2^0  +  (^'1  Р2  +  ^2'^2)  «1  +  ^  ^'О  +  «1  ^^2  +  <^'2^2)  «2  =  0 


'    «О       ,       «1  Ро  +  «2*0  1       <Ь  '^0  -Р  '^'З^О 

I 

I 

;    «2       ,       «1Р2+^'2^2  )       «0  +  «1'^2  4-«2<^2 


=^  О 


Но  это  есть  однородное  уравиен1е  третьей  степени  относительно:  По,  «1,  а^\ 
сл-Ьдовательно  для  совершенно  произвольныхъ  колнчествъ  ро,  р1,  Р2?  ^0  1 
^11  ^2»  "^0»  ^^1»  '^2  "  для  д'Ьйствительнаго  :шачен1я  колнчествъ  «1  и  по  оно 
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даетъ  хотя  одно  дМствительное  значен1е  для  ад.  Изъ  такимъ  образомъ 
опред^ленныхъ  количествъ  «о  1  «ь  «2  >  мы  найдемъ  д^йствительныя  вели- 
чины для  Оо)  ^1  и  а2.    Сл'!Ьдовательно  произведете: 

(ао  +  а^г  +  (Цг')  («о  +  «I*  +  «г*'') 

для  дМствительнаго  конечнаго  значешя  величинъ  ао,  аь  «2  1  «о»  «ь  «2 
уничтожается  помимо  уничтожен1я  одного  изъ  множителей,  —  законъ  ко- 
торому подлежатъ  всЬ  алгебраичееше  символы.  Сл1^довательно  символа 
формы: 

удовлетворяющаго  вс']^мъ  основнымъ  законамъ  алгебраическихъ  количествъ, 
быть  не  можетъ. 


ГЛАВА   II. 
Д'Ьйств1я  надъ  составными  количествами. 

§  14.  Изъ  всего  сказаннаго  выше  видимъ,  что  количественный  сим- 
волъ  а-{-Ы  есть  самый  общ1й,  и  общн^Ье  его  быть  не  можетъ,  пока  въ 
изсл^Ьдован1я  будутъ  входить  символы,  подлежащ1е  только  тремъ  основ- 
нымъ законамъ  алгебраическихъ  количествъ.  Е[зсл']^дуемъ  свойства  этого 
символа . 

Два  составныя  количества: 

а-\-Ы    и    а  —  Ы 

называются  сопряженными,    ихъ  произведен1е   а^-{'Ь^  называется  нормою 
составнаго  количества  а-^Ы  или  количества  а  —  Ы.    Корень  квадратный 

изъ  нормы,  взятый  съ  положите льнымъ  знакомъ,  +  ^^л^  +  Ь^>  называется 
модулемъ  составнаго  количества. 

Первое  сл^дств1е,  которое  мы  выводимъ  изъ  предъидущаго  это  то, 
что  количества  а-\-Ы  и  а — Ы  можно  разсматривать  какъ  корни  квадрат- 
наго  уравнешя: 

(а;  — а)2  +  Ьа  =  0 

И  въ  самомъ  дЪл'Ь,  рЪшая  это  уравнен1е  найдемъ,  что  корни  его  суть: 

а  4"  Ь*    и    а  — 
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Изъ  ЭТОГО  видимъ  также,   что  сумма  и  11роизведеи1е  двухъ  сопрлженныхъ 
количествъ  суть  числа  Д'1и1стиительпыя: 

2а     и     а^  +  Ь^ 

Равевство  между  двумя  составными  количествами: 

а  -\-Ы     и     с  -\-  (II 

можетъ  существовать  только  въ  томъ  случаЬ,  когда  (1=с  и  ?>=с7,  въ  про- 
тивномъ  случа11  изъ  уравнен1я: 

а  +  '>?  =  с  +  г7/ 

можно  опред'Ьлить   г   чреиъ   количества  дкйствительныя   а,  Ь,  с  и  (?,    что 
невозможно. 

Легко  вид'Ьть,    что  сумма,    ра:шость,    ироизведсн1е   и   частное  двухъ 
составныхъ  количествъ  суть  также  количества  составныя. 

{а  +  Ы)  (с  +  (И)  =  (пс—Ь(1)  +  {Ьс+а(1)1 


и 


а  +  Ы (а  -{-  Ы)  (с  —  (И)  [ас  -\-  ЬЛ)  +  (?>с  —  аг7)  г 


или: 


а-]гЬ( лг  -|-  Ь(1    ,    Ьс  —  аЛ  . 

с-\^а'1~  с'^  +  л^'  "^  с2  +  71:^  '^ 

Изъ  этого  легко  видЬть,  что  ироизведен1е,  а  следовательно  и  степень,  какого 
угодно  числа  составныхъ  множителей  есть  также  количество  составное. 

§  15.  Чтобы  легче  видЬть  зависимость  между  слагаемыми  и  суммою, 
между  множителями  и  произведен1емъ,  мы  дадимъ  составному  количеству 
а-\-Ы  другую  форму.  Иоложимъ: 

а  =  р  С08  '>р        ,        Ь=  [л  81П  ср 

Изъ  этихъ  двухъ  ноложентй  найдемъ: 

а  .  Ь 

АЛГЕВРАИЧ.    АНАЛИаЪ.  4 
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откуда: 


у  =  1     и    у  =  агс1е(|) 


дуга  ^  заключается  между  О  и  х,  такъ  какъ  1§  ^  между  этими  пределами 
угла  моакетъ  получить  вс*  значен1я  отъ  +  оо  до  —  оо.  Количество  р, 
ка1ЕЪ  мы  уже  выше  сказали,  называется  модулемъ,  а  уголъ  у  —  аргу.ш'н- 
томь  составного  количества. 

Сл'Ьдовательно  составному  количеству: 
можно  дать  тригонометрическую  форму: 

е=р  (С08  <р  +  1 81П  ^)  (1) 

Мы  уже  выше  видЬли,  что  составное  количество  представляетъ  точку  на 
плоскости;  эта  точка  Л  (фиг.  2)  опред'Ьляется  координатами  а  и  &,  сл'Ь- 
довательно  р  будетъ  ничто  иное  какъ  разстоян1е  этой  точки  Л  отъ  на- 
чала координатъ  О,  а  уголъ  у  будетъ  опред'Ьлять  направлен1е  этого  раз- 
СТ0ЯН1Я,  поэтому  можно  разсматривать  выраженхе  (I),  какъ  это  разстоян1е, 
котораго  величина  есть  р,  а  налравленхе  ^. 

Фиг.  2. 


Слгьдств!^  1.  Если  два  составныя  количества  равны,  то  необходимо 
равны  и  ихъ  модули. 

Слгьдствье  2.  Всякое  составное  количество,  коего  модуль  равенъ  нулю, 
само  обращается  въ  нуль,  и  обратно.  Это  сл-Ьдуетъ  изъ  того,  что  если: 

а2  +  Ь«  =  о 
то  необходимо  и 

а=0    и    6=0 
а  сл'Ьдовательно: 

Смьдствге  3.  Всякое  д'Ьйствительное  количество  а  им^кетъ  модулемъ 
свое   числовое   значен1е,    а  аргументомъ  четное  или  нечетное  число  разъ 
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взятое  тс,  смотрл  по  тому  будетъ-ли  а  величина  положительная  или  отри- 
цательнал.  Это  сл'Ьдуетъ  изъ  того  положен1Я,  что  для  всякаго  дЬйстви- 
телънаго  количества  Ь  =  0,  а  потому  модуль  его  есть  р=1а',  или  р=а, 
а  со8^  =  ±1,  смотря  по  тому  будетъ-ли  а>0  или  а  <  0. 

§   16.    Сложен  1е    и  аычнтан1с   составныхъ  колнчествъ.    Возьмемъ  два 
составныя  количества: 

X  =р  (С08  ^  +  /  8111   ср) 


Г1  =  р|  (С08  Ср1  +  /81ПСр|) 


И  сложимъ,  то  найдемъ: 


^  +  ^1  =  (?  С08  '^  +  р1  С08  '^1  )  +  ''  (?  «1П  ^  "Ь  р1  {^П1  '^^ ) 

Если   означимъ    модуль    этой    суммы   чрезъ  г,   а  аргумептъ   чрезъ   О,   то 
найдемъ: 

Г==  1/(рС08(р  +  р1^^0«?>1)^-1-(р«1П'^'-гр1 8111  (?!)-=  /р^+р'^ +^РР1  С08(?— Т1) 

^^  О  =  -^  ^^'^^  У  +  Р»  -^'^  ь 

^  р  С08  ^  -\-  Р1  С08  ^х 


Если  вмъсто  ^дО  поставимъ         ^  ,   то  легко  найти  что: 

СО8  0 

р    8Ш('^1 0) 

Р1    "^    8Ш(0  — (р) 

Иэъ   этихъ   выражеп1Й    легко  впдЬть,    что  сумма  двухъ  составныхъ  коли- 

чествъ    геометрически    представляется,    по  величин!»   г   и  направлен1ю   О, 

д1оганалью   параллелограмма,    коего   сто1Юиы   суть  р  и  р1,   а  направлен1я 

ихъ  ср  и  ср|  (фиг.  3). 

Фиг.  3. 


Откуда  также  видимъ,  что  модуль  суммы  составныхъ  количествъ  ме- 
нЬе  суммы  модулей  этихъ  количествъ  и  болЬе  ихъ  разности,  т.  е.: 

■^  <  Р  +  Р1       И       Г  >  р  —  р1 
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Если  два  выражешя  ^ег  и  хг^  вычтемъ  одно  изъ  другаго,   то   найдемъ,    что 
ихъ  разность  » —  Ях  равна  суммЪ  количествъ: 

г  —  ^Е?1  =р (со8 ^-{-гйп у)  +  9\  {со8(<р1  +  ^)  +  ^8Ш («р1  +  1С) }  (2) 

тавъ  ваЕЪ  изв'Ьстно,  что: 

С08  (<Р1  +  «)  =  —  сов  9      и      8Ш  (^1  +  «)  =  —  8Ш  ^1 

Изъ  выражен1я  (2)  видимъ,  что  модуль  и  аргументъ  разности  двухъ 
составныхъ  количествъ  равенъ,  по  величин!^  гх  и  по  направлен1Ю  6,  Д1а- 
гонали  параллелограмма  (фиг.  4),  построеннаго  на  модул'Ь  уменьшаемаго  р 
и  на  модул-Ё  вычитаемаго  Р1,  взятаго  въ  противоположномъ  направлеши. 

Фнг.  4. 
Г 


§  17. 
ражешя: 


Умноженге   и  д1ь.гбн%е   составныхъ  комйчеспигь.   Если   два  вы- 


^Е?  =  р  (С08  <р  +  ^8Ш  ^)      и      ^1^=  Р|  (С08  ^х  +  г  ВШ  ^х) 


перемножимъ,  то  найдемъ: 

Щ  =  рр1  {  (С08  <р  С08  <Р1  —  81П  ^  81П  Ср) )  +  г  (81П  <р  С08  ^  1  +  С08  ^  81П  ^  1 )} 


или: 


^^1  =  РР1  {  С08  (^  -}-  ?1)  +  г  8Ш  («р  +  (рО  } 


Откуда  видимъ,  что  модуль  произведен1я  двухъ  составныхъ  количествъ 
равенъ  ^роизведен1ю  модулей  множителей,  а  аргументъ  произведен1я  ра- 
венъ сумм*]^  аргументовъ  множителей.  Легко  теперь  вид'Ьть,  что  произве- 
дете составныхъ  количествъ  я,  ях^  ^2)-*-9  коихъ  модули  суть  р,  р1,  рз, 
рз, . . ,  а  аргументы  <р,  <р1,  «рз, . . ,  будетъ: 

ЯХ^1ЛГ2  .  .  =  РР1Р2  .  .  .  .  {  С08(«р-+«р1  +  «р2+ .  .  )  +  г8Ш  ((р  +  91  +  ?2  +  .  •  )  } 

Если  въ  этомъ  уравнен1и  подожимъ: 


Р  =  Р1  ==  Р2  = 


•   ...••« 


;   V  =  <Р1  =  <Р2  = 


•  •  •  • 
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ТО  очевидно  также: 


и  найдемъ,  что: 


но: 


2  =  21=г^  = 


•    •    •    . 


^»'  =  р"  (с08  П'^  +  /«1П  П(р) 


2  =  р  (С08  Ср  +  '•  ^^"1  '^) 

сл-Ьдовательно  мы  им'Ьемъ: 

р"  (С08  Ср  -{-  /  8111  ^ )"  =  р"  (С08  П(р  -{-  I  8111  П'^) 

откуда: 

(С08  ср  +  ^  81П  ср )"  =  С08  >Г^  +  /  81*11  Яг^  (3) 

Последнее  выражен1е  (3)  есть  известная  теорема  Купера,  при  ?г  ц1^ломъ. 
Назван1е  свое  теорема  эта  получила  отъ  имени  <|)ранцузскаго  математика 
Муавра  (Мо1Уге),  жившаго  въ  XVIII  стол'Ьт1и.  Чтобы  получить  ее  для  п 
дробнаго  и  отридательнаго  возьмемъ  выражен1е: 

и       .    .  .     п 

С08 Ф  +  г  8111 '^ 

т  ^  т   • 

и  положимъ,  что  -  есть  несократимая  дробь.  Возвысимъ  это  выражеи1е 
въ  т-ю  степень,  то  найдемъ: 

С08  -  -   Ф  -  [-  /  81*11  ф  )     =  С08  ?/ф  +  /  8111  И'^ 

НО  мы  выше  вид'Ьли,  что: 

С08  П^  -\-  I  8111  П'^  =  (С08  ^  +  /  8111  Ср)" 

сл-Ьдовательно  мы  будемъ  имЬть: 

соя  —  -  Ср  -[-  '  ^>1П    -  ^  )     =  (С08  '^  -{-  I  8111  Ср)" 

откуда,  извлекая  изъ  обЬихъ  частей  уравнеи1я  корень  т  -  й  степени,  най- 
демъ: 

(С08  '«р  +  1  81П  Ср)  '"   =  С08  -     Ф  -[-  /  8111  -     ф 

ЭТО  есть  теорема  Муавра  для  показателя  дробнаго. 
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Возвысимъ  теперь  со8у-}-«8ш^  въ  — п  степень,  то  будемъ  нм'1^ть: 

1  1 


(со8  ^-{-г  81П  <р)"""  = 


(С08  ^  +  г  81П  у)~  008  П'^  -[-  I  81П  Щ 


помножая  числитель  и  знаменатель  посл-Ёдней  дроби  на  со8п(р — г5Шп(р, 
найдемъ: 

(С08  <р  +  г  81П  ^р)""  =  С08  П^  —  %  81П  П^ 

то  есть  теорема  Муавра  для  отрицательнаго  показателя. 
Разд'1^лимъ  количества: 

Я  =  р(С08  9  +  г8Ш<р)       и        01=  Р1(С08^1+г8Ш^1) 

одно  на  другое,  то  будемъ  им^^ть: 

е_ р^     С08у-|"^8Шу  __   р       (С08  у  +  ^' 8Ш  у)  (С08  у  I  —  г81Пу1) 

^1         р1     С08  У1  +  *  8т  У1         Р\      (С08  ^1+  1 81П  ^х )  (С08  ^1 —  1  81П  Ух) 

или: 

^1      Рх 

Откуда  видииъ,  что  модуль  частнаго  двухъ  составныхъ  количествъ  равенъ 
частному  модулей  д'Ьлииаго  и  д'Ьлителя,  а  аргументъ  частнаго  равенъ  раз- 
ности аргументовъ  д^Ьлимаго  и  д'Ьлителя. 

Модуль  мы  будемъ  обозначать  символомъ  тоЛ,  начальнымъ  слогомъ 
французскаго  слова  то€1и1е  —  модуль. 

§  18.  Произведенхе  двухъ  составныхъ  количествъ: 

^1  =  Р1(С08  У1  +  г  81П  у| )      И      ^а  =  Р2  (со8  Уа  +  ^  81Н  Уа) 

какъ  мы  вид^Ьли  выше  есть: 

^1^2  =  Р1Р2{С08(У4  +  Уа)+*8Ш(У1  +  Уа)} 

его  легко  построить  сл^^дующимъ  образомъ: 

Пусть  ОА  и  ОВ  будутъ  составныя  количества  01  и  02  (Фиг.  5),  уголъ 
0-4Х=у1,  ВОХ=уа,  ОА  =  ди  ОВ=Ра.  На  оси  X  отложимъ  0С=1 
проведемъ  и4С,  отложимъ  /.2)0В= /.-4 ОС  =у1  и  /_Т)ВО=- /_АСО.  Изъ 
достроешя  видимъ,  что  Д  АОС  оо  Л  2)50,  следовательно: 

р^ :  1  =?  02) :  р^ 
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откуда  той  01)  =  Р] Рг ,   по  /^ВОС=  ?1  +  ^2  ?   слЬдовательно: 

ОВ  =  р,  р2  {  С08  (ср1  +  ъ)  +  ^'  '^"1  (Ь  +  ^2)  } 

т.  е.  07)  есть  искомое  произведеп1е  составныхъ  количестит^  ^х   и  ^2- 

Фиг.  5.  Фиг,  6. 


Если  требуется  построить  г'^  при: 

то  :п'о  дЬлается  слЪдующимъ  оора:юмъ:  пусть  0Л  =  ^  (фиг.  0),  на  оси  X 
отложимъ  0С-=  1,  проведетъ  ^С\  отложимъ  /_  ЛОВ  =  /_  Л  ОС  =  ср,  и 
/_ОАВ=  /_ОСА,  то  Л  ОСА  оо  д  ОЛД  слЬдовательно: 

Фиг.  7. 


0В:р  =  р:1 

откуда  то(10В  =  р^  по  /.Б0С=2(р,   следовательно  ОБ  будетъ  искомой 
квадратъ  количества  составнаго  ;?,  т.  е.: 


ОБ  =  ^2  =  р^(со8  Ц  +  ^'  ^^п  2^) 
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Вообще,  чтобы  построить  посл'Ьдовательныя  степени  составнаго  коли- 
чества г  надо  поступать  сл^дующимъ  образомъ:  около  точки  О  (фиг.  7) 
описать  дв'Ь  окружности  радхусами  017=1  и  0^  =  р.  ЗагЬмъ  отложить 
при  О  ^,  2<р,  Зср,  4(р, . . .  и  соединить  точки  аа,  ЬЪ^  ее, ...  прямыми,  за- 
т^мъ  проводятъ  посл'Ьдовательно  имъ  параллельныя  прямыя  КЛ,  АВ,  ВС^ 
СВ, . . .  Црямыя  О  А,  ОВ,  ОСу  ОВ^ ....  очевидно  представятъ  геометри- 
чески степени  ^г,  ^е:^,  ^е?^  ^Е^^ ...  составнаго  количества  е.  Геометрическое 
м4сто  точекъ  К^  Л,  Д  С,  1),...  есть  логаривмическая  спираль. 


ГЛАВА  III. 

О    фуНКЦ1ЯХЪ. 

§  19.  Им*]^  весь  количественный  матер1алъ,  посмотримъ  как1я  дМ- 
СТВ1Я  совершаются  надъ  этимъ  матер1аломъ. 

Прежде  всего  опред^Ьлимъ,  что  такое  перемгьнное  количество? 

Перем^ннымъ  количествомъ  въ  алгебре  называютъ  такое  количество, 
которое  можетъ  получить  неопред']Ьленное  число  значенШ  въ  продолжен1И 
вычислен1й,  т.  е.  не  им'Ьетъ  опред'Ьленнаго  значешя. 

Количества  перем^Ьнныя  обозначаютъ  буквами  х^у^е...  и  ^,  т),  (, . . . 
Если  количество  въ  продолжен1и  вычислен1я  или  изслЪдовашя  им-Ьеть  опре- 
д'Ьленную  величину,  то  называется  постояннымь  и  обозначается  буквами 
а,  &,  с, . . ,  а,  Ъ,  VI-  Если  надъ  перем'^^ннымъ  количествомъ  или  надъ  пе- 
рем^^нными  совершаютъ  ал['ебраическ1я  д^^йств1я,  прямыя  или  обратныя, 
то  совокупность  этихъ  д'Ьйств1Ё  называется  функцкю  того  количества  надъ 
которымъ  совершено  дМствхе.    Наприм'Ьръ: 

х-^-а    ,    X — а    ,    а — х    ,     аа;     ,    —     ,    ад?"         — 


вс]^  эти  выражен1Я  суть  функцхи  количества  я:,  такъ  какъ  надъ  ними  со- 
вершены д'Ьйств1я:  къ  X  прибавлено  постоянное  количество  а,  изъ  него 
вычтено  а,  оно  вычтено  изъ  а,  х  помножено  на  а,  а  разд'Ьлено  на  х,  х 
возвышено  въ  п-ю  степень  и  умножено  на  а,  а  разд'Ьлено  на  :с"  и  т.  д. 

Амебраическою  функцгею  одного  или  н^сколькихъ  количествъ  назы- 
вается совокуплен1е  ихъ  черезъ  конечное  число  алгебраическихъ  дМств!!!, 
какъ  то:  сложешя,  вычитан1я,  умножен1я,  Д']^лен1я,  возвышешя  въ  степень, 
извлечен1я  корней  и  р'Ьшен1я  уравненхй.  Если  функщя  содержитъ  въсвб* 
только   первыя   пять  дМств1Й  —  она   называется  ^аамюнсмьною  функцгею; 
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еамыя  д'Ьйств1я  носятъ  пазвап1е  рпцюнал.ныхъ.  Если  же  въ  функц1юв  вхо- 
длтъ  два  остальныя  д*йств1'я,  т.  е.  извлечен1е  корней  и  р'Ьшен1*е  уравие- 
Б1Й,  то  въ  иервомъ  случаЬ  она  называется  ршЪкальною^  а  во  второмъ  — 
нррагфнальною;  самыя  д'Г,йств1я  носятъ  назван1е  рпдикальнызсъ  и  иррпцю' 
нальныхъ.  Если  фунмия  составлена  изъ  безкопечнаго  числа  рац10нальныхъ 
д*Ьйств1Й,  то  она  называется  шранстндентною.  Мы  будемъ  заниматься  толь- 
ко изсл'Ьдовантемъ  алгебраическихъ  функц1й.  Алгебраическ1я  функщи  бы- 
ваютъ  двухъ  родовъ:  юьлыя  и  дровныя.  Самый  простой  видъ  ц'клой  рац1о- 
нальной  алгебраической  функц1и  есть  сл^дующ1й: 

^о-г-"  +  ах .г""^  +  ^/2.^*'~^ -\- . , .  .-\-  Оп-гх -]- а" 

въ  которой  коэфиц1еиты  «о,  (Н,  ао.  . . . ,  «»»  суть  числа,  которыя  могутъ  быть 
Ц'Ьлыя,  дробныя  и  ирращопальныя  дЬйствительныя  или  мнимыя.  Если  ио- 
линомъ  расположенъ  но  убываю1цимъ  или  возрастающимъ  стененямъ  пе- 
рем'Ьннаго,  то  степень  п  нерваго  члена  есть  степень  самой  функц1и.  Урав- 
нен1е  называется  амщтпческнмъ,  если  оно  можетъ  быть  приведено  къ  ви- 
ду /'(х)  =  0,  гд'Ь  /*(а;)  есть  дЪлая  функщя  отъ  перем'Ьннаго  х. 

Дробною  рацьональною  функц1ей  называется  такая  функщя,  въ  кото- 
рой числитель  и  знаменатель  суть  ц'Ьлые  рацюнальные  полиномы  какой 
нибудь  степени.   НапримЬръ  функция: 

2 


х^ — а 
есть  дробная  рад10нальпая,  а: 


1  +  а;2 

есть  функд1я  дробная  радикальная. 

Для  обозначения  функции,  когда  не  показаны  явно  всЬ  Д'1'»йств1я  со- 
вершенныя  надъ  а-,  употребляются  символы: 

({х)    ,     Г(.г)     ,     ф)     ,     Па")    ,     Ф(ж)     ,     Ф(.т)  , . . . . 

гдЪ  буквы  /",  г,  ср, обозначаютъ  совокупность  д'Ьйств1й  совершенныхъ 

вадъ  X. 

§  20.  Если  надъ  функц1ей  совершается  снова  изв'Ьстный  рядъ  д'Ьй- 
СТВ1Й,  то  говорятъ:  функх(,1н  отъ  ((ууикцт  или  функцЫ  функцги  отъ  х  и 
обозначаютъ  символомъ  ФД.г),  т.  е.  надъ  х  совершенъ  рядъ  д'Ьйств1Й,  вы- 
рааюнный  символомъ  /*,  и  надъ  результатомъ  совершенъ  рядъ  д'Ьйств1Й, 
выраженный  символомъ  Ф.  Очевидно  что  означаетъ  символъ  2^{ФДх)}    и 

▲ДГЕВРАИЧ.    АНАЛИЗЪ.  5 
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Т.  Д.  Символы  2^,  /*, . . .  суть  символы  д^ьыственныг;  х,  у,  5,  а,  Ь,  с,  суть  сим- 
волы количественные^  которые  можно  также  разсматривать  какъ  действен- 
ные. Въ  выражеши  {(х),  (  есть  символъ  д'Ьйств1я,  а  х  есть  субъектъ  дМ- 
СТВ1Я.  Бели  на  количественный  символъ  х  или  а  мы  оудемъ  смотр1>ть,  какъ 
на  д'Ьйств1е  надъ  единицей,  то  х{\)  или  а(1)  будутъ  функц1И  огь  едини- 
цы, а  а?  и  а  обрао^аются  въ  символы  двойственные. 

Символы  количественные,  разсматриваемне,  какъ  действенные,  подле- 
жать тремъ  основнымъ  законамъ,  которые  выражаются  въ  сл'Ьдуюо^ей 
форм^: 

а:(1)+а(1)  =  (л;  +  а)(1) 

ж(1)а(1)  =  а(1)х(1)  =  д:.а(1) 

у(1)и(1)  +  а(1)}  =  у(1)х(1)  +  у(1)а(1)  =  у(л;+а)(1) 

я*(1).х"(1)  =  а:"-Ь".(1) 

Въ  этой  ф^руЬ  основные  законы  алгебры  разсматриваются,  какъ  принад- 
лежащ1е  не  количественнымъ  символамъ,  а  д'Ьйственнымъ. 

Смотря  по  характеру  и  роду  дМственныхъ  символовъ  /",  ^,  Ф, . .  , 
некоторые  подлежать  тремъ  основнымъ  законамъ  алгебры,  на  так1е  сим- 
волы распространяются  вс^  алгебраические  преобразован1я  количественныхъ 
символовъ,  вытекаюп(1я  изъ  трехъ  основныхъ  законовъ.  Таковы,  напри- 
м^ръ,  символы  днфферендирован1я,  или  производныхъ: 

так1е  символы  въ  преобразован1яхъ  нич^мъ  не  отличаются  огь  количе- 
ственныхъ, разница  только  въ  томъ,  что  въ  посл^Ьднихъ  субъектъ  дЪйстш'я 
есть  единица,  а  въ  первыхъ  функщя  оть  т,  у,  г, . . . . 

§  21.  Обратной  фунтгей^  какой  нибудь  данной  функщи,  называется 
такая,  которая  уннчтожаетъ  д'Ьйств1я  данной;  напри^Ьръ  символы  /"  и  <р 
будутъ  обратные,  если  мм'Ьемъ: 

/"у  (х)  =  X 
или: 

Если  вспомБнмъ  что  д?"^.1:"  =  1  или  ж~ЧжЧ1)=1»  то  по  аналопм,  раз- 
сматривая  х  н  лг^^  какъ  символы  действенные,  мы  можемъ  писать  обрат- 
ные функц1ональные  символы  въ  формЪ  (  и  [~^\  следовательно  (ж  /~'  суть 
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так1е  функщональные  символы,  которые  даютъ  /*~У(.г)  =  г  или  ([~\т)  =  х. 
Поэтому  если  мы  будемъ  имЬть  двЬ  фуикц1и,  обратныя  одпа  другой,  то 
всегда,  если  одну  изъ  нихт,  будомъ  обозначать  символомъ  [,  то  другую 
необходимо  должиы  обозначить  символомъ  /*~Ч 

Возьмемъ,  наирим'Г>ръ,  самую  простую  функщю  х^,  обратная  ей,  какъ 
изв'Ьстпо,  есть  V х  или  х^'^  и  мы  имЬемъ  (|/дг)^  =  .г'  или  V х'^=^х. 

Если  функц1Я прямая,  то  обратная  ей  будетъ    ,  .  т  '    совер- 

1         X  X  ~\~  1 

шивъ  надъ  этой  последней  д'}'>йств1*е,  означенное    въ  первой,    получимъ  х. 

Если  надъ  X  совершено  дЬйствхс,  выраженное  символомъ  ср,  надъ 
получеинымъ  результатомъ  соверпюно  опять  тоже  д1'>йств1е  ср,  т.  е.  (рср  (т), 
то  это  изображаютъ,  по  аналог1И  съ  хх  =  х'^,  черезь  (р-(д;);  если  надъ 
этимъ  ре:зультатомъ  совершено  еще  разъ  тоже  д'Ьнств1е,  то  это  изобра- 
жаютъ символомъ  ср^(.т)  и  т.  д. 

Бываютъ  функц1и  такого  рода,  что  по  совершеп1И  несколько  разъ 
одного  и  того  же  д'Ьйств1я,  мы  возвратимся  опять  къ  переменному  х. 
Наприм^ръ,  если: 

ср  {х)  =1  —  X 


то: 


Если: 


(р^(.г)  =  X 


^К^)  =  ^-'^-^ 


то: 


^^{х)  =  X 

и  т.  д. 

Если  функц1я  '^{х)  будетъ  такого  свойства,  что  ^\т)  =  т,  то  папи- 
савъ  ее  въ  формЬ  ср"~^'^(.г)  =  .?;,  мы  впдимъ,  что  ср-^  =  (р"-^,  т.  е.  въ  этомъ 
случае,,  обратная  функц1я  будетъ  та  функц1я,  кото1)ая  получается,  совер- 
шивъ  надъ  данною  фупк1иею  п — 1  д'1)йств1е  указанное  символомъ  ср. 

§  22.  Самая  простая  ц'11лая  рацтопальпая  фуикц1я  есть  ./",  изъ  кото- 
)юй  составляется  болЬе  общая,  цЬлая  ра1иопалы1ая  ([)упкд1я  вида: 

С1оХ''  -р  И\Х''-^  +  ^'2-^"~'  + -Ь  С1и~\Х  +  Пп  =  /'(х)  =  у 

эта  функц1я  для  каждаго  числоваго  зпачен1я  .г  даетъ  для  /'{./)  или  для  // 
только  одно  значен1е,  поэтому  она  называется  <|>унк1ией  о()ио.шачио1(. — 
Вообп^е  всЬ  функции,  которыя  для  каждаго  значен1я  перемЬнпаго  имЬютъ 
несколько  значен1*й,  какъ  мы  увидимъ  ниже,  называются  фуикц1ями  мно- 
юзначными. 
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Зд'Ьсь  представляется  два  вопроса:  одинъ  прямой,  а  другой  обрат- 
ный, именно: 

По  данной  числовой  величин*]^  о?,  найти  величину  фунвщи  ^(х)  иди 
.V?  Этотъ  вопросъ  р^^шен1я  весг»ма  легокъ  и  даетъ  всегда  одно  только  зпа- 
чешя  для  у. 

Второй  вопросъ — обратный,  по  данному  значешю  у  или  ^{х\  найти 
значен1е  для  гс?  Это  одинъ  изъ  самыхъ  трудныхъ  вопросовъ  алгебраиче- 
скаго  анализа  и  составляетъ  ту  его  часть,  которую  называютъ  р^ыиешемъ 
уравненгй  ваьзсъ  степеней. 

Всякая  функщя,  приравненная  нулю,  называется  уравнешеш^  Если 
функц1я  будетъ  такого  рода,  что  всЬ  части  ея  между  собою  сокращаются 
независимо  отъ  числоваго  значешя  х^  а  только  въ  силу  трехъ  основныхъ 
законовъ,  то  уравнеше  называется  тождествомъ^  наприм^^ръ: 

(х—4)  (д:+4)  —  (х^—1 6)  =  О 

Но  х^ — 16  =  0  будетъ  уравнеше,  такъ  какъ  оно  будетъ  только  равно  ну- 
лю, когда  х^^А  или  х  =  —  4,  другихъ  же  значешй  х  им']^ть,  въ  этомъ 
случа'Ь,  не  можетъ. 

Пр1емъ  съ  помощью  котораго  находятъ  ту  величину,  которая  обра- 
щаетъ  данную  функц1Ю  въ  нуль,  называется  рп>шен1емъ  уравненгя. 

Самая  общая  форма  алгебраическаго  уравнен1Я  есть: 

^(х)  =  аох"  +  йцл:""^  +  е^х^^  -|- Ч"  «п-хж  +  Ол  =  О 

гд'Ь  ао,  а1,  аг, ...  суть  изв'Ьстныя  количества  изъ  всего  алгебраическаго 
матерхала. 

Р'Ьшить  это  уравнен1е  значить  найти  такое  выражен1е  или  же  такую 
алгебраическую  комбинащю,  составленную  изъ  а^,  а^  Ог, ...,  которая  бы, 
будучи  подставлена  вм'Ьсто  х,  обращала  ^{х)  въ  тождество.  Зд'бсь  надобно 
различать  два  случая:  первый  когда  ао,  а^...  суть  буквенныя  количества, 
а  второй,  когда  ао,  а^  о^,...  суть  числа,  какого  угодно  рода.  Въпервомъ 
случать,  требуется  найти  алгебраическую  комбинац1ю  изъ  количествъ  оо, 
01,  Оз, ...,  которая  бы,  будучи  подставлена  въ  /"(я;),  обратила  ее  въ  нуль, 
а  во  второмъ  случа'Ь  требуется  найти  такое  число  для  гг,  которое  бы  обра- 
тило {(х)  вънуль.  Такая  алгебраическая  комбииащя  изъ  00,01,03,...,  или 
чги:.ю,  называется  корнемъ  уравненхя  /*(я;)  =  0. 

При  буквенномъ  значен1и  оо,  01 , . . .  можно  найти  для  х  алгебраиче- 
скую комбинащю  только  въ  томъ  случа^Ь,  когда  степень  фунвщи  ^(х)  не 
выше  четырехъ;  для  уравнешя  же  высшихъ  степеней  такой  алгебраической 
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комбииац1и,  какъ  будетъ  показано  ниже,  не  существуетъ,  нолагая,  что 
Е0мбинац1л  должна  быть  составлена  только  изъ  всЬхъ  прямыхъ  и  обрат- 
ныхъ  алгебраическихъ  д.Ысттй. 

Для  уравнен1я  первой  степени:  * 

/'(х)  =  а^уX  -|-  а^  =  О 
комбннац]я  есть: 

«о 
Если  мы  положимъ: 

то: 

следовательно  обратная  функц1я  функц1и  /'(.т),  въ  этомъ  случае  будетъ: 

т.  е.  [/'~\х)  =  х   или  (-^1\х)  =  х. 
Для  уравнен1я  второй  степени: 

Д  .г)  =  аоЛ'^  +  «1  ^  +  «2  =  ^ 
такал  комби  нац1я  есть: 

Если  положимъ: 

({т)  =  а^хг  +  «I  л*  +  (Ц  =  у 

то  обратная  функфя  функщи  /(х),  въ  этомъ  случае,  будетъ: 

точно  также  можно  найти  комбинац1и   для  уравнен1й  3-й  и  4-й  степеней. 

Следовательно  рЬшить  уравнен1е  значитъ,  вмЬстЬ  съ  тЬмъ,  и  найти 
обратную  функц1ю  данной. 

Пусть,  напримЬръ,  данное  уравпете  будетъ: 

1Ъ)  =  О 
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если  положить  ({х)=^у  и  решить  уравнеше  ({х)  —  у  =  0,    то  положивъ, 
что  р^Ьшен1е  его  есть: 

X  =  (р(у) 

^иы  будеиъ  им'Ьть: 

(-\х)  =  ^  (х) 

Такъ  какъ  для  уравнен1я  первой  степени  существуетъ  только  одно  р-Ьше- 
ше,  то  для  функщи: 

/{х)  =  аоз?  +  а!  =  у 
есть  только  одна  обратная,  какъ  мм  выше  вид1^ли,  именно: 


ГКх)  = 


X  —  а\ 


Для  уравнен1я  второй  степени   существуетъ  два  р'Ьшен1я,   а  потому 
функщя: 

((х)  =  а^х^  +  ахх  +  аг  =  у 

им'Ьетъ  дв'Ь  обратныя,  именно: 

^    ^^^~  2ао 

и 


^-1(д.)  =  —а1  —  Уа\  —  ^ао{а2—х) 

2ло 

Уравнон1е  третьей  степени  им'Ьетъ  три  р1>шен1я,  а  потому  функц1я: 

/(х)  =  аоХ^  +  ^1^^  +  ааЖ  +  аз  =  у 

им'Ьетъ  три  обратныя. 

Уравнен1е  четвертой  степени  им'Ьетъ  четыре  р'Ьшен1я,  а  следова- 
тельно функц1я  четвертой  степени: 

/"(ж)  =  аоЖ*  -|-  а^х^  +  ^2^^^  +  а^х  -\'а^  =  у 

им'Ьетъ  ^{[я  обратныя  и  т.  д. 

Если  коэфищенты  Оо,  ах,  а21-«*  ^уть  числа,  то  всегда  можно  найти 
столько  чиселъ,  удовлетворяющихъ  уравнвн1Ю  /'(х)  =  О,  сколько  въ  показа- 
теле функщи  находится  единицъ;  следовательно  /{х)  им^еть  и  стол1»ко  же 
обратныхъ  функщи.  Для  уравненШ  пятой  степени  и  высшихъ  степеней 
ретъ  такой  алгебраической  комбииац1и,  составленной  изъ  коэфищентовъ 
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уранненш,  которая -бы  была  обратной  (|)упкц1и  Д.г);  но  если  коэфиц1епти 
суть  числа,  то  всегда  возможно  найти  так1я  числа,  которыя  удовлетворятъ 
уравпеа1Ю  какой  бы  то  пи  было  степени.  Что  же  касается  до  обратной 
<[>ункц1и  вообще,  то  ее  всегда  возможно  п|)едставить  символомъ  и  изсл'Ь- 
довать  ея  свойства. 

Такъ  если  мы  будемъ  им'Ьть  уравнение  впда: 

то  р'Ьшен1е  этого  уравнеи1я  можно  представить  въ  вид'1'>  символа,  какъ  мы 
уже  условились  выше: 

^  =  ГЛу) 

и  мы  увидимъ  ниже,  что  функ1ия  1~\у)  имЬетъ  столько  зиачен1й,  сколько 
въ  показатель  уравнен!)!  единицъ;  въ  настояп1,емъ  случаЬ  она  им-Ьетъ  п 
значен!  й. 

§  23.  Таково  нроисхожден1е  алг^ебраическихъ  функц1й,  за  ними  слЬ- 
дуютъ  функ1ии  шраисненОентныя,  какъ  прямыя  такъ  и  обратпыя,  онЬ 
им'Ьюгь  болыпую  апалог1ю  съ  ал1^ебраическими. 

Прямыя  трансцендентныя  <|)ункц1и  суть  полиномы  безхшнечно-большой 
стенени  или  нроизведен1я  изь  безконечна1'о  числа  лииейныхъ  множителей. 
Иодъ  первой  формой  онЬ  известны  подъ  именемъ  ве.тонечныхь  ряОовь,  а 
подъ  второй  формой  онк  известны  подъ  именемъ  оезконечныхь  произвадснш. 
Такавы:  81п,  со8  и  т.  д. 


ГЛАВА    IV. 
Свойства  ц%лой  рац10нальной  функц1и. 

§  24.  Займемся  теперь  цЬлой  рац1ональ!10Й  функц1ей: 

если  дадимъ  произвольное  приращеп1е  Н  переменному  .г,  то  функ1;1я  сдЬ- 
лается: 

разложимъ    каждый   ся    членъ    по  формуле    бинома  Ньютона   и   отберемъ 
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члены  независящ1е  отъ  А,  им'Ью1Ц1е  Н  въ  первой  степени,   им'Ьющ1е  Ь  во 
второй  степени  и  т.  д.,  то  найдеиъ: 

+      -г^      {п(п—1К1"~*+(»— !)(»»-  2)а,а:"-»+ . . .  +1.2.о„_2} 

1  •  « 

(2) 
+     ууз      {»(п— 1Хи— 2)ооа^-Ж»»-1Х«-2)(и-3)а,а?^+...+ 

+  1.2.3.ап-з} 


+ ■ 

+ 

+  Го  ^"/ ^Гл  Мп— 1)(и— 2)...3.2.1.аол;  +  (и— 1Хп— 2)....2.1.о,} 

1.2.0  \П — 1^  * 


+  — — п.(п— 1)(п— 2)  (п— 3) 3.2.1. «о 

1.2.3  . . . . м 


Означимъ  коэфищенты  при 

Л»  Л'  К* 


Л     , 


1  • 


•   .  • 


1.2     '      1.2.3      '      1.2.3.4 
символами: 

П^)    ,    Г(х)    ,    Г'(^)    ,    Г(х)    ,    тх) 

то  рядъ  (2)  сделается: 

Пх+ъ)=т+тх)+^Г(х)+  ~  гхх)+ ..+ 

к* 

Ч /^"Чл:) 


(3) 


Если  внимательно  размотр'Ьть  какимъ  образомъ  /"'(х)  получилась  изъ  /(х), 
то  зам'Ьтимъ  сл'Ьдующее:  каждый  изъ  членовъ  Дх)  помноженъ  на  степень 
л;,  въ  которой  входить  х  въ  этомъ  член^^,  а  показатель  х  уменьшенъ  на 
единицу,  именно: 

Дт)  =  па^^'  +  (л— 1)а,а:"-2  +  (п— 2)а2:г--8  + +  Он-!         (4) 
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посл'Ьдн1Й  членъ  Пп  выброшепъ.  Функщя  (\х)  произошла  изъ  [\х)  точно 
такимъ  же  образомъ,  как!.  (\х)  произошла  изъ  ({х),  именно: 

Функд1я  Г'\х)  произошла  изъ  {"{х)  точно  такъ,  какъ  {^(х)  изъ  ^\х)  и  т.  д. 

Эти  функции  играют7>  весьма  важную  роль  въ  анализЬ  и  называются 
производными  функшями  фупк1ии  Д./;)  перваго  порядка,  впюрою  порядка, 
третьяго  порядка  и  т.  д.  Следовательно  производная  перваго  порядка  отъ 
функщи  /"(х)  есть  коэфи1иентъ  у  прираш;ен1я  //  въ  первой  степени  въ  раз- 
ложеши  функц1И  по  возрастающимъ  степенямъ  А. 

Пояснимъ  сказанное  на  нЪсколькихъ  примкрахъ. 

11римп»ръ  1. 

/•(.г)  =  Ьх^  +  1х'^—2х  +  4 

(\х)=  \Ьх^-\-\Ах  —  2 
/"'(г)^  30л; +  14 
/""(г)  =  30 
Примщуь  2> 

/{х)  =  х''  ,  {\х)  =  пх'^-^  ,  П.г)  =  п(>^— 1).г"-2  ,  Г{^)  =  }1Ы—1){п—2)х''-\ 

,  {^"'\х)  =  п{71—1)(п—2)..(п—ш-\'1)''-"^, 

,Р%г)  =  п(п—1Хп—2)....3.2Л,Р"-^^\х)  =  0 

Если   м  =  1,    то   /^(х)  =  г'  =  1. 

11римп»рь  3. 

Производная  отъ  х  очевидно  равна  1.  Производная  постояннаго  Л  равна 
нулю.  Въ  самомъ  д'Ьл'1'>,  А  можно  написать  въ  формЬ  Ах^,  следовательно 
его  производная  будетъ:  О.Л.г"~^  =  0. 

§  25.  Если  данная  функщя  будетъ  произведение  двухъ  цЬлыхъ  ра- 
щональныхъ  функщй: 

/'Сг)  =  (р(г).ф(т) 

то  ея  производная  получится  слЬдуюп^имъ  образомъ.  Такъ  какъ  первая 
производная  есть  коэфиц1ентъ  у  к  въ  разложеи1и  /\х  +  Л),  то  сл1'>дуетъ 
только  отыскать  этотъ  коэфищентъ  въ  произведен1и  <р(т).ф(д:)  и  посмо- 
тр1^ть  законъ  его  образованхя. 

АДГБВРАИЧ.   АЯАЛИЗЪ.  6 
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Дадимъ  приращенхе  Л  переменному  х,  то  будемъ  им^^ть: 

Но  такъ  какъ  (({х)  и  ^(х)  суть  ц^^лыя  рац10нальныя  функц1Н,  то  мы  будемъ 
им']Ьть   какъ  выше: 

*(^+Л)  =  *(^)  +  Ых)  +  -^  <9\х)  + . . . . 


•  •  •  • 


Перемножая  и  отбирая  члены   неаависящ1е  отъ  к,   содержащ1е  к  въ  пер- 
вой степени,  во  второй  и  т.  д.,  найдемъ: 

Г(^+к)  =  ^(хЖх)  +  к[^{хтх)  +  Мх)^Хх)]+  ^^^ }  +  .... 

Сл1»довательно,  по  нашему  опред'Ьлен1Ю,  производная  отъ  ^{х).^х)  будетъ: 

ГЫ  =  ^(хЖх)  +  ^х)^('{х)  (5) 

Изъ  этого  выражен1я  видимъ,  что  производная  отъ  пронзведен1л  двухъ 
функц1Й  равна:  проазведенгю  одною  из7>  множипы'лей  на  производную  другого 
сложенному  сь  произведенгемь  друюю  множителя  на  производную  перваго. 

Пояснимъ  это  на  прим^рахъ: 

Прим^ьръ  1. 

Яд:)  =  (д?2+2)(а:»— дг2— 1) 

/Хх)  =  (хЦ'2)  (За;2— 2д:)  +  {х^—х^—1).  2х 

Примгьръ  2. 

({х)  =  х^  =  хЧ^ 

(\х)  =  ^х^.х^  -\-2х.х^  =  5х* 
Легко  вид']^ть,  что  если: 

то: 

Г(х)  =  ^р{x) .  ^(х) .  Ф(х)  +  ^(х) .  Пх) .  Ф{х)  +  ^{х) .  ^х) .  Ф{х) 

и  т.  д. 

§  26.  Если  функщя  будетъ   частное  двухъ  цЬлыхъ   рац1ональныхъ 
функщй: 
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ТО  производвая  фупкц1л  найдется  сл'Ьдующнмъ  образомъ.  Изъ  выражен1'я 
(4)  мы  им'Ьемъ: 

откуда  по  (5): 

подставляя  въ  это  уравпепхе  вмЬсто  ^(х)  его  значехие  нзъ  (6)  и  определяя 
оттуда  Дл;),  пайдемъ: 

т.  е.  производная  частпаго  двухъ  (|)ункц1й  равна:  прогиш'детю  щюимодной 
числителя  па  знаменатель  безь  произвсдешя  производной  знаменателя  па 
числитель  и  все  О)ьленное  на  знаменатель  въ  квадрат)ъ, 

Пояспимъ  это  правило  на  нримЬрахъ: 
Примтръ  1. 

их)  =    о  ,  -    ,  , 

_    2х(х^-^х+\)  —  {х'^—\)  (аг2+1)_ 
^^""^  '1х^+х+\У' 

Примтьръ  2, 

/•(.г)  =  Х-"  =  ^„ 

X 

((^)  = ^2п =  --^:;ггг  =  -^'-^      * 

Сл-Ьдовательно  правило   для  11ро11;шодиой    при    п   ноложительномъ  имЬетъ 
м'Ьсто  и  при  п  отрицательпомъ. 

Если: 

1 


/•(^^  =  . 


то  очевидно: 


Прим1ьръ  3, 

1  —  X 

то: 

(1— .г-)-[-2.г'^  1  +  .^- 


•  •  • 


Пт)  = 


(1  — '-г^г  {\—х-У' 
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§  27.  Если  надъ  перс^ннымъ  х  совершено  дЪйств1е  ^{х)  и  за1^нъ 

надъ  этимъ  результатомъ  совершено  еще  д*йств1е  Р\^{оо)]у  то  такое  д-Ьй- 
ств1е  называется  функцией  функцги,  такихъ  посл'Ьдовательныхъ  дЪйств1й 
можетъ  быть  несколько.  Наприн'Ьръ,  выражен1е  {х^  -Ь  ^  )^  ^^"^  функцхя 
функц1н:  сначала  совершено  д*йств1е  ср(д:)  =  а;*  + 1  и  надъ  этимъ  но- 
сл^Ьднииъ  совершено  еще  д']^йств1е  возвышен1Я  въ  третью  степень.  Еакъ  же 
найти  производную  такой  функцхи? 

Пусть: 

дадинъ  а; -су  приращеше  Ь,  то  набдемъ: 

/•(х+А)  =  !'{ <р(а;+А) } 
но: 


<р(«+ А)  =  <р(ж)  4-  Ц\х)  +  —  ч'{х)  + 


•    .  •    . 


•    ■   •   • 


или  если  означимъ: 

то  найдемъ: 

ГОС+А)  =  ^'  {<?(«)  +  *}  =  Ку+*) 

Разлагая  по  степенямъ  приращен1я  к  фунвщю  1'{у-\-к),  найдемъ: 

Г{х+Ь)  =  Р(у)  +  кГ(ц)  +  ^  Г  {у)  + 


•   •  • 


подставляя  въ  это  уравнен1е  в1г]Ьсто  к  его  величину,  найдемъ: 

.      Г{х'{-Ю=Р(у)  +  ЬГ{},)^{х)  +  ^[ } 

Следовательно  производная  функцш  ({х)  будетъ: 

Пх)  =  Р\уУ^\х)  =  Г{^({х)).^Ы 

т.  е.  берется  производная  отъ  функцш  2^{<р(а;)},  принимая  ср(я;)  за  пере- 
м'Ьнное,  и  полученную,  такимъ  образомъ,  производную  помножаютъ  на 
производную  ^Хх)  функцш  (р(х). 


ГЛАВА   IV. — СВОЙСТВА    ЦЪЛОЙ    РАЦЮНАЛЬНОЙ   ФУНКЦШ.  45 

Пояснимъ  это  правило  на  н'Ьсколькихъ  прим-Ьрахъ: 
Примгьръ  1. 

ах)  =  {х^  +  1У 


зд-Ьсь 


сл-Ьдовательно: 


откуда: 


Ср(д;)  =  а;2-1-1=у       ^       у  (^у)  =  уХ 


(\х)  =  Зу\2х  =  6  (ж2+1)2.а; 


Примгьръ  2, 


п  »" 


/•(д;)  ==  Ух*''  =  Ж" 


гд-Ь  ш  и  п  ц'Ьлыя  числа.  Возвышая  въ  п  степень  обЬ  части  предъидущаго 
уравнен1я,  найдемъ: 

возьиемъ   производную  обЬихъ  частей,   разсматривая    первую  часть,    какъ 
функщю  функции,  то  найдемъ: 


м{/'(ж)}**    У'(^)=  7ПХ 


т-1 


откуда,  подставляя  вм-Ьсто  /(х)  его  значенхе,  найдемъ: 


откуда  легко  получить: 


—  —1 


Сл^Ьдовательно  правило  при  отыскан1И  производной  .г",  когда  м  есть  число 
д-блое  прилагается  и  къ  дробному  показателю. 

Примпьръ  3. 

/^(х)=Ух  =х'^ 


Примп»ръ  4. 


^'(^)  =  Т--^=2?Г 
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Легко  видеть,  что  если: 

то: 

ГХх)  =  ^\х)  =^  ф'(^) 

§  28.  Выше  нашли,  что: 

Г(х-\-н) = Г(х) + ЫХх) + ^  Г'(х)  4- +  ,--„-1^  /"-(х) 

откуда: 

Если  теперь  будемъ  приращен1е  Н  уменьшать  неопред'Ьленно,  то  числи- 
тель и  знаменатель  первой  части  будутъ  приближаться  къ  нулю,  а  вторая 
часть  будетъ  приближаться  къ  конечной  и  опред'Ьленной  функщи,  именно 
производной  {Хх).  Если  наконецъ  Л  сд'Ьлается  равнымъ  нулю,  то  будемъ 
имЪть: 


Изъ  этого  видимъ,  что  производная  функцгя  {\х)  есть  предгьлъ  отноше^ 
тя  прирагценгя  функцги  къ  приращенгю  перемп>ннаю^  когда  приращенге 
этою  посмьдняго  стремится  къ  нулю. 

Прим^ьръ  1.  Пусть  Яж)  =  а;",  требуется  отыскать  производную  /"(д?)? 

По  предъидущему  мы  им^Ьемъ: 

»,.(<'^+»';-5"-).^.=№)=(х")' 

но: 

дЪлая  %  =  0,  найдемъ: 

пр.  I  -^^ — ' — 1      =  11а;"  *  =  Г\х) 

какъ  и  выше. 

Примгьрь  2.   Пусть   {(х)=^У1о^   найти  /"(^)? 
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Мы  им'Ьемъ: 

умножая  числителя  и  знаменателя  предъидущей  дроби  на  ]/ х^к  -\-  \^  т  , 
найдемъ: 

\  к{У:с+к  +  »/.г  )  Л   о  \  |/гг+Л   +  Ух   /л.о 

или: 

2Ух 
какъ  было  найдено  и  выше. 

Разность  между  двумя  послЬдовательными  :шачен1ями  фупкщи  /"(.г) 
означаютъ  чрезъ  Л /'(л;),  а  ра^зность  Н  между  двумя  последовательными 
зпачен1ями  перемЬннаго  х  озиачаютъ  чрезъ  Д.г,  поэтому  пишуть: 

И  въ  пред'Ьл'Г.,  когда  Л.^  =  0,   ДД.г)  и  Л.г  означаютъ  чрезъ  0/*{х)   и  Ох, 
поэтому  пишуть: 

от 


дх 


=  Пх) 


Сл-Ьдовательно  символъ   — -  выражаетъ  взят1е  производной  функц1и  по  пе- 

()Х 

ременному  X,    НапримЬръ: 

дх  ■"  ''^'  '       Ох    ~  21'лГ       '      "   Ох  х^  '"' 

Если  данная  функц1я  будетъ  отъ  двухъ  и  болЪе  нерем-Ьнныхъ,    то  можно 
брать  производную  но  каждому  изь  нихъ,  такъ  напримЬръ: 

0/'{х,  у)  ^^/й',  у) 

дх         '  Оу 

суть  производпыя  по  X  и  по  у  отъ  функц1И  ({х,]!). 
Иримгьръ,  Пусть: 

о  о 

^/         ч         ^^  —  у 
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производныя  будутъ: 

дх  (х+у)^  '        ду  (х-\-уУ 

ДЪйств1е  выраженное  символ оиъ  —  называется  дифференцировангемъ  функ- 

цгй^  это  д'Ьйствхе  прямое,  обратное  же,  когда  но  данно  производной  тре- 
буется найти  начальную  функфю  называется  интеьрировангемьу  оно  обозна- 

чается  символомъ  3—  или  символомъ  ./* ,  сл-Ьдовательно  будемъ  нм-Ьты 

ох 

д-\^-,_  ж-^'      д:^  _1__о1/- 

д        д~^ 
Такъ  вакъ  дМств1Я  т-  и  -г—  суть  обратныя   одно  другому,   то  вообще 

ИМ^овМЪ* 

Зам'Ьтимъ,  что  прямое  дМств1е,  т.  е.  дифференцированхе  всегда  возможно, 
а  обратное,  т.  е.  интегрирован1е  возможно  только  въ  р^^дкихъ  случаяхъ, 
такъ  наприм'Ьръ  Д'Ьйствхе: 

дх  \  X  I 
невозможно.  —  Если  будемъ  им'Ьть: 

^^Оу)    »    а    у=^{х) 
т.  е. 

е  =  ({^{х)) 

то  производная  отъ  е  по  х  выразится  символомъ: 

д^ д^^ду 

дх     ду  дх 

гдЬ  ^   есть  производная  отъ  /*(у)  по  у,   а  ^    есть    производная    отъ 
оу  ох 

функцш  (р(х)  по  X. 

ЗвмЬтшъ  еще,  что  если  {{хх^х^.х^^.,.)  есть  функщя  отъ  л^1,Ж8,а^,..., 
то  символъ: 


дхх       дх2       дх^ 
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будетъ  вырсожать  л'1,йсти1'е: 

Т.  о.  сумму  произиодиихъ  ио  иеромЬниымъ  .г,,  .г-з,  .Гд, Если  нроиавод- 

ныя  бс'рутся  110(М111довательно,  то  оиЬ  обонничаютсл  симколами: 


Иримтръ.  Если  /"(.г)  =-.(",  то: 

/=„.,•—'     .      7..  =  "<"—^  >•'-""■     .     '(  =  »(«— л  (и— •^).«"^... 
ох  ох-  >)х^ 

Вел11д<'тв!е  такого  ооо;1нач«'1ил  мы  оудемь  писать: 

Символъ  показы наоть,    что  надо(жо  вклт!.  И1Юи:(волную  отъ  [{г, у), 

сначала  по  г,  а  :1ат1'.мъ  по  у. 

Ирпмгьръ: 

({т,  у)  =  .•!./••'  —  '2хЬГ-  +  -г  —  (/=' 

Пзъ  иосл'1)Днлго  выра/кеи1я  видимъ,  что  пропмиодпая  иалтял  сначала  по 
одному  нером'Ьнпому,  а  :заг1)Мь  но  другому,  даетъ  реаультатъ  одинь  и 
тотъ-же,  съ  какого-бы  иеремЬнпаго  не  начали.  Лагранжъ  ( Ьа^гап^о ) 
обозиачилъ  производную  функш'ю  функ1ии  {{х)  символомъ  /"'(х);  Коши 
(СаисЬу)  обозиачилъ  ее  символом7>  7)х/(.^),  гд'Ь  внизу  поставленное  х  но- 
казываетъ  но  какому  неремЬнному  взята  производная,  такъ  какъ  въ  со- 
ставъ  функц1и  могутъ  входить  и  друг1я  иерем'1.ипыя.  Г)уква  7)  наиоми- 
наотъ  французское  слово  (1п'1гг( — прогиводнан.    .Тейбницъ  для  обозначенгя 

производной  ввелъ  символъ        ,  вои1еднп*й  во  всеоби;ее  употреблен1(\ 


АЛГКБРАИЧ.    кМкЛИ'ЛЪ. 
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§  29.  Мы  вид'Ьли  выше,  что  составное  количестпо: 

г  =  х-]-  уг 

или: 

^е?  =  р  (со8  (р  +  г  81П  (р) 

гд'Ь  ж  =  рсо8(р,  у  =  р81П(р,  представляетъ  точку  на  плоскости,  если  х  }л.  у 
будемъ  принимать  »а  общину  и  ординату.  Если  х  VI  у  ъъ  выражен1И 
^=:^х-\-уг  свяжемъ  какимъ  нибудь  уравнен1емъ  2^(.т,у)  =  0,  то  изменяя 
хну  такъ,  чтобы  эти  перемЬнныл  удовлетворяли  уравнен1ю  Р{х^у)  =  0 
и  относя  ихъ  къ  координатпымъ  осямъ,  мы  заставимъ  ^  двигаться  или 
скользить  по  кривой  Р{х^у)  =  0 .  Такъ,  если  мы  положимъ  у  =  х,  то 
0  =  х-{'уг  будетъ  скользить  по  прямой,  равнодЬлящей  уголъ  между  коор- 
динатными осями;  или,  если  въ  выражен1И  хг  =  р(со8<р -[- г81п<р)  будемъ 
изм'Ьнять  уголь  ср,  а  р  оставимъ  постояннымъ,  то  0  будетъ  скользить  по 
окружности  круга,  коего  центръ  находится  въ  начале  координатъ,  а  ра- 
Д1усъ  равенъ  р.  Если  положимъ  у^  =  2рх,  то  ^г  будетъ  скользить  по  па- 
рабол1\.  И  вообще  устанавливая  изв'Ьстпую  зависимость  между  х  л  у  шл 
можемъ  заставить  перем']^нное  е  скользить  по  какой  угодно  кривой  лин1и. 

§  30.  Мы  выше  вид'Ьли,  что  как1я-бы  алгебраическ1я  д'Ьйствхя  не 
совершали  надъ  составнымъ  количествомъ  з  =  х  -{-  у?*,  результатъ  всегда 
будетъ  также  составное  количество,  поэтому  цФэлая  рац1ональная,  или  во- 
обще алгебраическая  функщя  отъ  8  будетъ  им'Ьть  форму  составного  ко- 
личества: 

ГД'Ь  X  и  У  суть  функд1и  отъ  X  к  у: 

Х=(р(д;,у)    ,     Г=Ф(.'г,у) 
Примгьръ.  Пусть  наприм'Ьръ: 

то  будемъ  им-бть: 

^2  5=  ^2  —  у^-т  2^^ 
следовательно: 

Х  =  л:2  — у2  У=2ху 

Символомъ  М.({г)  мы  будемъ  обозначать  модуль  функщи  {{г),  т.  е.  ко- 
личество: 
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Если  теперь  услопимсл  X  и  У  принимать  уа  координаты  точки  па 
плоскости,  отнесенной  къ  другимъ  координатнымъ  ослмъ,  то  функц1л  /'(^) 
будетъ  также  скользить  по  кривой,  которой  форма  и  характеръ  будутъ  за- 
висить  отъ  кривой,  но  которой  скольуитъ  А.  Гауссъ  назвалъ  вторую  кри- 
вую об1шжць  первой. 

11р1ШЩ)ь.   Пусть: 

/•( .)  =  2^  =  х2  —  7/2  +  2^///  =Х+У1 

Гюаьмемъ  двЬ  системы  координатпыхъ  осей:  X,   У  и  х,  //,  и  отнесемъ  по- 
ложен1е  2  къ  системЬ  ('|>иг.  8),  а  положеп1е  /'(-г')  къ  системЬ  (фиг.  \)). 

Фпг.  Ь. 


7П 


..   Иоложимъ,  что  ;:  сколы^итъ  по  оси  х,  следовательно  уравне1ие  этой 
кривой  будетъ  у  =  0,  Но: 

X  = ./;-  —  у^     ,     У  =  ±С1/ 

иолагал  въ  этихъ  выраженшхъ  ?/-=(),  найдемъ: 

Х  =  и.'-      ,      У=0 

откуда  видимъ,  что  К1)ивал  по  которой  сколь:штъ  /^(.г),  когда  х?  скользитъ 
по  оси  X,  буд(>ть  только  положительнал  часть  оси  X,  въ  другой  системЬ 
координатъ  (<|шг.  9).  Иоложимъ,  что  ^-  скольиитъ  по  кругу,  коего  рад1усъ 
есть  р,  такъ  какъ  х^=рсо^^^,   ^  =  рй1и(р,    то  найдемъ,  что: 

Х  =  Т^  —  ?/-  =  р  "(СОУ*-^  (р  —  81П*^  (р)  =  р -со^^  2(р       ,       У==  р^т\  2'^ 


откуда  найдемъ: 


Х'^-\-  Г-^  =  р* 


сл11Довательно  функц1л  ДлГ)  будетъ  скользить  по  К1>у1у,  коего  рад1усъ  есть 
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р^.  Но  зам-Ьчательно  въ  этомъ  то,  что  если  л  опишетъ  полуокружность  Ьсд, 
изъ  точки  Ъ  пр1Йдетъ  въ  точку  й,  то  /*(;?)  опишетъ  всю  окружнесть  ВСВЕВ. 

V  Пусть  еще  г  опишетъ  прямую  пт,   параллельную  оси  х.    Следова- 
тельно у  =  а,  откуда: 

Х  =  х^  —  а^    ,     Г=2ах 

исключая  X,  найденъ: 

а  это  есть  уравненхе  параболы  в2ГйГ,  которая  встр-Ьчаетъ  ось  Т  въ  точ- 
кахъ  Г==^:2а^  а  пересЬкаетъ  ось  X  въ  точк*  Х  =  —  а^.  Если  и  опи- 
шетъ прямую  т'п\  параллельную  оси  у,  то  парабола  будетъ  О^Р'Н' 
(фиг.  9). 

V   Возьмемъ  еще  примЪръ.  Пусть: 

т = У7 

Подставляя  вм-Ьсто  л  выражеше  р(со8<р4-181п?р),  найдемъ: 


следовательно: 


Н^)  =  Р^[  С08  ^-  +  г  81П  ^ -^ 


X  =  р5  С08  ^         ,         г  =  р»  81П    ^ 


Изъ  этихъ  выражен1Й  видимъ,  что  если  ^г  опишетъ  полуокружность  Ъсс!^ 
то  /(^з)  опишетъ  четверть  окружности  ВС  и  придетъ  въ  точку  С,  когда  ^ 
по  дуг*  Ьсй,  придетъ  въ  точку  й  (фиг.  8).  Если  л  опишетъ  полуокружность 
Ь#й  и  придетъ  въ  ту  же  точку  й,  то  /'{г)  прхйдетъ  въ  точку  Е.  Изъ  этого 
заключаемъ,  что  въ  то  время,  когда  а  приходитъ  въ  точку  Л  различными 
путями,  по  дуг-Ь  ЪсЛ  и  по  дугЬ  Ьсй,  функцхя  Д^г)  приходитъ  въ  различный 
точки  плоскости  с  и  Е.  Когда  л  возвратится  въ  точку  исхода  Ь,  то  /*(;?) 
пр1йдетъ  въ  точку  В  различными  путями:  по  дуг*  СВ  и  по  дуг*  ЕВ 
(фиг.  9). 

Изъ  этого  примера  видимъ,  что  положен1е  точки  представляемой  /'(л) 
зависитъ  отъ  дуги  описанной  ;?,  при  переход*  отъ  одной  точки  въ  другую. 
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ГЛАВА    V. 
Разложен1е  ц^лой  ра^ональной  функц1и    на  линейные  множители. 
§  31.  Покажемъ  теперь,  что  для  цЬлой  рад1'о11альной  функции: 

гдЬ  а^^,  «1,  б(.>,....,  (1^1  суть  колнчестна  дЬйетвнтельныл  или  составныл, 
существуетъ  всегда  такое  количество  действительное  или  составное,  кото- 
рое будучи  подставлено  въ  (1)  обращаетъ  эту  фуикгию  въ  нуль.  Такое 
количество  называете»  корнгмъ  урпвнсн'т  п-й  степени: 

(/о-г"  +  «1 .3^"-^  +  ^ь-^"   '+ -\-апл2-\-а1  =  ()  (2) 

Для  доказательства  этого  важнаго  нредложен1л  мы  предпон1лемъ  ему  сл'Ь- 
дующее: 

§  32.  Предложен} с.  Если  д1'»лая  рац10нальная  (|>ункц1я  ({г)  отъ  2 
обращается  въ  нуль,  при  2  =  0,  то  всегда  можно  найти  такое  положи- 
тельное число  г,  что  для  всЪхъ  зпачен1Й  2,  коихъ  модуль  будетъ  заклю- 
чатся между  О  и  г,  модуль  /'(^)  будетъ  менын(»,  произвольно  даннаго 
числа  Я. 

Локаштсльство.   Пусть  данная  <()ункц1я  будетъ: 

которая,  очевидно,    при  ^  =  0  обращается    въ  нуль.    »3ам1тимъ  здЬсь,  что 
некоторые  и:^ъ  коэфифоптовь:  а^^  пх,  ^/о,,...  могутъ  быть  равны  нулю. 
Пусть   р   будетъ    модуль    количества    2\  а„,  а,,  а.^,  ...,  а„_1  модули 

количествъ:  б/о,  ^<|,  ^2»  •  •  •  ^  (^и- л- 

Такъ  какъ  модуль  суммы  меньпге  суммы  модулей  слагаемыхъ  (>^  17), 
то  будемъ  имЪть: 

Если  изъ  модулей  а^,,  «1,  а.>,  ..,,  а^  1  выберемъ  наибольппй  и  на:зовемъ 
его  чрезъ  а,  то  тЬмъ  бол'1'.е: 

^  Ж/'Ы<а(р"  +  р"-'  +  р'--+   ....   +  рз  -1- р)  ===  а  ^"-"_^  ^- 

или: 


1 
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Если  положимъ,  что  р  <  1 ,  то  т4мъ  бол-Ье: 


1-р 

Сл-Ьдовательно,    чтобы  М/'{:з)  былъ  меньше  числа  В,    надобно  тольео  по- 
ложить: 

МГ{^)<-^-<Е 

1— р 


или: 


'  <        -  1  .      ■ 


.1.     .      И      . 


Сд^^довательно,  если  положинъ: 

Е 


Г  = 


то  модуль  функцхи  Д;8г)  будетъ  меньше  Д  для  всЬхъ  значенхй  ;гг,  коихъ 
модуль^заключаетсл  между  О  и  г. 

Сл1ьдствгс  1,  Если  функщя  ^{г)  и  перемЬнное  е  будутъ  величины 
дМствительныя,  то  наше  предложенхе  обрапцается  въ  сл'Ьдующее: 

Если  1(г\  при  ^^?  =  0,  обращается  въ  нуль,  то  можно  всегда  найти 
такое  числовое  значенхе  г,  что  для  всЬхъ  числовыхъ  значен1Й  перем-Ьн- 
наго  Ич  которыя  заключаются  между  О  и  г,  числовое  значен1е  ({г)  будетъ 
меньше  ироизвольно  взятаго  числа  Д  какъ-бы  оно  мало  ни  было: 

Слгьдегтге  /?.  Если: 

Я^)  =  оп-.^^^  +  «П-1--1  ^^^^  +  а,»_,._2  ^^«^+2  +  ....  +  аи-1^''""  +  «0^''      (4) 

есть  ц'Ьлая  рнцюпальная  функц1я  а,  расположенная  по  возрастающ,имъ 
стененямъ  ^,  то  написавъ  ее  въ  форм*]}: 

гд-Ь,  очевидно: 

найдемъ  такое  положительное  число  г,  что  для  всЬхъ  значен1Й  перемЪн- 
наго  0,  кои^ъ  модуль  будетъ  заключатся  между  О  и  г,  модуль  е  будетъ 
постоянно  меньше  какого  нибудъ  дяннаго  положительнаго  числа  В. 


г.  г, 


ГЛАВА    V. — ГЛ;$ЛОЖ.    ЦПЛОИ    ГЛЦЮИ.    ФУиКЦ1И    ПА   ЛИНКИП.    МНОЖИТЕЛИ.       Ь.) 

Въ  самомъ  л'Ьл'Ь,  е  ость  фупк11,1л  ооралцающаяся  въ  пуль,  при  ^--0, 
сл-Ьдовательпо  къ  пей  падобпо  только  приложить  продложсп1*е  §  32. 

СмьОгпипе  .-?.  Если  /  и)/  ^^  переменное  з  суть  количества  дЬйстви- 
тельпыя,  то  фупкгия  /\.г)  для  всЬхь  числовыхъ  :»пачеп1й  2,  кото))ыя  6у- 
дутъ  мепьпю  н'1исотораго  иред'1'.ла  )\  функ1ия  /'(.:)  оудеть  имЬть  постоянно 
;шакъ  своего  перваго  члена. /^  •  ^. 

Слш)гтч1('  /.  Если: 

((:)  =  г/о,:"  +  <^\^''~^  -Ь  ^^2^"  "'  + +  ^'—1-"  -I-  ^^'  (•'>) 

есть  ц1|Лая  рац10пальная  фупкти'я  })а('пол()жепная  но  уомвающимъ  степе- 
нямъ  перем'Ьннаго  ;г,  которун)  если  11анип1емъ  въ  ([)орм'Ь: 

Л^)  =  ./о-"(1+е)  (П) 

то  можно  найти  такое  положительное  число  >•,  что  для  В(1ль  :{нач(^н1й  я, 
коихъ  модули  больше  г,  функц1я  е  будетъ  постоянно  меньи1е  (1]К)н:пи)льно 
1*:штаго  положительнаго  числа  /Л 

\\ъ  самомъ  д'Г.Л'Ь,  е  им1>еть  (|к)1)му: 

п\     1     ,    ((>     1    ,    /^л^     1     ,  ,    Пи    1 

модуль  этой  фупкп,1н  иудетъ  меньп1е  7?  ;1ля  г.с1;х  ь  :шач(чпй       ,  коихъ  мо- 


дули  будутъ  меньше       ,  количество  которое  можно  определить  (§  :)2),  т.  е. 

длл  вс'Ьхъ  значеп1н  ^',  коихъ  модуль  будетъ  больше  г. 

Если  функц1я  [(г)  и  пе])емЬнпое  х  суть  величины  дТ.йствительпыя, 
то  легко  вид'Ьть,  что  для  всГ.хъ  числовыхъ  :н1ачен1Й  ,:,  которыя  будутъ 
больше  изв'Ьстпаго  положительнаго  числа  г,  (|)упкц1я  ((х)  будетъ  имФ>ть 
.знакъ  своего  перваго  члена.  " 

§  33.  Лрсдложгмк',  Модуль  дГ.лой  раЦ10пальпо11  (|)унк1ии  [(х)  дГ.лается 
м^зконечвостью  вмГ.сгЬ  съ  модулемъ  перемГ>нпаго  .г. 

Доказательство.  Пусть  будетъ: 

или: 

/•(,г)  =  ^(„;:М  1-е) 

или: 

"0^ 
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откуда  (§  16): 

гд'Ь  «0  1  Р?  ■')  суть  модули  количествъ  «о,  ^  и  е. 

Если  теперь  р  стремится  къ  безконечности,  то  41  будетъ  приближаться 
къ  нулю,  следовательно  въ  пред'Ьл'Ь: 

пр. ^-^  =  1 

а  это  тогда  возможно,  когда  при   р  =  оо    и    М({г)  =  оо  . 

§  34.  Предложенге,  Ц^лая  рац10нальная  функцхя  /'{г)  непрерывна. 

Доказательство.  Мы  видели  выше,  что  если  г  получить  прираще- 
Н1е  /г,  то  будемъ  им4ть: 

П^+к) = /-(г)  +  ьГЬ) + 1-  ГЪ)  + +  ,-1--Г"'  й) 

откуда: 

или: 

^  ГД'Ь  е  есть  количество,  котораго  модуль  можетъ  сд-Ьлаться  мен^Ье  всяко(€ 
данной  величины  (§  32).  Следовательно,  если  Ь  такъ  изменяется,  что  его 
модуль  неопределенно  убываетъ,  то  модуль  разности: 

будетъ  убывать  также  неопределенно.   Такая  функц1я  ({г)  называется  не- 
прерывная. 

Если  переменное  ^е?  и  ({г)  суть  количества  дЬйствительныя,  то  раз- 
ность: 

.      съ  неопределенны мъ  убыван]емъ  приращенхя  Л,  неопределенно  убываетъ. 

§  35.  Лредмженге.  Если  действительная  функщя  ^(0)  для  двухъ 
действительныхъ  значешй  0о  и  и^  имеетъ  противные  знаки,  т.  е.  если 
—  Я^го),  то  +Я^1),  или  если  +Я^о)»  то  — [(^гх),  то  между  значешями  0о 
и  01  будетъ  такое  значеихе  дг,  одно  или  несколько,  для  котораго  функц1я 
/*(;?)  обращается  въ  нуль. 
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Доказательство.  Въ  самолп»  дЬлЬ,  если-бы  этого  по  было,  то  фупк- 
Ц1Л  /'{2)  перешла-бы  отъ  положителыгаго  :и1ачеп1л  къ  отрицательному,  по 
переходя  череаъ  нуль,  что  по  закону  пеирерыиности  нево:^можно. 


Основное  лредложен1е  теор1и  уравнетй. 

§  ЗС.  11р(дложгн1е.  Для  всякой  цЬлой  функц1и  перомЬинаго  ^  всегда 
есть,  по  крайней  М'Г.рЬ,  одно  :и1ачеп]е  дЬйствителг.пое  или  составное,  ко- 
торое будучи  подставлено  въ  <[>уик1ию  вмЬсто  ^,  обращаетъ  ее  вь  иул1>. 
Такое  :шачен1*е  перемЬпнаго  надрывается  корпемъ  уравнен1я: 

Доказптглытво,   Пустг.  данная  функц!я  будетъ: 

({2)=  а^г''  -г  (^х^""^  Л-  <^2^'' ''  +  •  •  —  +ап-\2-\'ап  =  0  (7) 

гл'Ь  «0^  ^<ь  (^2у--*'  ^'Угь  количества  д1;йствительныя  или  мнимыя.  Во:и>- 
мемъ  какое  нибудь  частное  ;и1ачеи1е  для  ^  =^  ;Го  =  ^,^  + /д,/  и  иодставимъ 
его  въ  (7).  Ге:^ул1»татъ  подстановлет'я  очевидно  будеть: 

/•(.-)  =  1\г,  -\- у^)  =  Хо  -I-  г.,/  (8) 

Если-бы  азятое  ;шачеп1*е  было  корпемъ  у1)авнен1я  (7),  то  мы  бы  имЬли: 

/Х^о  +  !к)()  =  ^0  +  ^^о^'  =  <^ 

а  сл'Ьдовательш)  Хо=0  и  Хо  =  0;  по  во()би1,е  :^то  не  случается.  Поэтому 
модуль  функции  будетъ  имЬт!»  известную  положительную  величину: 

Въ  этомъ  случаЬ  можно  дать  прираи1,ен1е  //  количеству  г,Н- //о/  и  вы- 
брать его  всегда  такъ,  что  модуль  для  этого  :{начен1я  будеть  меньше  мо- 
дуля предъидущаго,  т.  е.: 

И.  Яг.  +  ?/.,')  >  м.  /т.г,  -1-  //,;  +  А )  -  +  »/ х\  +  у\ 

или; 

ХЛ  +  П>>Х2.  +  П 

Означимъ   для    краткости    г^ -|-?^/^^д^,^;    })алложимъ    [(2^^ -\~  Л)    по   степе- 

АЛГКВРАНЧ.    АНАЛИЛЪ.  «"^ 
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нянъ  А,  то: 

Дго  +  *)-/<«.)+ »Г'Ы  +  ^  Г'Ы  +  -~  Г'М  +  ■■■  + 

({г^)  обратится  въ  нуль  не  можетъ,  такъ  какъ  ;его,  по  услов1Ю,  не  есть  ко- 
рень данной  функщи,  но  (\г^\  Г(^о)^  •  •  •  могутъ  обратиться  въ  нули  и  по- 
ложимъ,  для  большей  общности,  что  функц1И  Д^о)»  А^оХ  •  •  • . ,  ДО  Л"'К^о) 
исключительно,  обращаются  въ  нуль,  въ  этомъ  иредположен1и  будемъ  им'Ьть: 

разд-Ьляя  на  ("(йо)  мм  можеиъ  написать: 

гд*: 

1  Л^Ч-^о)  ^  1  Г^-^Чго) 


'^М 


^•я  — 


«)       '     ^'"^^        1.2.3....т  +  Г 


1.2.3... ш     Д^?о)       '        ^         1.2.3....т  +  1        Д^^о)  »     *  '  ' 

Бели  лоложимъ: 

Л  =  р(со8ш  +  ^8Шй))     ,     а    2'^,  =  В;,(со8ар -|-г81па^,) 

то  подставляя  найденъ: 

г(^\  ^    =/+  -В«,р"*  { С08  (то!  +  аж)  -|-  г  81П  (тш  +  а,„) } 

+  В«-|-1Р*"^^  {со8((т+1)а)-}-ат+1)  +  «*81П  ((ш+1)ш+а^1)} 

+ (10) 

+ 

+  2?,.р"  { С08  (п©  +  а«)  Ч-«*  81П  (п(о  +  а**) } 

Такъ  какъ  А  есть  количество  произвольное,   то  можно  аргументъ  со  такъ 
определить,  чтобы  1П©-|-аж  =  тс,  откуда: 

С08  (♦М©  -{-  «т)  = 1  81П  {ПШ  -|-  а,«)  =  О 
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следовательно  уравнен1'е  (10)  сделается: 

гд^Ь  ш  должно  быть  опрод'Ьлено  \глъ  услов1я  ты  -\-  а„  =  т:. 

Такъ  какъ  р  есть  количество  произвольное,  то  можно  сю  такъ  выб- 
рать, чтобы: 

Д,-Р""  <  1 

или: 

] 


Р  <  ... 


При  этомъ  УСЛ0В1И  1 — Д„р'"  будетъ  величина  положительная,  а  ел-Ьдова- 
тельно  будетъ  сама  своимъ  модулемъ. 

Если  возьмемъ  модуль    первой  части    (11)    и    сумму  модулей   второй 
части,  то  найдемъ  (§  16): 

24  ./(-го) 
или: 

Если  р  будетъ  убивать  неопределенно,  то  по  §  33,  слЬд.  :?,  можно  дать 
р  такое  числовое  аначен1е,  что: 

Вт^Х      _.      Вт^1     2  _.  I       Вн      „_,„  ^   , 

Сл-Ьдовательно  количество  вь  скобкахъ  вь  (12)  будетъ  меньше  единицы. 
Но  Л„,р"'  меньп1е  едипип,ы,  слЬдовательно  второй  членъ  весь  меньше  еди- 
ницы, а  следовательно  и  ел  вто[)ал  часть  (12)  меньше  единицы,  т.  е. 
им^емъ: 

откуда: 

что  и  требовалось  доказать. 
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Остается   теперь   показать,   что  всегда  можно  найти   такое  значен1е 
ДЛЯ  &,  для  котораго  ({е)=^0. 

Мы  только  что  показали,  что  если  {(г^  не  равна  нулю,  то  можемъ 
найти  такое  значеше  дг1  =  г?о"ЬЛ>  ^то 

и  если  [{г\)  не  равна  нулю,    то  опять  можно  найти  такое  значеше  для 

продолжая  такое  разсужденхе  найдемъ  неопределенный  рядъ  значенШ  пе- 
рем'Ьннаго  г: 


^0       »       ^1        1       ^2       >       ^8       I       ^4       1       ^5       1       ^в 


•    •    ■    • 


ДЛЯ  которыхъ  модули  функщи  ({г)  будутъ  уменьшаться  неопределенно, 
но  такъ  какъ  модуль  функцхи  есть  величина  всегда  положительная,  то 
уменьшаясь  неопределенно,  должна  наконецъ  сд'Ьлатся  равна  нулю.  Откуда 
следуетъ,  что  есть  такое  значенхе  переменнаго  г,  для  котораго  данная 
функц1я  обращается  въ  нуль. 

Предложенхе  о  суш;ествован1и  корня  для  каждаго  уравнен1я  есть  одно 
изъ  самыхъ  важныхъ  въ  анализе.  Докательство  этой  теоремы  занимало  умы 
величайшихъ  математиковъ  прошлаго  и  начала  настоящаго  столетхй.  Пер- 
вый, иредложивш1Й  доказательство  существовашя  корня,  былъ  французскхй 
геометръ  Даламбертъ  (сГА1ешЬег1;,  1746  г.).  Друг1я  доказательства  были 
предложены  Эйлеромъ  (Еи1ег,  1749  г.),  Лагранжемъ  (Ьавгап^е,  1772  г.), 
Гауссомъ  (Оаи88, 1799  г),  Лежандромъ  (Ьедепйге),  Коши  (СаисЬу,  1821  г.), 
Морганомъ  (Мог^ап),  Гамильтономъ  (НашШоп)  и  мног.  другими.  Доказа- 
тельство приведенное  нами  принадлежитъ  Коши. 

§  37.  Если  г^=х-{-уг  есть  корень  функщи  ({г\  то; 

/'(ж+уг)  =  ср  {х,  у)  +  г  Ф  (ж,  у)  =  О 

откуда: 

(р(ж,у)  =  0     ,      ф(а;,у)  =  0 

где  у(а?,у)  и  Ф(д;,у)  суть  действительныя  функц1и.  Если  изъ  этихъ  двухъ 
уравнешй  определимъ  а:  и  у,  которыя  пусть  будутъ:  (хо,  уо),  (л?1 ,  У1 ) , .  ♦ . , 
то  корни  даннаго  уравненхя  будутъ: 

^о4"Уо^       >      ^1  4"У1^       >      Л?2  +  У2*    ,    .    .    .    . 
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Прилтуг,  Пусть  данное  у1)аипеп10  будотъ* 

^{г)  =  ,''  +  рг^^  =  0 
подставлял  вмЬсто  л  величину  х  +  уК  найдемъ: 

^'^  —  !/^  +  ^>^  +  9'  +  '  (2^!/  Л-ру)  =  О 
откуда: 

^{х,  у)  =  х-2  —  уч  -\-рх  +  ^     ,     ф(.г;,  //)  =  2ху  -\-ру 

полагая: 

найдемъ  изъ  второго  уравнен1Я  (Г^)  у  =  0  или  '2^:-^"^^  =  ^;   первое  у  =  0 
даетъ  дМствительное  уравнен1е: 

а  второе  даетъ  х=—       ,  подставляя  въ  первое  иаъ  уравнен1Й  (13),  пай- 

^1 


демъ: 


•2  I  ^^^ 


откуда: 


у---^-]/^ 


р- 


а  сл'Ьдовательно: 


=  х  Ь/у/  =  -  ^*^'у 


подводя  /  подъ  корень  пайдемь  извЬстную  формулу: 


2        У      4 


<1 


§  38.  Прг(1юж1'н1с,  Ц1,лая  рац1ональпая  <|»унк1ия  перем-Ьннаго  ;г  «-й 
степени  разлагается  па  11|)ои;шедет*о  п  линей пыхъ  множителей,  умножен- 
ное на  ко^^фищ'ентъ  у  ,г-а  и-п  ст(М1еии. 

Доказательство.  Пусть  данная  функция  будетъ: 
пусть  ^^  будетъ  корень  у1)авиеп1я  Д-)  =  0.    РаздЬлнмъ  /Ь)  на  г— Г|,  оша- 
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чимъ  частное  чрезъ  /'1(^Е^)  и  остатокъ  чрезъ  В,  то  будемъ  им1эть: 

если  въ  этомъ  тождестве  сд'&яаемъ  0=^л!],  то  найдемъ: 

Следовательно  остатокъ  В  равенъ  данной  функцхи  /'(;з?),  въ  которую  под- 
ставленъ  корень  ^8Г|,  но  /'(^1)=0,  следовательно  и  11  =  0,  откуда: 

Легко  видеть,  что  /1(;е?)  есть  функщя  п — 1  степени,  коей  первый  членъ 
есть  а^^^*^\  Такъ  какъ  /"Дх^)  есть  д^лая  функщя  отъ  0,  то  она  въ  свою 
очередь  им-Ьотъ  корень  по  §  36,  который,  означивъ  чре;{ъ  0^ »  найдемъ: 

(у{0)  =  {0—02)и^г) 

гд*  /^(^г)  есть  целая  функщ'я  огь  я  п — 2-й  степени,  въ  которой  первый 
членъ  есть  ао^~'^.  Означивъ  чрезъ  0^  корень  функц1и  /*а(;г)  опять  найдемъ: 

Продолжая  подобное  разсужден1е  дойдемъ  наконецъ  до: 

/'п-М  =  {0—0п)ац 
откуда,  соображаясь  со  вс^ми  предидущими  уравненхями,  найдемъ: 

1'(0)  =  ао{0-'01)(0—02)(^—^з) (^—^п)  (14) 

Изъ  этого  выражен1я  видимъ,  что  {(0)  обращается  въ  нуль  при  п  значе- 
шяхъ  0,  именно  при  0  =  0\^  0  =  02,  0  =  0г,  •  -  -  - ,  0=0н. 

Поэтому  говорятъ,  что  целая  функц1я  м-й  степени  переменнаго  х? 
имеетъ  п  корней,  т.  е.  функц1я  имеетъ  столько  корней,  сколько  въ  ел 
степени  единицъ. 

Если  въ  уравнеши  (14)  будетъ  несколько  равныхъ  корней,  напри- 
меръ,  если  ^Г1=^2==^з»  то  чтобы  последнее  предложеше  имело  место  и 
въ  этомъ  случае,  мы  будемъ  одинъ  корень,  повторенный  три  раза,  считать 
за  три  корня. 

Предложен1е  это  дано  было  англхйскимъ  математикомъ  Гарр10Т0мъ 
(Наггюе,  1568—1621). 
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Слш)г}т'(с.  Р]сли  иоремножимъ  линойцыо  множители  иъ  (14),    и  рас- 
положимъ  ихъ  но  степенлмъ  .г,  то  найдемъ,  что  кож|)ИЦ1'епты  при  ^",  ^""  \ 

г"   '^,  х**~'\  .  .  .  ,  ^,  ;г^'   оудутъ: 

—  а,,{гх-г^2-\-^'л-\-Н  -Ь +;:,.) 

—  г/о(^,г.2'^а+м.:о~4  "Г  .  .  •   + '^-^Л'2'4  + -Ь '3» -•.>-5'„-1<г'„) 

+ 


Сравнивши!  :гги  ко;>фиц1еиты  съ  К(км|)11ц1('нтами  функц,1и: 
найдемъ: 

1 

п 

1 


(1Г») 

и 
^.    V 


I 


^^п  —  (      1)   (^^.."\^оы^^.1:^ "„_2.г„_1^,< 

Откуда  иидимъ,  что  ко:и|ш1иепт'ь  а^  \уа\\о\\ъ  гуммЬ  корней  уравнеи1л  умно- 
женной па  — а^\  ко:»фин,1ент'Ь  (1>  раиенъ  суммГ.  нроизведсмпй,  рааличныхъ 
соединен1Й  но  два  корил,  умноженной  на  а^\  ко;и||И1иентъ  г/з  равенъ  суммЬ 
произведен1й,  рааличныхъ  соединен]й  по  три  корил,  умноженной  на  — а^^ 
и  т.  д.;  наконец!.  ко:м|>иц1енгь  Пп  равенъ  ироизв(^'1,ен1ю  всЬхъ  корней  умно- 
женному па  ( — I  А/о ,  т.  е.  на  ^*'^/о,  смотрл  но  тому  будет ь-ли  степень  п 
число  четное  или  нечетное. 
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Бели  ао  =  1,  то  предъидущ1Я  формулы  обращаются  въ  сл1^дую1Ц1л: 

N 

(—1)  а1  =лг,  +  ^2  +  ^8+ +^«  =  2;^егг 

1 
м 
( 1)*  «2  =^1^2 +  ^1^3+ +  ^и-1^«  =  2  ХГгХГ* 

(16) 

я 

( 1)'аз  =  ^|^2^з  "|"^1^2^4  + "Ь^ч-г^м  -1^я  =  2;гГг^^г^/ 

1 


(1 1)"ая  =  Л?1Л?2^з^4 Л?и-2^я— 1^е?л 

§  39.  Предложенье.  Если  а  +  Ь1  будетъ  корень  уравнен1я  Д^г)  =  О  съ 
^'Ьйствительными  ^  коэфищентами^  то  корнемъ  того  же  уравнен1я  будетъ 
и  а — Ы, 

Доказательство,  Въ  самомъ  Д'Ьл'Ь,  если  а-\-Ы  есть  корень  уравне- 
Н1Я  ({»)  =  О,  то  его  можно  написать  въ  форм^Ь  (§  38): 

Л^)={^-(^+ад}/^и)  (п) 

гд-Ь  (х{^)  есть  ц'Ьлая  функщя  п  —  1-й  степени. 

Такъ  какъ,  по  услов1Ю,  коэфиц1енты  а^,  а\у  а^^  аз,  ... ,  а»  суть  ко- 
личества дМствительныя,  то  посл'Ь  перемножен1я  второй  части  (1^)  коли- 
чество г  должно  изчезнуть^  а  это  можетъ  только  тогда  случитьс}(,  когда 
во  вторую  часть,  г  войдетъ  въ  четныхъ  степеняхъ.  Но  если  во  вторую 
часть,  %  входитъ  въ  четныхъ  степеняхъ,  то  вторая  часть  не  изм'Ьняется  за- 
м^щен1емъ  -\-%  чрезъ  — г,  а  такое  зам1>щен1е  даетъ: 

Я^)  =  и-{а-Ы)]ГМ 

откуда  видимъ,  что  и  а  —  Ы  есть  корень  даннаго  уравнен1я.  Такъ  какъ 
а'\'Ы  и  а  —  Ы  суть  корни  уравнен1я  ({г)  =  О,  то  его  можно  написать 
въ  форм1^: 

({е)  =  [г  —  {а'{-Ы))[г-{а-Ы)]Г,{г) 

откуда: 

/•(;,)  =  {  (я -а)2  +  Ь«}/;(д?) 

т.  е.  уравнеше  /'(^Е^)=зО  съ  д-Ьйствительными  коэфи рентами  можетъ  нм'Ьть 
Множители  формы:  {г — а)^-1-Ь^ 
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Слтдствге,  ЦГ.лал  <|>упк1ил  /(/)  п-п  степени  не  можетъ  имЬтг»  боль- 
ше п  корней. 

Допустимъ,  что  кром'1;  корней  ^х,  ^2,  -зг,  . . . ,  2п  есть  еще  корень  2\ 
Если  ^,,  г^у  -г?з,...,  ^,<  суть  корни  ураинеп1л  /'(.2')  =  0.  то  имЬемъ  {>^  :>8): 

((2)=^  а^)  {2  —  2^)  (2  ~  2.,)  (2  —  ^з) (^  —  -»/) 

об1>  части  ЭТ01Ч)  уранпенш  должны  обран1,атьсл    въ  нуль  при  2  =  2\  т.  е,: 

/'(^')  =  б(„(5' 2х)(2  —22){2'  —  2-;^)    .    .    .    .   (2  —2п)  =  ^ 

но  такъ  какъ  2'  есть  число  отличное  отъ  ;2г, ,  2^*,  %,...,  2п,  то  ни  одинъ 
изъ  згножителей  2 — л*, ,  2'  —  д'2,  .  .  ..  ,  л'  —  2^  не  равепъ  нулю,  слЬдова- 
тельно,  чтобы  {{2)  =  О  необходимо  чтобы  г/,,  =  О,  что  показывает ь,  что 
степень  функции  /и)  понизилась  до  « — 1.  Рассуждал  подобнымъ  образомъ 
надъ  этой  последней  функ1цей  и  сл'Ьдук)П|,ими  найдемъ.  что  ^/1  =  0,  ^/2=0, 
ггз  =  О  .  .  .  ,  «„  =  0. 

§  40.  Предложение,  Ислкал  рациональная  функтил  обран1,аетсл  столько  же 
разъ  въ  безконечность,  сколько  и  въ  нуль. 

Доказптелиство.  Пусть  даннал  (|>ункп,1л  будетъ  цклал: 

({х)  =  Пуу  Х"  +  Г^,;Г"  ~^  +  .  .  .  .  Н-  <Ь^    л  X  +  ^/,1 

она,  какъ  было  выше  доказано  обран^аетсл  въ  нул1»  п  разъ.  Если  ее  на- 
пишемъ  въ  форм'1>: 

/-(.г)  =  ,  «  (а,-\~  а,  ^,  + +  ^/.-1  -  _^  +  аи  -^^^  \ 

и  будемъ  увеличивать  ./-  неопределенно,  то: 

что  выражаетъ  наше  П1)едложен1е.  Пусть  даннал  функ1ил  будет!»  дробная: 

^'^       Ф(х) 

и  пусть  степень  числителя  будетъ  ??,  а  степень  знаменателя  т.  Числитель 
обращается  въ  нуль  п  разъ,  а  знаменатель  об[)ап^аетсл  въ  безконечность 
т  разъ,  следовательно  функция  /\х)  обращается  въ  нуль  ^-\-ш  разъ.  Чи- 
слитель функции  [(х)  обращается  въ  безконечность  п  разъ,  а  знаменатель 
въ  нуль  т  разъ,  следовательно  1\х)  обрап1,ается  въ  безконечпость  п~{-ш 
разъ. 

ЖЛГБВРАИЧ.    АИЛЛИИЪ.  О 
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тмоторыя  свойства  полинома  я  его  геометрическое  представ4еи1е. 
§  41*  Пусть: 

/'(д;)  =  аоЖ**  +  «1Л^""^  +  «2Л^'*~^+ -}- а^-1Х -{- (1п  (18) 

будетъ  Ц']^лый  рацЁональный  полиномъ  съ  д']^йствительными  коэфищентями. 
Если  действительное  перем'Ьнное  х  будетъ  возрастать  или  убывать,  то  по- 
линомъ  (18)  въ  свою  очередь  будетъ  возрастать  или  убывать,  убывать  пли 
возрастать.  Вопросъ,  когда  полиномъ  (18)  съ  возрастанхемъ  перем^ннаго 
возрастаетъ,  а  съ  убыван1емъ  убываетъ,  или  съ  возрастан1емъ  перем^Ьн- 
наго  убываетъ,  а  съ  убыван1емъ  возрастаетъ,  р'Ьшается  сл'Ьдующими 
предложен1ями: 

Предложенге.  Если  производная  функц1л  отъ  полинома  (18),  для  из- 
в'Ьстнаго  значен1я  перем-Ьниаго,  будетъ  положительная  величина,  то  начи- 
ная съ  этого  значеп1я  перем-Ьниаго,  съ  его  возрастан1емъ  возрастаетъ  и 
полиномъ,  а  съ  его  убыван1емъ  и  полиномъ  убываетъ;  если  же  производ- 
ная для  изв'Ьстнаго  значен1Я  перем'Ьннаго  будетъ  величина  отрицательная, 
то  начиная  съ  этого  значен1я  перем'Ьннаго  съ  его  возрастанием  ь  поли- 
номъ убываетъ,  а  съ  его  убыван1емъ  полиномъ  возрастаетъ. 

Доказательство.  Пусть  для  значетя  Хх  функц1я  Дл^!)  будетъ  вели- 
чина положительная.  Дадимъ  Хх  приращен1е  Л,  то: 


•  •  •  * 


(19) 

Пхг-Ю-М) кГМ+^ГМ+ 

такъ  какъ  Н  есть  количество  произвольное,  то  мы  можемъ  его  взять  настолько 
малымъ,  что  первый  членъ  вторыхъ  частей  (19)  превзойдетъ  сумму  всЬхъ 
остальныхъ  (§  32),  и  такъ  какъ  /''(^О  есть  величина  положительная,  то 
будемъ  им1^ть: 

ПХ1  +  Ь)>Г(Х1)    и    ({хх-ЬХПхх)  (20) 

следовательно  ({х)  возрастаетъ  и  убываетъ  вм^сгЬ  съ  переменнымъ  гг. 
Если-же  (^(ху)  есть  величипа  отрицательная,  то  мы  будемъ  им^ть: 


/•(л:,+Л)-Дх,) ЛГ(а:,)  +  ^^Г(^,)+  .  .  . 


Дт,-й)-/-(аг,)  =  +  ЛГ(а:,)+^Г(^,)+  •  •  . 


(21) 
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откуда,  давая  ириращен1ю  к  весьма  малое  У11ачен1е,  найдемъ: 

/'(^1+ЛХАг,)     ,      а    Г(х1-Ю>Г(а)  (22) 

сл'Ьдовательпо  /{т)  съ  во:з1тстаи1ем  ь  11ерем1шнаго  убываетъ,  а  съ  убыва- 
н1емъ  возрастаетъ. 

С.иьдствк.  Изъ  этого  предложен!;!  сл^дуетъ,  что  если  полиномъ  Д^), 
возрастал,  начнетъ  убывать,  то  проиаводпал /'С^)  въ  этотъ  момептъ  должна 
пе1>емЬнить  зиакъ:  изъ  величины  положительной  должна  сделаться  отри- 
цательной, а  это  только  тогда  случится,  когда  /'(г)  обратится  въ  нуль 
(§  35);  точно  также  она  обращается  въ  нуль,  когда  ({л)  убывая,  начнетъ 
воз1)астать. 

Прцмщ/ъ.  Пусть: 

/•(.7;)  =  .г'*  — 3./;2  +  2х-— 1 

то: 

['{х)  =  З.г'2  —  Сг  +  2 

при  х=\,  /''(!)  =  —  1,  сл'Ьдовательно,  начиная  съ  единицы,  /'(.т)  возра- 
стаетъ  съ  убыван!емъ  х"  и  убываетъ  съ  его  во;зрастан1емъ.  При  х  =  2, 
/"(2)=  2,  слЬдовательно  /"(.г)  начиная  съ  .1==2  во:^растаетъ  съ  возраста- 
Н1емъ  х"  и  убываетъ  съ  его  убыван1емъ. 

Наибольшее    и  наименьшее  значетс  полинома. 

§  42.  Если  полиномъ  /"(гг)  во:^растая  начинаетъ  убывать,  то  е!  о  число- 
вое значение,  при  которомъ  возрастан1е  переходить  въ  убывание,  называется 
иатолыиимъ  (н1ах1шит);  если  же  полиномъ  убывая  начнетъ  возрастать,  то 
его  числовое  значен1е,  при  которомъ  убыван1е  нереходитъ  въ  возрастаи1е, 
называется  наимсныаимъ  (н11п1шинГ).  Если  Х1  есть  числовое  значен1е  нере- 
мЪнпаго  при  которомъ  /'{х^)  имЬетъ  наибольшее  значен1е,  то  мы  должны 
им-Ьть: 

А.г'1  +  Л)  < /Ч.^, )     и     А.Г1-Л)<А^1)  (23) 

а  если  Дл*!)  имЬетъ  при  этомъ  значеи1и  перем'1шнаго  наименьшее  значе- 
ше,  то: 

/'(.^1  +  Л)>А^1)     И     ({х,-Ь)>Г(х,)  (24) 

Но  им'Ьемъ: 

А^1+л)-А^1)  =  +  /^Ги1)  +  ЙГ(^1)+ 

П^х  -  /о  -  /•(.^, ) = -  ьг  а-, )  +  ^'^  /"  (.г, )  + 


•      .       • 


68      ГЛАВА  У. — РАЗЛОЖ.   Ц-ВЛОЙ    РАЦ10Н.   ФУНКЦ1И    На  ЛИНЕЙН.   МНОЖИТЕЛИ. 

сл1^довательно,  чтобы  услов1я  (21)  или  (22)  были  оба  удовлетворены  не- 
обходимо, чтобы: 

■ 

если  при  этомъ  Г  {х^)  будетъ  величина  отрицательная,  то  будутъ  удовле- 
творены УСЛ0В1Я  (23),  следовательно  Дд?! )  будетъ  пшл:шшт,  если  же  (^(Ху) 
будетъ  величина  положительная,  то  будутъ  удовлетво1)ены  услов1я  (24), 
сл'Ьдовательно  ({хх)  будетъ  ттгтит. 

1Трим9ьръ  1,  Пусть  данная  функщя  будетъ: 

/•(ж)  =  2x2  + ж  — 6 
откуда: 

^(х)  =  4ж  +  1 

'                              1 
приравнивая  нулю  и  определяя  х  найдемъ  хх= .- .  Но  такъ  какъ 

4 


то: 


(-т)=- 


49 
5 


будетъ  тштшп. 

1Трич1ьръ  2.  Пусть  данная  функщя  будетъ: 

{(х)  =  2х^  —  За;2  _  Збж  +  14 
откуда: 

/•'(ж)  =  бд:^  —  бж  —  36  =  О 
или: 

-1-/-'(д;=а;«_а;— 6=0 
О 

откуда: 

х  =  —  2    и    д;  =  3 

Но  такъ  какъ  1*\х)  =  2х  —  1  даетъ: 

^Ч-2)=-5       ,       4-Г(3)=5 


6  '   '       '  '6 

то: 

Д — 4)  =  58    будетъ  таххтит,  а 

/*(3)  =  —  67  будетъ  тхпшцш. 
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Геометрическое  представлен1е  полинома  и  геометрическое  значен1е  производной. 

§  42.  Покажсмъ  теперь   какъ  можно  представить   геометрически  по- 
линомъ: 

Если  положимъ    //  =  /'(.г)    и  примем?,  х  аа  абсциссу,  а  /у  'м\  ординату,   то 


уравнение 


у  =  0(^1"  +  ^0'^"'"'  ~Ь  ^'-2'"   "  +  •  •  •  "Ь  ''»    ь'^'  +  ^^>^  ="  ^ 


(24) 


будетъ  представл)гть  кривую,  кото1)ал  пересЬкаетъ  ось  х  въ  тЬхъ  точкахъ, 

Фиг.  10. 


которыхъ  абсциссы  равны  дЬйствительнымъ  коралм'ь  уравнен1"л  1\х) 
Пусть  — х^,  — .Гз,  .Го,  ./'1  суть  дЬйствитольные  корни  уравнен1л  /'(х) 
то  кривая  у=/'(х)  будетъ  имЬть  форму  ЛВСВК  (фиг.  10). 

Примщпу  1.  Пусть  данный  полиномъ  будетъ: 


0. 
О, 


Д , )  =  2.(  2  +  а;  —  (> 


Давая  X  рядъ  ;шачен1й: 

.  •  •  •       ^  ,       •/)  , 


') 


Фиг.   11. 


1     ,    О  ,    1    ,  2   ,  ;^   ,  4   ,  .   . 

Фнг.   12. 


У 


В 


О 


X 


и  подставляя  ихъ  въ  /'(.г)   вмЬсто   .г,    найдемъ  соотв'Ьтствующ1л  значения 
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функц]и: 


22  ,  9  ,  о  ,  — 5  ,  — 6  ,  — 3  ,  4  ,  15  ,  30 


Взявъ  дв%  координатныя  оси  и  откладывая  на  оси  абсциссъ  вс]^  о;  и  со- 
отв']^тствующ1я  имъ  значен1я  у  =  С{х)  на  ординатахъ  увиднмъ,  что  гра({>и- 
чески  нашъ  полиномъ  представится  кривой  АВЛСО  (фиг.  11). 

Примп»ръ  2.  Пусть  данный  полиномъ  будетъ: 

Давая  X  тотъ  же  рядъ  значешй,  какъ  и  выше: 

.  .  •  — 4  ,  — 3  ,  — 2  ,  — 1    ,0,1,2,3,4,... 

и  подставляя   въ  /*(а;)   вм^то  а?,  найдемъ  соотв%тствующ1я  значен1я   для 

У  =  Г(хУ 

30  ,  17  ,  8  ,  3  ,  2  ,  б  ,  12  ,  23  ,  38 

Отлагая  на  координатныхъ  осяхъ  соотв'Ьтствующ1я  8начен1я  хну  видимъ, 
что  кривая  будетъ  им*ть  видъ  ЛВСг  (фиг.  12).  Т^Ьтел  уравпеше  /'(х)  = 
=  2х^  -{-  а:  +  2  =  О,  найдемъ  его  корни: 


1     ,    .  1^15 

^1  =  -Т+*-Г 


1 


.  |/15 


и     х^  =  —  ^-г     ^ 


Пршмьръ  3.  Цусть  данный  полиномъ  будетъ: 

Дх)  =  10х^—11х^  +  Д?  +  6 


(25) 


Фиг.  18. 


следовательно  кривая: 


у  =  10л?8— 17х2  +  д:  +  6 


(26) 
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будетъ  пересЬкать  ось  х  въ  точкахъ:  .г,  =  —  0,5,  .Г2  =  1,  .Гз  =  1,2,  такъ 
какъ  эти  значен1я  суть  кории  дапнаго  полинома  (25).  Кривая  эта  им'1;етъ 
форму  АБСВ  (фиг.  1:0. 

Изъ  формы  кривой  видно,  что  она  им'1'>етъ  1пах1шиш    въ  точк'Ь  В  и 
т1и1шиш  въ  точкЪ  С. 

§  43.  Если  уравпен1е  А.г)=^0    не  нмЬетъ  д-кйствнтельныхъ  корней, 
то  кривая  у  =  /'(./;)  не  иерее  Ькаетъ  ось  аосциссъ,   а  имЪетъ  форму  волно- 

Фиг.   14. 

У 


ооразной  кривой,  идущей  сверху  оси  г,  какъ  к[)ивая  ЛВ(^  (фиг.  14),  или 
снизу  оси  :г,  какъ  кривая  ЛВС. 

Геометрическое  значен1е  производной. 


§  44.  Пусть  АРВ  (<|>иг.   15)  будетъ  кривая: 

пусть  Р  будетъ  точка  на  кривой,  сооти1,тствую1цая  абсциссЬ  г  =  ОМ, 
Возьмемъ  другую  точку  (^  на  кривой,  соотвЬтствующую  абсциссЬ  ОХ=х  {-к, 
гд+э  А  приращен1е  т.  Сл1>довательно: 

ОМ=х     ,     МХ-=П     ,     О.У=г  +  Л 

РМ=у  =  Ги)     ,     С^Х=у-^Ау  =  Г(1-тЬ) 

гд-Ь  А  у  есть  прира1цен1е  функгци  /"(г),  соотвЬтствунлдее  приращен1ю  Л 
абсциссы  X,  Но  мы  вид-Ьли  выше,  что: 

//2 


Г{х+]1)  =  у  +  ^у  =  пх)  +  иг'{х)  -г  ; .  Гш  + 


•    •    •    • 


или: 
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откуда: 


|-Ь^^=1-'«<«'«-'«<^^« 


Если  теперь  Н  начнетъ  неопределенно  убывать,  то  точка  ^  будетъ  неопре- 
д^ленно  приближаться  къ  точк*  Р,   а  сЬкущая  Р^  будетъ  приближаться 

Фиг.  15. 


съ  касательной  РТ  въ  точк*  Р  и  когда  точка  ^  совладеть  съ  Р,  то  сЬ- 
кущая Р^  сделается  касательной  РТ,  а  /_РВК  сделается  угломъ  /_^РТМ. 
Но: 


пр. 


Дж 


ГХ^) 


сл'Ьдовательно: 


^|  =  Г(.)  =  1,, 


если  чрезъ  (р  означимъ  уголъ  РТМ. 

Изъ  этого  видимъ,  что  производная  функц1я  ^'(х)  представляетъ  три- 
гонометрическ1й  тангенсъ  угла,  который  касательная  къ  кривой  у^=({х) 
въ  точкЪ  (гг,  у)  составляетъ  съ  осью  абсциссъ. 

§  45.  Изъ  построен1Я  функц1и: 

У = т 

можно  видеть,    что  кривая  АВС  (фиг.  16)  можетъ  им*ть  н-Ьсколько  наи- 

Фиг.  16. 

[Г 


больп1И1^ъ  значен1Й,  какъ  напримЪръ  рх  ^  Р2у   ^  н-Ьсколько  наименьшихъ, 
какъ  $1  и  ^2* 
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Зам'Ьтимъ,  что  въ  точкахъ  ;>, ,  р.,^  /уи  <?2  паибольшаго  или  наимень- 
тпаго  значения  фупкц1и  ({х),  производнал  функция  (\х)  равна  нулю,  а  сле- 
довательно въ  этихъ  точкахъ  касательиыя  параллельны  оси  х,  такъ  какъ 
(\х)  выражаетъ  тригонометрическ1й  тангенсъ  угла,  который  касательная 
къ  кривой  составляетъ  съ  осью  абсциссъ. 

Если  функц1я  имЬеть  несколько  тах1шит'овь  и  иЬсколько  т1п1- 
шиш'овъ,  то  наибольшее  изъ  И1ах1шиш'овъ  па:иавается  тах}тнт  тах^то- 
гит,  а  наименьшее  илъ  т1п!гаи11Говъ  т'тпннт  ттгтотт.  Очевидно,  что 
двухъ  тах1тит\)въ  или  двух  ь  пипитшГовъ  подъ  рядъ  функц1*я  им1",ть 
не  можетъ. 

Выд^лен^е  равныхъ  корней. 

§  4Г).  Если  уравн(^Н1е  ^{^]=^0  имГ.егь  т  корней  равныхъ  количеству 
01,  то  его  можно  написать  въ  форм'1^: 

/'(^)  =  (^  — ^чУ'.АС^) 

гд'Ь  /1(^)  будетъ  функция  и  —  т  степени.  Если  тоже  уравнеи1е  будетъ 
им'Лть  2^  корней  равныхъ  количеству  ,^2  и  ^1  корней  равныхъ  количеству 
Гз,  то  его  можно  написать  въ  <|)орм'Ь: 

гд^Ь  ^^(^2)  будетъ  функц1я  гг  —  т — ^^  —  </  степени. 

Если  одинъ  корень  входитъ  въ  уравиеп1е  два  раза,  то  мы  его  бу- 
демъ  называть  Ивопнымъ;  если  онъ  входитъ  три  раза — троГшымъ:  если  онъ 
входитъ  четыре  раза — чствврнымъ  и  т.  д 

§  47.  Иредложепк,  Если  уравнение: 

Л^)  =  0  (27) 

им'Ьетъ  т-к  краткости  корень,  то  ;гготъ  корень  будетъ  и  корнемъ  уравпен1й: 

■     г    Г\г)  =  0     ,     Г(^)  =  0     ,     Ги)  =  0  , ,  Л-^)=:0     (28) 

Доказательство.  Въ  самомъ  дЬлЬ,  если  въ  формуле: 

А^+А) = А^)+л/"(г)  +  Г  о  *^'  +  •••  +  ,.  ,7,  ^'"^'^  +  •  •  •  +  Л-;,  ^"<^'' 

1  •  ^и  1  .м..//с'  1  •  ^  »}Ь 

АЛГЕВРЛИЧ.    ЛПЛЛИЗЪ.  10 
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вставимъ  вм-Ьсто  е  величину  гх  и  положимъ  ^з^,  +  Л  =  ^у  то  найдемъ: 

Если  теперь  положимъ,  что  а\  есть  корень  т-й  краткости  уравнен1я  (27), 
то  мы  должны  им'Ьть: 

чтобы  и  уравненхе  (29)  им'Ьло  эту  форму  необходимо,  чтобы  не  только 
/*(;е?,)=:0,  но  и  функщи  производныя,  до  т-й  исключительно,  также  рав- 
нялись нулю,  т.  е.: 

Изъ  этого  заключаемъ,  что  двойной  корень  уравнен1я  (27)  будетъ  кор- 
немъ  и  первой  производной;  тройной  корень  будетъ  корнемъ  первой  и 
второй  производныхъ,  и  т.  д. 

Такъ  какъ  мы  им']Ьемъ: 

ТО  мы  заключаемъ,  что  корень  т-й  кратности  ({г)  будетъ  корнемъ  т — 1-й 
кратности  (\г\  т — 2-й  кратности  функцш  С{е)  и  т.  д.,  т.  е.  кратность 
корня  въ  послЪдовательныхъ  производныхъ  понижается  отъ  одной  произ- 
водной къ  другой  на  единицу. 

§  48.  Съ  помощью  этого  предложен1я  можно  выд']^лить  кратные  корни 
изъ  даннаго  уравнен1я  простымъ  д']Ьлен1емъ  многочленовъ.  Означимъ  чрезъ 
Х}  произведен1е  всЬхъ  линейныхъ  множителей  /*(л),  входящихъ  только 
разъ;  чрезъ  Х^  произведен1е  всЬхъ  линейныхъ  множителей  ({е\  входя- 
щихъ каждый  два  раза;  и  т.  д.  Х»  всЬ  множители,  которые  входятъ  т 
разъ.  При  такомъ  услов1И  функщя  {{г)  будетъ  шЛтъ  форму: 

т  =  Х,.Х\.Х\ хЩ.Хш  (30) 

Производная  этой  функщи,  очевидно,  будетъ  им'Ьть  форму: 

П^)  =  Х^.Х\.Х\ Хш-1.Х::-\^М  (31) 

гд']^  ^^{г)  не  содержитъ  корней  функЦ1И  ({е). 
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Общ1й  наибольш1й  д'Ьлитель  между  функц1лми  (30)  и  (31),  очевидно, 
есть: 

ГЛ^)=Х2Х%Х\  ....  Х:~1Х,Г'  (32) 

Если  съ  этой  посл-Ьдией  функц1ей  ностуиимъ,  какъ  съ  начальной  и  озна- 
чимъ  чрезъ  /!2(^)  оби1;1й  паибольш1й  делитель  между  /'Дл)  и  /!'(Д  то  най- 
демъ: 

Г2(^)=х,х\х%  ....  х;;;г1хг'  (зз) 

поступая  подобнымъ  образомъ  и  далЬе,  найдемъ: 

/'^{2)=Х,Х%Х\  ....  Х'^-.Х':'  (34) 


/'м-з('г')  =  Хт-2Х^т-1Х^1 
19П—2(^)  =  Х»1— 1Х\» 
[41—1(2)  =  Хт 


Изъ  этихъ  выражен1Й  найдемъ: 


~л~  —  ^м^\  А]  Ао  А;^^!    .    .    .     Ат— 1А»/1 

/I 

.     =  7^2  =  А2А3А4    ....  Ат— 1Лт 
12 


Ам»--1  ^\  1 


м«   -1  л\т 


/    — 7^3  Х3А4ХГ,    .... 

/3 

-"л~  —  ^  \  —  А4А5А(^    .    .    .    .    Аш— 1А, 


/"'"'^  ^/,  V  Л^  Л" 

-  .    ~  =  Фгп-1  =  Хт-хХ, 


и* 
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а  изъ  этихъ  послЪднихъ  уравненШ  легко  найти: 

Ф\_^  *2_^  *8_^  Фт-2_  ^  Фт-1  _  ^ 

/ т  -1  ^  ^т  ^  ^Ст 

Такимъ  образомъ  иы  внд']^лили  множители  Х} ,  Хг ,  Хз  . .  .  Хт-1 ,  Хт ,  ко- 
торые входили  одинъ,  два,  три  и  т.  д.  раза.  Приравнивая  эти  множители 
нулю  мы  получимъ  систему  уравненШ: 

Х1=  О      ,      Хг  ==  О      ,      Хз  =  О    ,    .    .    .    ,    Хт^1  =  О      ,      Хт  =  О 

которыя  будутъ  им'Ьть  только  неравные  корни;  индексъ  же  при  Ф  пока- 
жетъ  какой  кратности  были  корни,  содержащхеся  въ  соотв1^тствующемъ 
множителе  X. 

Изъ  этого  процесса  видимъ,  что  изъ  даннаго  уравнешя  всегда  можно 
выд'Ьлить  равные  корни  простымъ  д'Ьлешемъ. 

Пояснимъ  сказанное  на  прим'Ьрахъ. 

Примгьръ  1. 

/'{х)  =  х^  —  х^—Ах^  +  2х^  +  Ьх^  —  х  —  2  =  0 
1'{х)  =  6х^  —  5х^—  16а;'»  -\-  6х^  +  ^Ох—  1 


>  Т-.  -  «    «"    »■  I   •  ^1 


дал-Ье: 


/^3  =  1 

±-  =  ф^=  (х—2)  (х—1){х+1)  =х^  —  2х^  —  х  +  2 
п 

^  =  Ф^  =  {х—1){х+1)^х^—1 

/2 

^  =  Фз  =  д;+1 

/8 


01     _  _ 

^2 


Фа 


=  х  —  1  =  Х, 


—  =  а;-г1  =л.5 


=  а;+1=Х 
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Изъ  написаныыхъ  выражон1й,  очевидно,  сл'Ьдуетъ,  что  корпи  данпаго  урав- 
нешя  суть:  дг,  =  2,  Х2  =  1  и  х^  =  —  1,  тъ  коихъ  первый  простой,  вто- 
рой двойной,  а  трет1Й  тройной.  СлЬдовательпо: 

/•(,)  =  (.г- 2)  (.г -1)2^+1)' 
Примщ)ъ  2. 

/*(х)  =  л«  +  .^'7_8.г«_Ггг'^  +  21.г^  +  '^'-^  — ^2''  — •^•^  +  •'^  =  0 
/•'  (:г)  =  8.г7  +  7т^'  —  48д.-^  —  Шк'  +  84./;»  +  27.г2  —  44.1;  —  4 

/•,  =  х'  +  .^^—  З.г2  — .г  +  2 

{>  =  X  —  1 

Ф,=х^  — 5а;^  +  4     ,     0^  =  •^^  + 2.^-  — д:  — 2     ,     Ф.^  =  т—1 
и 

Сл-Ьдовательно: 

1'{х)  =  (5:-2)(^2+:и-Ь2у-2(.г-1  Я  =  (х—2){х+\У{х+2У^{х—\у 

Очевидно  корни  даннаго  уравиен1л  [{х)  =  0  будутъ:  2,  — 1,  —1,  — 2, 
—  2,  1,  1,  1. 


ГЛАВА    VI. 

Преобразован1е   уравнен1й. 

§  49.  Не  зная  корней  уравпен1*я,  можно  его  преобра:юпать  въ  другое, 
коего  корни  им1'.ютъ  извЬстную  сня.и»  съ  корнями  даннаго  уравнен1я.  Та- 
кое преобразован1е  выгодно  въ  томъ  отношен1и,  что  данному  уравиеи1ю 
можно  дать  такую  фо1)му,  1гь  которой  его  удобнЬе  изслЬдовать. 

Задача.  Цреобразовать  уравнен1е: 

/'(х)  =  ацХ'^ -\- а1Х^'~^  ~{-а2Х''~'-{-  ....  -{-  ан-]Х-\-ап  =  0  (1) 

въ  другое,  коего-бы  корни  были  въ  X  разъ  больше  корней  даннаго? 
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Р^ыиенге,  Если  х  есть  корень  даннаго,  а  у  корень  искомаго  уравне- 
Н1Я,  то  мы  должны  им-Ьть  у  =  X  г.  Оиред-Ьляя  д;  =  -^  и  вставляя  въ  урав- 
нея1е  (1),  найдемъ: 

«оУ"  +  Ч  2/—^  +  >  ^а2у**-М-  .  .  .  .  +  >"  -'а|.-1У  +  ^•'а^  =  О  (2) 

корни  этого  уравнен1я,  каждый,  въ  X  разъ  бол^Ье  корней  уравнен1я  (1). 

Изъ  формы  уравнен1я  (2)  видно,  что  для  такого  преобразовашя  на- 
добно помножить  вс']^  коэфиц1енты  уравнешя  (1)  на  X  въ  степени  равной 
индексу  въ  коэфиц1ент'Ь. 

Прилчьрь  1.  Найти  уравнен1е,  коего  бы  корни  были  въ  два  раза 
больше  корней  уравнен1я: 

Зя;*  —  4^8  +  4ж»  —  2д;  + 1  =  О 

Отвп»ть. 

Зж*  —  8д;»  +  1вж2  —  16д;  + 16  =  0. 

Примгьръ  2.  Найти  уравненхе,  коего  корни  въ  три  раза  болЬе  кор- 
ней уравнешя: 

1х^  —  Ъх^  +  ^х  +  2  =  0 

Отвгьтъ. 

7х^  —  15^2  +  54л;  +  54  =  0. 

Задача.  Преобразовать  уравненхе  (1)  въ  другое,  коего-бы  корни 
имЪли  противные  знаки  съ  корнями  даннаго  уравнешя  (1)? 

Ргыиенге.  Надобно  только  въ  уравненш  (2)  положить  Х  =  — 1,  что 
даетъ: 

аа^""  +  (-1)  а,у--' +  (-1У  а,у- +  (-1У  а,у-'' + + 

+  (— 1Г-1а„^1у-|-(— 1Гап  =  0  (3) 

или: 

<5^оУ**  — ^1У''""^  +  «ау"""2  — а8у"""^+  .  •  •  •  ^ап-1у^ап  =  0         (4) 

смотря  по  тому  будетъ-ли  п  число  четное  или  нечетное. 

Изъ  формы  уравнен1д  (3)  вцдимъ,  что  для  этого  преобразован1я  на- 
добно только  перем'Ьнить  знакц  у  членовъ  стоящихъ  на  четныхъ  м']Ьстахъ, 

Примгьрь  1,  Найти  уравнен1е,  коего  корни  им-Ьють  противные  знаки 
^ъ  корнями  уравнен1я; 

я:*  + 7л:*  + 7а;^  — 8д;2  +  Д?+ 1  =0 
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Отвтппг. 

х-'  —  1х*  +  7л-^  +  8х^'  +  д-  —  I  =  О 

Щтмщуь  2,  Тотъ  же  вопрос!»  треоуотсл  р'Ьшить  и  для  уравиоп1л: 

З.Г*  —  5.Г»  —  7т^  +  2х  —  3  =  О 

Яд;^  +  '''>.^^^  —  7.г2  —  2.Г  —  3  =  О 

Задачей  Преобразовать  уравноше  (I)  В7.  другое,  въ  которомъ  ко;»фн- 
Ц1ентъ  у  перваго  члена  бьглъ  бы  равепъ  единтН/?     •  <       '  ■      '  >    ^     :    ''»'»'•-   г 

Р»ьшен1е.    Если    въ  уравне1пи  (2)  сдЬлаем'ь  Х  =  ао,  то  это  уравнеш'е 
приметъ  форму: 

откуда  сокращая  па  гг^,,  пайдемъ  искомое  уравпен1е:  X 

У"  +  а, I/"-*  +  г/оГ(о2/"-2  +  а1а^у''-^  +  .  •  •  +  г/о"-'^.-1?У  +  ^'о'"  '^п  =0     (5) 

сл'Ьдовательно  надобно  только,  для  ;)Того  преобразования,  ко:)фи1иенты,  на- 
чинал съ  третьяго,  помножить  па  а^^,  а^у^^  а,)^,  .  .  .  ,  п^'~^. 

111пшщ}ь.  Дано  уравиеп1е: 

З.т'»  —  2х^  -Ь  .'^  +  4г2  —  х+\^0 

Отв^ьшъ: 

?/•'  -  21/  +  3//'^  -Ь  т/  —  27 у  +  81  =  0. 

§  50.  Мы  вид'Ьли  выию,  что  если: 


I/ 


I 


то: 


/•(:Г+Л)  =  А-*^) +  /'/■' (г)  +  ^'\ГИ+  .   .   .   + 

Л"  *  Л" 

"^  1 .2.3  . . .  п— 1  '^ '     ""'"  К  2.3  ...и'    ^ 


(V 


или: 


я.+л)=л/.)+л*)-+';-;|'..-ь..+ /2"  1  '■"+ [^'.->-  <»' 
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такъ  какъ 
а 

ПЮ   ,   ПЮ   ,   ПЛ) Л-ЧЛ)    .   ГЧЛ) 

суть  лроизводныя  функц1и  (6),  въ  которыя  вм^^сто  X  подставлено  Д;/>  ^^- 
/•"(А)  1.2.3...П— 1  ,    ,  1.2.3...П— 2_ 

=  ~^-''^~-^-  аоЬ^  +  (п  фл )  а,  А  +  а,  (9) 

Очевидно  корни  уравнен1я: 

Г(х  +  Н)  =  0 

меньше  или  больше  корней  даннаго  (6)  уравнешя  количествомъ  А,  смотря 
потому  будетъ-ли  А  количество  положительное  или  отрицательное. 

Задача.  Преобразовать  уравненхе: 
/*(д;)  =  аох"  +  а12;"~^  +  а2а;"'"^+  ....  -}- ап-\х -\- а*"  =  О         (10) 

въ  другое,   котораго-бы  корни  были  меньше  или  больше  корней  даннаго? 

Р1ыаенг€.  Положимъ  х=^у-\-Н  и  подставимъ  это  выражеше  въ(10), 
то  найдемъ: 

Ау+Л)  =  а^Г  +  (паоА-и )  у»-^  +  { "^^^^  а,П^  +  (п-1)  а^  А  +  о^  [  у--«  + 

+ +Г(Л).у  +  т)  =  0  (11) 

корни  этого  уравнен1я  будутъ  больше  или  меньше  корней  уравнешя  (10), 
смотря  потому  будетъ-ли  А  количество  отрицательное  или  положительное. 

Пргтгьрь  1.  Найти  уравнеше,  коего  корни  меньше  четырмя  едини- 
цами корней  уравнешя: 

х^  —  Ъя^'\-1х^—Пх+\\  =0 

Оп%в1ьтъ,  Если  вм']Ьсто  х  поставимъ  у-^-^у  то  искомое  уравнен1е  бу- 
детъ: 

у*+  11у8+  43у«+  55у  —  9  =  О 

Иргштьръ  2.  Найти  уравнен!е,  коего  корни  больше  двумя  единицами 
корней  уравнешя: 

4д:^  — 2д;3  +  7л?  — 3  =  0 
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Отв)ъть.  Подстаиллл  вместо  .г  величину  у  —  2,  пайдемъ: 

V  —  Щ^  +  ^'^^У'^  —  ^'^^1Г  +  '^ОЯу  —  129  =  о 

§  51.  Съ  помои1,т.ю  такого  иреоб1)азован1я  можно  выбросить  изъ  урав- 
пен1я  (10)  одинъ  изъ  его  члоновъ,  что  часто  облегчаотъ  р'Ьшеи1е  уравнеп1л. 

Если  въ  нреобралованномъ  уравнен1и  ( 1 1 )    положимъ  т1%  ~{-  г/|  =  О, 
то  въ  иемъ  педостаетъ  вто1)ого  члена;  если: 

то  въ  нреобразоваппомъ  уравнеи1и  (И)  педостанегь  третьяго  члена.  Оче- 
видно, для  этого  надобно  р'Ьн1Ить  уравнение  второй  степени  относительно 
Л,  а  сл1'.довательно  мы  будемъ  имЬть  два  такихъ  нреобра:юван1я.  Удале- 
ние чствертаго  члена  ить  уравнения  (11)  требуеть,  очевидно,  р1инен!я  урав- 
нешя  3-ей  степени  относительно  Л  и  т.  д.  Чтобы  выбросить  носл'1.дн1Й 
членъ  надобно  рЬшить  данное  уравнеп[е  /'(//)  =  О, 

Прим)ьръ  1.  Выбросить  изъ  уравнения: 


.1-^  —  (кг-  +  4.Г  —7=0 

второй  членъ? 

Отв)ьтк  Ура1П1ен1е  п/(^{-{-(11=-0,  въ  ;т)мъ  случаЬ  будетъ  1М1  —  0  =  0, 
откуда  Л=2.  Следовательно  надобно  корни  данпаго  уравнения  уменьнтть 
на  два.  Искомое  уравнеп1е  будетъ: 

у'^—8у—1Ь  =  0 

ГТримщп  ;>,  Выбросить  и:л.  уравнен[я: 

х^  —  Ах^  —  I  Я.г'-  —  Я.г  +  2  =  0 

трет1й  членъ? 

Отв}ьтъ,   У1)авнен1е: 

"''^Т.7^'^  «о/^^  +  {п-\)а,к  +  а,  =  О 
въ  этомъ  случаЬ  сд1',лается: 

С/г— 12Л  — 1^  =  0 

откуда: 

Л  =  3     и     Л  =  —  1 

АЛГКВРАИЧ.    АИАЛИЗЪ.  И 
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Сл-Ьдонательно  такое  преобразован1е  можно  сд1^>лать  двумя  способами:  умень- 
шая корни  даннаго  уравнешя  на  3  или  увеличивая  ихъ  на  1.  Въ  пер- 
вомъ  случае  искомое  уравненхе  будетъ: 

»*+8у8— 111у— 196=-0 
а  во  второмъ: 

Если  бы  корни  квадратна  го  уравнен1я  были  мнимые,  то  такого  преобра- 
зован1я  сделать  нельзя. 

§  52.  Во  многихъ  случаяхъ  изсл'Ьдован1й  гораздо  удобнЬе  писать  по- 
линомъ  /'{^х)  съ  коэфиц1ентами,  сопровождаемыми  биномальными  коэфищен- 
тами,  именно: 

С{х)  ==  «0^**  +  па^х**''^  -\ — -  -  «2^;**"'  -1-  . . .  +  псцг^хх  +  аи  =  о      (12) 

Какой  бы  ни  былъ  данный  полиномъ,  его  всегда  можно  написать  въ  этой 
формЪ.  Для  краткости  мы  будемъ  употреблять  сл-Ьдующее  символическое  изо- 
бражен1е  такихъ  полиномовъ: 

/*„  ( гг )  =  ао^г"  4-  па^х^-^  Н — —  а2^^"-^  + +  па^^гх  -\-  а,, 

1  •  ^ 


А(^)  =  <^а^^  +  4^1  х^  +  ба^х^  +  4а^х  +  ^4  (13) 

/з(^)  =  б^оЖ*  +  ^(^1^^  +  За2Ж  +  аз 

/\(ж)  =  аоЖ  +  «1 
/о(а?)  =  ао 

иногда  мы  будемъ,  для  простоты,  писать  просто:  /;. ,  А-! , . .  ./"в, /2,  Л-  Та- 
кое обозначеше  удобно  потому,  что  производная  отъ  полинома  /"«(а:)  всегда 
равна  полиному  /*м.1(а;),  умноженному  на  п,  т.  е.  мы  всегда  им'Ьемъ: 

Гп(Ю  =  П^«^1(Х)        или        -^  =  пГн^1 

ОХ 
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Т.  е.  какъ  будто -бы  диффороицнрошип'е  совершаетсл  но  индексу  п,   Ксякъ 


.'< 


по  степени  х\ 


При  такой  форм'Ь   полинома   /'(.г)    полиеомъ   /'(//  +  /0    будетъ   имЬть 
форму: 

гд'Ь: 

/;(/0  =  ^/,,/г^4--5<'1/<^  +  -К>/<+^'з     и     т.  д.  (14) 

>5  53.  Иуоаческое  1Ц)(\внси(с.    Приложимъ  сказанное  пыпю    къ  кубиче- 
скому уравнеи1ю: 

ОууХ^  +  3^;,./;^  +  ?т.ух  -}-  а^  =  0  (15) 

Если  положимъ  ■с='!/-\-Ь,  то  найдомъ: 

Если  желаомъ  выбросить  въ  уравнен1И  (15)  второй  члепъ,  то  к  должно 
удовлетворить  уравнен1ю  а„Л  рг/1=0,  откуда  Л= —  ^  •  Следовательно 
ИоХ  -{-  а,  =  а^^^^. 

Подставлял  ^то  :знач1М11е  к  въ  уравненге  (И)),  найдомъ: 

^'о/У'^  "!  -  •'^'^'о  ((1^)((2  —  (''^\ )  //  +  ('о^(^^.^  —  •^>^'о<'1  ('2  +  2^^^  =  ^^  (17) 

ко;и|)иц1'енты  б/о^'^з  —  (/-I  и  бГ;^/^  —  Зб/о'/1^'2  + '-^^'^1  нмЬютъ  весьма  важное 
значен1е  въ  теор1И  кубическихъ  у^китеп^й,  а  по:п'ому  они  о:шачаютсл 
особенными  буквами  II  и  О: 

(^0(^2  —  «"^1  =  ^1     ^     ^Г7'з  —  ''^аоща^  +  2а^1  =  Сг  (18) 

сл1^довательно  уравнение  (17)  будетъ  имЬть  форму: 

^'У +  3(/о////-1-^г  =  0  (19) 

полагал  еще  и^!/  =  (({>-^  ^  (^1  ="  -,  оно  сдЬлаетсл: 

въ  этой  форм!,  какъ  увидимъ  ниже,  рЬшаетсл  кубическое  уравиен1е. 
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Такъ  какъ  0^=аоу  =  а^x-\-а^,  то  данное  кубическое  уравнеше  (15) 
тождественно  съ  уравнешемъ: 

{ооХ  +  ахУ  +  ЗН^а^+ах)  +  0  =  0  (21) 

Если  XI,  Х2,  х^  суть  корни  уравнешя  (15)/ то  корни  уравнен1я  (20)  бу- 
дуть: 

За 
но  д:1+д:2+^8  = ^   следовательно  корни  уравнен1я  (20)  будутъ: 

До 

-^  (2x1— «2  — ягз)     »     -^  (2Ж2— ^11  — ^1)     1     ^  (2л?з  —  Л",  —  д^а)       (22) 

Сумма  ихъ  равна  нулю,  сумма  произведешй  по  два  равна  ЗЛ,  а  произ- 
веденхе  ъ(Ллъ  трехъ: 

Л  а1  {2хх  —  х^  —  х^)  (2а?2  —  ^'ъ  —  ^х)  (23^8  —  ^\  —  лга)  =  —  ?(^(х. 

Ёсли-бы  требовалось  выбросить  изъ  уравнешя  (15)  2-й  и  3-й  члены  вм^ЬсгЬ, 
то  необходимо,  чтобы: 

аоЛ  4"  <2^1  =  О     и    аоЛ*  +  2а\Ь -}-  аа  =  О 

сл']Ьдовательно  Л  должно  удовлетворять  обоимъ  услов1ямъ;  исключая  Л 
изъ  этихъ  уравнешй,  найдемъ  сл1^дующее  уравнен1е  между  коэфищентами 
«0^  —  л*1  =  -Н'=  0. 

Иримгьрь.  Выбросить  изъ  уравнен1я: 

х»  + 6x2+ 12а?— 19  =  0       х'*  :  ^x^.'  ^^л.^     г 
второй  членъ? 

Отв^ьтъ.  Л  должно  удовлетворить  уравнеше  аоА+а|=0  или/*+2  =  0, 
А  =  —  2,  откуда  найдемъ: 

у8  — 27  =  0 

сл-Ьдовательно  вм']Ьст^^  со  вторымъ  членомъ  уничтожается  и  трет1й,  т.  е. 
—  2  удовлетворяетъ  и  уравнен1Ю  а^к^  +  2ах}ь  +  ад  =  0. 

§  54.  Биквадратное  уравнеше.  Если  уравненхе: 

а^х^  +  4а1Я?^  +  ^а^х^  +  ^а^х  +  а*  =  О  (23)* 

преобразуемъ   подстановленхемъ  х  =  у  +  Н   и  опредЬлимъ  Н  изъ  уравне- 
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П1Я  а^^1^-\-а^  =  0,  то  найдомъ: 

аУ  +  (411111/  +  4г/о(г^  +  («Х  —  4(/^а,  а,  +  Ги/о«^1  ^«2  —  -^^  \ )  =  О      (24) 
посл'Ьдн1Й  члемъ  въ  этомъ  уравнен1И  можпо  нависать  въ  формЬ: 

Конторой  части  ^)Г0Г0  тождества  фупкщя  ко:)фии1ентовъ  ^^/(4 — 4г/1г/з-ЬЗа^о 
им'Ьетъ  весьма  важпое  значение  въ  теории  уравнеп1й  4-11  степени,  а  поэтому 
ее  означаютъ  особенной  буквой  ./^ 

следовательно  носл'Ьдн1*й  членъ  уравнепгя  (24)  или  тождество  (25)  будетъ: 

а  уравнен1е  (24)  сделается: 

(1^1/  +  (]^^;^/^/^^+  4^./;^  +  аЬТ,  -  ню  =  о  (28) 

Если  положимъ  а^у  =  2,  то  найдемъ: 

''  +  ся.-  +  '^(^^  -Ь  пЫ!  —  :>Я2  =  о  (2!)) 


;?" 


Такъ   какъ   -2?  =  ао/у  =^аи^* -Н  ^'ь  то  уравнен1е  (2Н)  тождественно    съ  урав- 
нен1емъ: 


Если  корпи  уравнен1я  (23)   суть  .г,,  г^,   /з,  -с^,   то  корни  уравнешя  (2^0» 

-  ^-х  =  - 


очевидно  будутъ,    замЬчая  что  и\  +  Х2  +  .^з -|     •  —  ' 


^'0 
-  (ЗХ,  —  Х2  —  .Сз  —  Х^)       ,         --'    (8.Го  —  XI  —  ./'з  —  Г^) 

4  4 

"Г  (3/3  —  ^4  —  ^2  —  •^1 )     1      ^ л  (З.Г4  —  и:,  —  То  —  ^'з) 
4  4 

Сумма  этихъ  корней  равна  1гулн):  сумма  нр()ИУВоден1И    но  два  равпа  -  .,  , 

и} 

сумма  нроизведен1И    по  три    равна .,  ,  а  произведете  всЬхъ: 

а? 

«о(З.Г|  —Х2 Д^з Л:4)(ЗГ2 Х^—Х^—Ху  )  (З.Гз— .'^'4 ^  I  —Х2)(Щ Г]  —^2—^:3)  = 

=  25С(^/г;/,  —  37/2)  (31) 
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Есть  еще  одна  фун!СЦ1я,  составленная  изъ  коэфнц1ентовъ  уравнен1я  4-й 
степени,  которая  им4етъ  также  большее  значенхе  въ  теор1Н  этого  уравне- 
шя,  именно: 

«о^^ч  +  2»!  а2а^  —  аоа%  —  а^^  а^  —  а^2  =  ^2  (32) 

иоэтому  и  ее  означаютъ  особеннымъ  символомъ  еТ^.  Мы  ниже  увидимъ,  что 
между  функщямн  //,  6г,  «71,  ^^  существуетъ  следующая  зависимость: 

(;2^  4Я»  =  а\{Ш1—аМ  (33) 

§  55.  Задача.    Преобразовать  данное  уравнен1е  въ  другое,    котораго 
корни  были-бы  обратны  корнямъ  даннаго  уравнен1я? 

Ргыиенге.  Пусть  данное  уравнен1е  будетъ: 

Дл;)  =  аоа;"  +  а,  ««-^  +  а^х""-^  + .  •  •  +  ап-хх  +  ап  =  0  (34) 

Чтобы  корни  даннаго  уравнешя  были  обратны  корнямъ  искомаго,  на- 
добно  положить   д;  =  —  .  Подставляя  это  значен1е  въ  уравнен1е  (34)  най- 

демъ  посл'Ь  приведеп1я: 

а,,1Г  +  оп-гу""-^  +  ая-2у"-'+  . . .  +  а,у  +  «о  =  О  (35) 

]       Случается  часто,  что  уравнен1е  (35)  тождественно  съ  даннымъ  (34),  т.  е. 

уравненхе  не  и:ш'Ьняется,  если   въ  немъ  замостить  х  чрезъ  -   .     Уравне- 

Н1Я  им1>ющ1я   это  свойство    называются   взаимными,    Сл']Ьдовательво,   если 
I      уравнеп1е  /'(.г)  =  0  есть  взаимное,  то  мы  должны  им'Ьть:    . 


М 


=  иу(-1) 


гд'Ь  X  есть  множитель  назависимый  отъ  х. 

Для  опред'Ьлешя  Х  положимъ  л;=1,  или  ж  =  — 1,  то: 

/•(1)  =  Щ1)       и       А-1)  =  1(-1)"А-1) 

Если  -|-1  и  — 1  не  удовлетворяют  ь  у равнешю  Ал)=0,  то  очевидно  Х=1, 
если  степень  уравнен1я  есть  четная,  т.  е.  если  п  =  ^*.  СлЬдовательно,  въ 
этомъ  случа*,  мы  им-Ьемъ:  ^ 


Х)  =  Х*Г(^) 
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откуда  легко  1шд1,ть,  что  форма  ураииеш'л  Дг)  :=  О  будетъ: 

+  .  .   .  "[-щх-]-  0^  =  О  (30) 

т.  е.  коэфицюиты  у  членоиъ  равноотстолщихъ  отъ  концоиъ  равны. 
Уравнеи1е  (36)  можно  написать  въ  формЬ: 


Положим».: 


.г  .г'" 


Умножая  ?/  па   ?>„-  1 ,  пайдемъ: 


1      /  1     '  1  I 


г"'  - 


или: 
откуда: 

Г  т  =  уГт-Л  Лш     2  (38) 

Очевидно,  что   Го=2,  а  1\=у  -    Давал  числу  т  :шачон1л  ?>/ =  2,  3,  4,  Г),... 
найдемъ  изъ  (38)  рлдъ  уравпеи1й: 

и,  =  у'-  ц 

г,  =  у'  -  4/у2  +  2 
Г^  =  //"'  — -^  +  •''// 


(39) 


Соображаясь  съ  этимъ,  уравненхе  (37)  можно  написать  въ  формЬ: 

степень  его  на  половину  ниже  степени  даннаго.  Пусть  его  корни  будутъ: 

У}      ,     У2     у     Уз     у     у     У\^ 
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такъ  какъ  у  =  г  Н ,  то  будемъ  имЬть  систему  уравнен1Й  второй  стеиени: 

X 

а;  +  — =  У1     .     х-Г—уз     ,     ..-.     .     «  +  — -  =  У|^ 

или: 

л?^— ^1^+1=0    ,    х^  —  у2Х+1=0    ,  .  .  .  ,    х^  —  у^Х'\-1=0     (41) 

Такимъ  образомъ  р'Ьшен1е  уравнен1я  (36)  сводится    на  р'Ьшен1е  системы 
квадратюк  уравнеи1Й,  если  предварительно  р1^шено  уравнен1е  (40)  |х  степени. 

Иримгьръ  1,  Пусть  данное  уравнеше  будетъ: 

Д.4  ^  Д.З  _|_  ^,2  _|_  д.  _|_  1  __  о 

оно  взаимное.  Разделяя  всЬ  его  члены  на  л;^,  найдемъ: 

^'  +  ^2  +  -^  +  ^+1=0 

откуда  соображаясь  съ  (39),  найдемъ: 

у2  +  у-1=0 
р-Ьшая  будемъ  имЪть: 

—  1  +  1/5                     —  1  — |/5" 
Ух-- 2    ~      "     ^'"^ 2 

а  на  тЬмъ  остается  р'Ьшить  два  уравненхя: 

х^  —  У1я;+1=0     и    х^  —  у2^+1=0 

Примгьръ  2.  Найти  уравненхе,  котораго  корни  суть  обратны  корнямъ 
уравнешя: 

ж*  — Зл:8  +  7а;2  +  5а;  — 2  =  0 

Отв1ьтъ. 

2у4_5уЗ_7у2^3у— 1  =0 

Пргшгьрь  3.  Р-Ьшить  взаимное  уравненхе  х^ — 2х*+3а;* — 2а;^1=0? 
Отв1ьтъ. 


''*+^-2(*'+^)+2=^ 
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Но 


СтЬдовательно: 


Г,  =  7/^-4^2+2     ,     Дз  =  у2_2 


откуда: 


I/*  —  Г)//2  -}-  О  =  О    или   и/ — 3)2  =  о 


1/2  =  3     ,     а     ?/  =  ±1/з. 


§  50.   Вс'Ь  предъидуицл  11реобрааопап1л  заключаются    въ  сл-Ьдующей 
общей  зависимости: 

^       Т^  +  ^" 
гд1;  а,  Р,  у,  8  суть  произвольпил  количества. 
Откуда: 

х=-      '^--  (42) 

Т?/  —  а 

иодставляя  это  выражет'е  въ  уравпен1е  ^{х)  =  О,  найдемъ: 


Н  ^^^-±7^  ]  =-  О  (43) 


VI  —  « 


Такъ  какъ  въ  выражеи1и  (42)  входя  гъ  три  ироизвольпыя  постол пныя, 
отношен1е  трехъ  къ  четвертому,  то  можно  ;^тими  тремя  произвольными 
постоянными  такъ  располагать,    чтобы  уравнеи1е  (43)  сделалось  ироп^е. 

Примщуь,  Пусть  данное  уравпен1е  будеть  кубическое: 

({х)  =  а^г?  +  Зг;1.г2  +  "^«2^  +  «3  =  0  (44) 

Если  въ  него  подставимъ  вместо  х  его  выражеи1е  (42)  чрезъ  у,  то  най- 
демъ носл'Ь  вс'Ьхъ  приведоп1й: 

Лу'  +  :^^12/^  +  ЗЛ//  +  ^3=0  (45) 

гд-Ь: 

Л  о  =  </83  —  Щ  5^7  +  Яг/,,^у2  —  «зТ^ 

Л^=       $  {  -  (ф  -1-  а,  (аВ+?7)  -  «2П }  +  Т  { сф  —  ао  (аВ+37)-}-«зат} 

(40) 

^2  =  —  ?  {  —  (ф  +  а,  (а$  [-Зт)  —  «^2Т  }  —  51  {  а,  ЭВ  —  аз  (а$+Рт)  +  «зат } 

Лз  =  —  аоР''  +  '^«1  Р^а  —  3«2ра^  +  «з»' 
Таковы  ко:м|)иц1енти  въ  преобразоваппомъ  уравиен1и  (45).  Такъ  какъ  а,  3,  V»  ^ 
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суть  величины  произволъныя,  то  ихъ  можно  такъ  определить,  чтобы: 

^1  =  о       и       Ла  =  о 

такимъ  образомъ  уравнен1е  (45)  сдЬлается: 

Лу'  +  ^з  =  0  (47) 

Въ  выражен1и  (42)  величины  а,  ^,  у,  &  не  должны  удовлетворять  уравне- 

Н1е  а5  —  ру  =  О,    въ  противномъ  случа-Ь  будемъ  им*ть  д;  =  —  .   Если  эта 

зависимость  между  а,  ^,  у,  &  не  существуетъ,  то  въ  выраженхяхъ  (46) 
для  ^1  и  А^  коэфищенты  при  8,  у  и  при  — 8,  — у  должны  быть  равны 
нулю,  въ  противномъ  случае,  исключая  эти  коэфицхенты  изъ  уравнешй 
^1  =  0  и  ^2  =  0,  мы  бы  нашли  а5  —  ру==о,  что  противор'Ьчило-бы  пред- 
положен1ю.  Итакъ  необходимо  чтобы: 

аоР8  —  ах  («5  +  ^у)  +  а^^  =  О 

а,  РЗ  ~  02  (сЛ  +  Рт)  +  «з^Т  =  О 

разд'Ьляя  06*6  части  этихъ  уравнен1Й  на  ау,  найдемъ: 

&   г 

«о 

а 


откуда  найдемъ: 


Р^  _5  _  а! «8  —  а^2  А  4-  -  =  ^^^  —  ^^^^ 

«    Т        «0^  —  «^1       '       ^       Т        «о«2  —  л*1 

или  вводя  обозначешя  аос^ — а\=^Ну  а\а^ — а\  =  112^  аф^  —  а\а^  =  2Н\ 
найдемъ: 

а  ■  у         Я       '       а  "^  у        Я 

Изъ  этихъ  выражен1Й  видно,  что  —  и  —   суть   корни   квадратнаго  урав- 
нешя: 

Я<«  — 2Я1<  +  Я2  =  0  (48) 

Очевидно  можно  положить  а  =  у  =  — 1;  въ  этомъ  предположснш  корнями 
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уравнешя   (48)   будутъ  ь^  и  8,    а  Ао  и  А^  будутъ  вы1)ажен1я,  полученныл 
вставляя    въ  данное  уравнеи1*е  (44),    —  3  и  —  5,  именно: 

л  =  д^)  ,  А,  =  -т) 

Сл'Ьдовательно  будемъ  имЬть: 
Соображаясь  съ  (42)  найд^мъ: 


•(8) 


3 
3 

/ 


т 

§  57.  Задача.    Преобразовать  данное  уравнеи1е    въ  другое,  котораго- 
бы  корни  были  равны  квадратамъ  корней  даннаго? 

Ргьшете,  Пусть  данное  уравненхе  будетъ: 

чтобы  корни  искомаго  уравиеп1я  были  равны  квадратамъ  корней  даннаго, 
надобно  положить  у  =  .6^  откуда  ж  =  I  ^ .  Подставляя  въ  данное  уравне- 
ше  вм'Ьсто  X  его  выражен1е,  получимъ: 

п  п—\  п— 2 


откуда: 


п  п— 2  л— 4  /         п— 1  н— 3 

«0Я+а2У    -     +«4^~2'+    •    •     .    =  —  к!/"2'+«з//~2     + 


возвышая    въ  квадратъ  обЬ    части    это1'о   у1)авиен1я    и  дЬлая  приведен1е, 
найдемъ: 

0:11/  +  (2(^0^,  —  а\ )  г/-^  +  (2^/0^4  +  а\  ~  2^1(^3)  г/-'  +  .  .  .  =  О 
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ГЛАВА  УП, 


ОпреА^лители. 

§  58.  Во  всемъ  сл^^дующемъ  необходимо  знать  свойства  функщй,  ко- 
торыя  изб'Ьстны  въАнализ'Ь  подъ  именемъ  опредп»лител€й.  Свойства  этихъ 
функц!й  завсбчательны  въ  томъ  отношен{и,  что  съ  помощью  ихъ  совер- 
шаются преобразовашд  и  доказываются  различныя  предложеЕ1я  чрезвы- 
чайно просто,  поэтому  въ  настоящей  глав-Ь  мы  изложимъ  самыя  главныя 
свойства  опред^Ьлителей  и  н^Ькоторыя  ихъ  приложен1я. 

§  59.  Возьмемъ  произведен1е  изъ  п  множителей  О}  &2  ^з  ^4  •  •  ^  и* 
оставляя  алфавитяый  порядокъ  буквъ,  будемъ  перем'Ьщать  индексы,  отъ 
такого  перем^щешя  нолучимъ  1.2.3...(п — 1).п  такихъ  произведешй, 
каждое  изъ  п  множителей,  во  вс^  эти  произведенхя  войдутъ  п^  множителей, 
такъ  какъ  каждая  изъ  буквъ,  отъ  перем'Ьщешя  индексовъ,  получить  п 
значешй:  ах,  а2^->ап]  &1,  Ъ^^.-Ъп  и  т.  д.  Если  каждому  изъ  произведешй, 
полученныхъ  отъ  перем']^щеп1я  индексовъ  дадимъ  поперем'Ьнно  знаки,  то 
-|-,  то  — ,  и  возьмемъ  алгебраическую  сумму,  то  эта  сумма  называется 
апредтьлителемъ  п-ю  порядка.  Эта  функщя — определитель  состоитъ  изъ 
1 .  2  . 3 . . .  п  членовъ,  въ  каждомъ  числ^  п  буквъ  съ  различными  индексами, 
которые  называются  элементами  опред'Ьлителя,  число  элементовъ  равно  п\ 

Опред'Ьлителя  или  функц1Ю  такъ  составленную  означаютъ  символамы: 


((Н^^ъ  •••?») 


2<  иЬ  (цЪхСх .  • .  .  2п 


(1) 


«1 

ь, 

С1 

й,       . 

.      11 

яя 

Ъ, 

Са 

Й2       . 

•       12 

«8 

ъ. 

С8 

Й8      . 

.     к 

• 

О» 

•        • 

• 

Сп 

>              •             • 

.    1п 

(2) 


Первое  обозначеше  самое  простое,  второе  напоминаетъ  образован1е 
опред'Ьлителя  и  законъ  знаковъ,  а  третье,  самое  удобное  для  изсл*Ьдован1й, 
и  поэтому  вошло  во  всеобщее  употреблен1е.  Въ  посл-Ьднемъ  символ*  гори- 
зонтальные ряды  элементовъ  называются  горизонталями,  а  вертикальные 
ряды — колоннами,  Членъ  опред-Ьлителя,  который  состоитъ  изъ  элементовъ, 
находящихся  на  д1агонали  квадрата  (2)  а1&2Сз***^  называется  главнымъ 
членомъ,  изъ  него  образуется  опред']^литель;  другой  д1агональный  членъ 
состоитъ  изъ  т'Ьхъ  же  элементовъ,  только  индексы  ихъ  идутъ  въ  обратномъ 

ПОрЯДК'Ь,  именно:  аг^>п-'ХСп-2  •  •  •  А^з?!* 
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Вместо  «>уквъ  часто,  и  даже  въ  полыней  части  случаевъ,  тпотреоляютъ 
ОДНУ  бткву  съ  двойнымъ  нндексомъ  п.^,  перпый  нндексъ  соот1^Ьтствуетъ 
различнынъ  буквамъ,  а  второй  соответствует ь  ипдексамъ  при  буквахъ: 
при  такомъ  спосооЬ  оСю.значен1я  .иементовъ,  определитель  об^иьзуется  п.уъ 
проиаведен1я: 

перемЬщенгемъ  вгорыхъ  индексовъ.  оставлял  первые  Гкчзъ  илм1.и»'и1л.  Сим- 
волы, представляющ1е  опр*'д1^лителя.  будутъ: 


( ^Л  1      (1->-^     ^'ЗЗ ^'».и' 


33 
V   — 


(•^:> 


((ц    (122    ^':33    •     *    "    •    ^""' 


(4) 


^'И        ^':2        ^'13        •        •        'П.*        .        .       (Пи 
^21       (12?       "_>3        •        •        ('2к        .        •       ((2и 

''31      ^'з2     '''зз      •     •     ^'з;-      .     .     ((гг, 

(1а         (112         ((гг         .        •        (11к         .        .        (1п 
Л,(1        ^„2        Он',       .        .        И,.к       .        .       (1,4 

Д1агона,1ьные  члены  будутъ: 

«^«22^^33    •    •    •    (^ип         И         ((1п(12п-1(1гп-2    .    .    .    (1и^1  (5) 

Элементы  въ  горизонта.1яхъ  иногда  отдЬляютсл  другъ  отъ  друга  запятыми: 
тоже  самое  зам^тимъ  объ  индексахъ,  безразлично  пишутъ  а, .к  п  (1гк. 

Такой  способъ  изображен1я  определителей  т!,мъ  удобенъ,  что  индек- 
сы у  элемента  показываютъ.  первый — въ  какии  горизонтали,  а  второй — въ 
какой  колонн'Ь  находится  :иементъ.  11априм1^ръ  :аементъ  агк  находится  въ 
1-й  горизонтали  и  въ  к-й  колопн-е  (4).  Элементы  ((,},  и  (/4.  называются  го- 
пряженными. 

Прим7ьръ  1.  Опред-^литель  сигтавлеппый  изъ  произведеп1я  ({^Ь.у  есть: 
это  пред^литель  втораго  порядка,  въ  немъ  два  члена  и  четы1)е  ^иемента. 
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Прилтръ  2,  Определитель  составленный  изъ  ироизведен1я  а1Ь2^  есть: 

и  изображается  символами: 

(«162^3)     ,     21=11а1Ь2Сз 


и 


а]     ^1     С\ 

«2       ^2       С2 
«8       ^8       ^3 


(7) 


ЭТО    определитель  третьяго   порядка;   онъ  состоитъ  изъ  шести  членовъ  и 
девяти  элементовъ. 

Примтьръ  8.   Определитель  составленный   изь   произведен1я   «1 62^3^4 


есть: 


+  «2^1  С4С?з «2^1  ^3^4  +  «г^З^!  ^4 «2^3^^?!  +  «2^463^!  «2^4^!  ^ 

+  аф1С2(1^  —  афхС^й^  +  «з  62^4^1  —  ^36261^4  +  «36461672  —  аф^с^йу 

-|-  «4^1  ^8^2 афхС2(1^  4"  «462^1  ^^ а4Ь2^3^1  ~Ь  «463^2^1   —  6^463^1  (?2 

и  изображаете^!  символами: 


(8) 


и 


3^4)          , 

2 

—  а!  62^3^4 

ах       Ъх 

С1 

с?а 

«2          ^2 

С2 

^2 

«3        Ьз 

Съ 

из 

«4          ^4 

^4 

Й4 

(9) 


это  есть  определитель  четвертаго  порядка;  онъ  состоитъ    изъ  24-хъ  чле- 
новъ и  16-ти  элементовъ. 

§  60.  Обративъ  вниман1е  на  составъ  определителей  различныхъ  по- 
рядковъ  въ  развернутой  форме  видно  почему  Коши  назвалъ  определитель 
термипомъ  знакомгьняюгцая  функцгя  ({опсМоп  аНетёе).  Назваше  опрсд^ьли- 
тель  —  йеЬегтгушЫ  впервые  было  дано  Гауссомъ  въ  начале  настоящаго 
столет1я. 
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Первия  идея  опрод1,лителой,  насколько  ипгГ.стпо,  принадложитъ  Лейб- 
ницу, который  говорить  объ  :ггой  фупкц1п  въ  своемъ  иисьмк  къ  Лопиталю 
(ГНор1Ы)  въ  1()31)  г.  Но  дал1.п'1;йшее  1)а;1вит1е  ;)та  мысль  получила  только 
благодаря  женевскому  математику  Крамеру,  въ  1750  г.,  ука:^ави1ему  за- 
коны образован1я  определителей  и  нЬкоторыя  ихъ  свойства.  Крамеръ  на- 
зывалъ  определитель  2)(М1/льт(иномъ.  Особенно  много  обязана  теор1я  опре- 
Л'Ьлителей  своимь  ра;звит1емъ  ^Гкоби  (.1асоЬ1),  нанисавшимъ  первый  трак- 
татъ  по  этому  предмету  подъ:  „1)е  Гогн1аНо11е  е!  1)горг1е(аНЬия  (кЧегийпаи- 
Ниш",  1841  г.  Съ  :)того  времени  оиред']\лители  сд Стались  предметомъ  из- 
сл'кдовап1й  многихъ  математиковъ,  нрпложившивъ  ихь  сь  успЬхомъ  кт^ 
вопросамъ  анализа,  теор1и  уравнеп1й,  теор1и  чисель,  геометр1и  и  т.  д. 

Определитель  есть,  какъ  увидимъ  ниже,  результатъ  исключен1я  п 
пеизв'Ьстныхъ  изъ  ?г  лииейныхъ  однородныхь  уравнеи1'й ,  или  же  онъ 
есть  об1Ц1Й  знаменатель  у  неизвестныхь  .  опредЬлеппыхъ  изь  системы  п 
линейныхъ  уравнен1Й.  Всл'Кт,ств1е  чего  :^та  функц1я  и  была  названа  К1)а- 
меромъ  рвяулъттпомъ.  Такъ  напр.,  определитель  2-го  порядь*а  (1хЬ-2. — (^2\ 
есть  результатъ  исключения  неизвЬстныхъ  изъ  двухъ  уравнен!»  ахХ-\-Ьху=0 
и  <и^~х-Ь2у=^0,  или  же  обпий  знаменатель  у  неизвГ)СТныхъ,оиредЬленныхъ 
изъ  уравнеп1й  а\^-\-Ь1у-\-с  =  0  и  а.^х  \-Ь111~\-с=^0.  Определитель  3-го  по- 
}шдка  есть  результатъ  исключеп1я  неизвЬстныхъ  изъ  трехъ  уравнений 
г/, .г  -\-Ь^у  -тС\2  =  0,  сых  +  Ь.>у  -\-  СоХ  =  о  и  (('^х  -{- Ь.^у  +  Г;{.;  =  О,  или  же 
обпий  знаменатель  у  неизвЬстныхъ  опредЬлеипыхь  изь  системы  уравнен1Й 

Способъ  обозначен1я  опредЬлителей  двумя  вертикальными  чертами, 
между  которыми  располагаются  его  члены,  билъ  предложепь  въ  пе|)вый 
разъ  Коши  въ  1815  г.  Съ  ::>того  времени  символъ  ;п'отъ  вопкмъ  во  всеоб- 
щее употреблен1е. 

§  61.  Мы  видимъ,  что  определитель  образуется  изъ  ироизведен]я 
«,Ь2Сз^4  ..•')!  переменная  индексы  и  давал  полученпымъ  произведеи1ямъ 
знаки  попеременно,  то  +  ,  то — .  Такъ  какъ  при  переменней  1и  ипдексовъ 
не  наблюдается  никакого  норядка,  то  спрашивается  при  ра^:личныхь  спо- 
собахъ  перем'е1цен1я  ипдексовъ  въ  члене  а,/>2^'з  •  •  •  '»  "^  получатся-ли 
одни  и  т^^  же  члены,  но  съ  различными  знаками? 

Въ  какомъ-бы  порядке  не  перемепнались  индексы  въ  произведен1И 
а^Ь>с^  ,  .  .  1п  при  образовап1И  изъ  пеню  определителя,  следуя  указанному 
правилу  для  знаковъ,  всегда  получится  одннь  и  тотъ-же  определитель 
какому-бы  порядку  ни  с.тедовали  при  перемещении  индексов^,,  начиная  съ 
главнаго  члена. 

Условимся  называть,  въ  какомъ  пибудь  перем'Ь1цен1и,  ш\тори()комь 
%1ндепсо(гь^  если  меньшему  индексу  предптествуетъ  бол1ни1й  сл1,ва  направо. 
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Возьмемъ,  наприм'Ьръ,  перем'Ьщен1е  а^ЬзС^с1^1 ,  въ  немъ  восемь  безпорядковъ: 

Въ  главномъ  д1агональномъ  член^^,  очевидно,  яЬть  ни  одного  безпорядка, 
а  въ  другомъ  д1агональномъ: 

Ли  Ъп-1  Сп-2 А-^  ?п 

п(п— 1)    „  , 

ихъ  очевидно  числомъ  — .  Въ  член-Ь: 

безпорядковъ  числомъ  п  —  1 . 

Члены  опред'Ьлителя,  полученные  перем'Ьщен1емъ  индексовъ  изъ  глав- 
наго  члена  ^  д'Ьлмм  на  два  класса:  одинъ  к лассъ  имЪетъ  четное  число  без- 
порядковъ, а  другой  нечетное;  будемъ  ихъ  назь^вать  членами  1-го  и  2-го 
порядковъ. 

Сл'Ьдующ;ее  предложен1е  даетъ  возможность  определить  характеръ 
членовъ  сопровождаемыхъ  знакомъ  -{■'  и  знакомъ  — . 

Предложенье.  Если  въ  какомъ  нибудь  член^  опред'Ьлителя  переста- 
новимъ  два,  как1е  нибудь,  индекса,  оставивъ  остальные  на  своихъ  м']Ь- 
стахъ,  то  число  безпорядковъ  въ  полученномъ  член'Ь  увеличится  или  умень- 
шится нечетнымъ  числомъ. 

Доказательство.  Пусть: 

АкВдС  (10) 

будетъ  рядъ  индексовъ  въ  одномъ  изъ  членовъ  определителя,  гдЪ  Л  есть 
одна  группа  индексовъ,  В  другая  и  С  третья,  а  А  и  ^  суть  два  индекса. 
Если  переместимъ  индексы  А;  и  ^,  то  получимъ  рядъ  индексовъ: 

АдВнС  (И) 

въ  члене  происшедшемъ  изъ  члена  (10)  неремещенхемъ  индексовъ  1с  и  д. 

Очевидно,  что  число  безпорядковъ  въ  группахъ  (10)  и  (И),  суп^е- 
ствующее  отъ  вл1ян1я  группъ  индексовъ  А  т  С^  остается  тоже.  Пусть  это 
число  будетъ  Ж  Такъ  какъ  индексы  А;  и  ^  не  равны,  то  можно  предпо- 
ложить А;>^.  Положимъ,  что  вс^хъ  индексовъ  въ  группе  В  есть  3»  оче- 
видно, что  изменен1е  числа  безпорядковъ  въ  группе  (10)  произошло 
только   отъ   перемещен1я  индексовъ  А;  и  ^.    Если  изъ  числа  ^  индексовъ 
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въ  групи-Ь  в  есть  ?!  индексовъ  бол1»шикъ  индекга  г/,  то  3 — З1  будетъ  число 
индексовъ  въ  групиЬ  В  меныиихъ  //.  Если  число  индексовъ  вь  груип'Ь  В 
болыпйхъ  к  есть  р.,,  то  меиьшихъ  к  оудетъ  ? — Зг-  СлЬдователвно,  число 
безпорядковъ  въ  групиЬ  (10)  будетъ  равно  числу  ? — 1^2  сложенному  съ  еди- 
ницей, т.  е.  съ  беаиорлдкомъ  и;гь  индексовъ  1с  и  //  и  сложенному  съ  чи- 
сломъ  Р|   и  N.  слЬдовательно,  число  вс'1'»хь  белнорлдковъ  будет7>: 

Если  нерем'Ьстимъ  индексы  /.•  и  //,  то  подобное  рансужден1'е  дастъ  въ 
член'Ь  (И)  число  бе:<порядковъ: 


разность  .этихъ  чиселъ: 


Л^+|3-3,  +^2 


'^    (31  ~  Р2)  +  1 


есть  число  нечетное. 


Сл^ьдствк  1,  Изъ  этого  предложен1л  непосредственно  слЬдуеть,  что 
изъ  числа'!  .  2  .  3  .  .  .  .  ?г  членовъ  определителя,  происходящаго  изъ  главнаго 
члена  а!  62^3  •  •  •  1^ч  ^'^  которомъ  нЬтъ  ни  одного  безпорядка,  половина  бу- 
детъ съ  четнымъ,  а  половина  съ  нечетнымъ  числомъ  безпорядковъ,  т.  е. 
половина  членовъ  будетъ  принадлежать  1-му  классу,  а  половина  2-му. 
Такъ  какъ  первый  членъ,  или  главный,  есть  положительный,  то  изъ  :^того 
сл'Ьдуетъ,  что  члены  съ  четнымъ  числомъ  безпорядковъ  будутъ  положи- 
тельные, а  съ  нечетнымъ  числомъ  безпорядковъ  будутъ  отрицательные. 

Сл7ы)с}пв1с  2.  Если  за  1мавный  членъ  опред'1,лителя  воз1>мемъ  какой 
нибудь  изъ  его  членовъ  съ  четнымъ  числомъ  безпорядковъ  и  изъ  него  произ- 
ведемъ  опред'Ьлителя,  по  тому  же  закону,  то  найдемъ  тоть  же  определи- 
тель, очевидно,  который   происходитъ  изъ  главнаго  члена. 

Если  же  за  главный  члепъ  возьмемъ  какой  нибудь  изъ  членовъ  опре- 
делителя съ  нечетнымъ  числомъ  безпорядковъ,  и  взявъ  его  со  зиакомъ  + 
произведемъ  изъ  пего  опред1;лителя,  то,  очевидно,  мы  найдемъ  тотъ-же 
определитель,  только  всЬ  его  члены  будутъ  им^ть  противные  знаки  съ 
определителемъ,  нроисшедшимь  изъ  главнаго  члена.  Изъ  ;^того  также  ви- 
димъ,  что  порядокъ  иеремещен1я  индексовъ  не  имЬетъ  значеп1я:  опреде- 
литель получается  изъ  главнаго  члена  всегда  одинъ  и  тотъ  же. 

Примп^рь  1.  Въ  опред'ЬлителЬ,  происшедшемъ  изъ  члена  а1?>2Сз^/4^'5> 
какой  зиакъ  имЬетъ  членъ  аф^С2(1ъ*\'- 

Рмуьснье.  Въ  :)томъ  член!;  есть  следуюп1,1е  безпорядки:  31,  32,  41, 
42,  21,  51,  всего  шесть,  число  четное,  следовательно,  ;:»тотъ  членъ  имеетъ 
зиакъ  +. 

АЛГЕВРАИЧ.   АНАЛИЗЪ.  13 


98 


ГЛАВА   VII.— ОПРЕДЪЛИТЕЛИ. 


1Трим9ьръ  2.  Какой  знакъ  им'Ьетъ  члепъ  (цЬ;С^(1^е1/'^2  въоиред'Ьлител'Ь 

Р1ьшен1е.  Въ  этомъ  член*  есть  сл'Ьдую1Д1е  безпорядки: 

81  ,  32  ,  71  ,  72  ,  74  ,  75  ,  76  ,  61  ,  62  ,  64  ,  65  ,  51  ,  52  ,  54  ,  42 

числомъ  15,  следовательно  число  нечетное,  данный  членъ  долженъ  имЪть 
знакъ  — . 

Если  опред'Ьлитель  образуется  изъ  члена  съ  четнымъ  числоиъ  бе:)- 
норядковъ,  то  онъ  имЪетъ  одинаковый  знакъ  съ  опред'Ьлителемъ,  проис- 
ходящииъ  изъ  главнаго  члена;  если  же  онъ  образуется  изъ  члена  съ  не- 
четнымъ  числомъ  безиорядковъ,  то  онъ  им']^етъ  противный  съ  нимъ  знакъ. 

Ирпшьрь,  Такъ  наприм']^ръ: 

(а|  62^8^4)  ^  —  («1 63^2^4). 


Свойства  определителей. 

§  62.  Сноиспьво  1.  Въ  каждомъ  опред'Ьлител'Ь  можно  ноставить  гори- 
зонтали на  м']^сто  колоннъ,  а  колонны  на  м'Ьсто  горизонталей,  отъ  этого 
опред']^литель  не  изменится. 

Доказательство,  Отъ  такого  зам*щен1я  Д1агональный  членъ  или  глав- 
ный, изъ  котораго  происходитъ  определитель,  не  изм'Ьняется,  а  сл'Ьдова- 
тельно  опред'Ьлитель  остается  тотъ-же.  Наприм^Ьръ: 


«1       Ь, 

с,        Й1 

«1 

^2      Сз       ^4 

аг    ^2 

С2       ^2 

Пу 

^2       Сз       ^4 

аз    Ьз 

Сз      й^ 

а\ 

^2       ^8       ^4 

«4       ^4 

С4       ^4 

ах 

^2     Сз     с!^ 

Опред']^литель,  происшедш!й  изъ  члена  составленнаго  изъ  элементовъ  2-й 
д1агонали  будетъ  им'Ьть  знакъ  -}-  или  — - ,  смотря  потому  будетъ  ли  число 

четное  или  нечетное.  НапримЬръ  им-Ьемъ: 


(ав  Ьб  ^4  ^3  ^2  /1  )  = («1  ^2  Сз  ^4  С5  /'%) 


2.    Если  перем'Ьстимъ  двЪ  горизонтали  или  дв*  колонны 
въ  опред'Ьлител'Ь,  то  определитель  изм'Ьнитъ  знакъ. 


^^Н»/1^  /-^ 
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Доказательство,  11сром'Ь1цен1емъ  двухъ  горизонталей  или  двухъ  ко- 
лоннъ  перемещаются  два  индекса  въ  д1агональномъ  члсн'Ь,  следовательно 
определитель  изменить  знакъ. 

Примп,ръ. 


а\     Ь 


1        ^\ 


0-2       ^2       ^2 
«3       &3       ^3    ! 


I    «2  ^2  ^2 
I 

—  !    а,  ^1  Г1 

^'З  ^3  ^3 


б'|     Ъх     щ 

С2       Ь^       «2 
^■3       ?>3        «3 


Свойство  3.  Если  въ  опредЬлителе  двЬ  горизонтали  или  двЬ  колон- 
ны тождественны,  то  определитель  тождественно  равенъ  нулю. 

Док'лзптглъство,  Если  тождественные  горизонтали  или  колонны  пе- 
реместимъ,  то  определитель  долженъ  изменить  знакъ  (свой.  2),  но  та- 
кое переме1цен1е  определителя  не  измЬняетъ,  следовательно  онъ  равенъ 
самъ  себе  съ  противнымъ  знакомъ,  а  такое  свойство  имЬетъ  только  нуль. 

Свойство  4.  Если  каждый  элементъ  горизонтали  или  колонны  по- 
множимъ  на  какое  нибудь  число,  то  определитель  будетъ  умноженъ  на 
тоже  число. 

Доказательство.  Это  следуетъ  изъ  того,  что  въ  каждый  членъ  опре- 
делителя входить  одинъ,  и  только  одинъ,  изъ  элементовъ  каждой  гори- 
зонтали и  каждой  колонны. 

Слтьдгтвге  1,  Если  элементы  одной  горизонтали  или  колонны  отли- 
чаются только  общимь  множитслемъ  отъ  элементовъ  другой  горизонтали 
или  колонны,  то  определитель  тождественно  равенъ  нулю. 

Слш)ств1е  2,  Если  во  всЬхъ  элементахъ  одной  колонны  или  горизон- 
тали перемЬнимъ  знаки,  то  определитель  переменить  также  знакъ. 

Приведемъ  несколько  примкровь. 

Нримщуь  1. 


\а1     Ьх     6*1 

X  (<2       ^2       ^2 

Хяз     Ь'^     ^3 


^.  \ 


«1        Ь,        6'1 

а^2       ^2       ^'2 
«3      Ьз      ^'З 


Прим^ьръ  2. 


«1  Ъх  Сх 

\ао  \Ьу  \со 

ш  л»  Ш 

«3  ^3  ^'з 


-> 


«1        Ъх        Сх 


а2     Ь^     с 


2 


аз     &з     Сг 
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ТТрим9ьръ  3.  Показать  что: 


Ье 

а 

о» 

са 

Ь 

Ь« 

аЬ 

с 

с» 

1     о*    о» 


=     1     Ь«    Ь« 


1     с»     с» 


Если  означит»  этотъ  опред^итедь  чрезъ  Л,  то  найдемъ: 


аЬе.А  = 


аЬе    о'    о^ 
аЪе    Ь»     Ь» 


аЬс     с'     с' 


откуда  разд^Ьляя  на  аЬс  найдемъ  предложенное  тождество. 
Примпръ  4.  Точно  также  найденъ: 


ЬсЛ 

а 

а» 

а» 

1 

о» 

«8 

а« 

еЛа 

Ъ 

Ь« 

Ь« 

1 

Ь« 

ь« 

Ь* 

оЛа 

с 

с2 

с» 

1 

с" 

с» 

с* 

аЬс 

а 

(Р 

й» 

1 

й» 

й» 

а* 

Примпръ  5.  Показать  что: 


1      1      1 


2        ^.2 


(Р-Т)  (Т-«)  (а-Р) 


Прим'лръ  в.  Показать  что: 


а 


1      1      1 


Р 


а^     р«     -г^     82 
а»     р8    «^з     88 


-  №-• г)  («-5)  (Т-«)  (Р-8)  (а-Р)  (-Г-8) 


Свойство  5.  Если  въ  опред'Ьлител'Ь  элементы  первой  горизонтали  или 
первой  колонны  равны  нулю,  исключая  перваго,  то  такой  опред']^литель 
равенъ  определителю^  который  получится,  если  въ  данноиъ  опредЪлител^^ 
выбросивгь  первую  горизонталь  и  первую  колонну  и  полученный,  такимъ 
образомъ,  опред'кзитель  помножимъ  на  первый  элементъ  выброшенной  го- 
ризонтали или  колонны. 
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Доказательство.  Пусть  данный  опред'Ълитель  будетъ  4-го  порядка: 


«1 

0 

0 

0 

«2 

сч 

(к 

«3 

Ьз 

Сг 

^3 

«4 

Ь, 

^4 

А, 

Онъ  произошелъ  изъ  д1агональнаго  члспа  а1/>2<'8^?4 »  ^'^  которомъ  прн  пе- 
рем"Ьщен1я  индексовъ,  каждый  разъ  когда  элементъ  а  получитъ  индексъ 
отличный  отъ  единицы,  онъ  равень  нулю,  а  слЬдовательно  и  членъ  опре- 
делителя, въ  который  онъ  входитъ,  равепъ  нулю,  такъ  что  только  оста- 
ются т^  члены  определителя,  которые  происходятъ  отъ  перем'Ь1цен1Я  ин- 
дексовъ только  въ  произведен1и  Ь^с-^в^^  а  эти  члены  составляютъ  опреде- 
лителя 3-го  порядка  (^2^'з^?4)-  Следовательно  имеемъ: 


^2       ^2       ^2 


ах 

0 

0 

0 

1 

(Н 

Ь2 

С2 

(7»  1 

^'3 

Ьг 

Сз 

<?3 

«4 

ь. 

^4 

а,   1 

1 

^4       ^-4        ^^4 


Сл1ьдсша1е  1.  Произвольно  выбранный  элементъ  я,ч-  можно  перенести 
на  первое  место  главной  Д1*агонали,  П1)ичемъ  определитель  нолучаетъ  мно- 
житель ( — 1)'"^*.  Въ  самомъ  деле  /-ю  горизонталь  ?— 1  перемещешями 
перенесемъ  на  место  первой  горизонтали,  при  этомъ  определитель  полу- 
читъ множителя  ( — 1)'~^  затемъ  А-ю  колонну  к — 1  перемещешями  пере- 
несемъ на  первое  место,  очевидно  что  такое  перемеп1,еп1е  перенесет  ь  «,д 
на  первое  место  главной  Д1агонали,   а  определитель  получитъ  множителя 

Если  теперь  предположимъ,  что  все  элементы  /-й  горизонтали,  исклю- 
чая Як*  равны  нулю,  то  по  предъидущему  (св.  5)  определитель  будетъ  равенъ 
определителю,  полученному,  выбрасывая  первую  горизонталь  и  первую  ко- 
лонну и  умножая  его  на  ( — 1)'+*«а.  Что  сказано  о  горизонтали,  то  отно- 
сится и  къ  колонне. 

11рим1ьръ  1. 

Пусть,  напримеръ,  данный  определитель  будетъ: 


Г7, 

«-! 

(•1 

Л 

Ы, 

С2 

Л) 

0 

Ьз 

0 

0 

«ч 

^4 

с^ 

^и 
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ЕСЛИ  третью  горизонталь  перенесекъ  на  первое  мЪсто,  то  будемъ  имЪть: 


(-1) 


2 


0 

Ьг 

0 

0 

«1 

Ъх 

Сх 

й, 

«2 

Ьа 

с. 

а. 

а^ 

ъ. 

с* 

л. 

Если  за  этимъ  вторую  колонну  перенесемъ  на  первое  нЪсто,   то  найдемъ: 


(-1)' 


Ъг 

0 

0 

0 

Ьх 

а, 

Сх 

Й1 

Ьь 

<Н 

с% 

^ 

ь, 

а^ 

с* 

Л, 

откуда  имЪемъ: 


«1 

аз 
О 


«4 


О 

^4 


а, 

О 

а. 


=  (-1)^Ьз 


щ  С\  Л\ 
а^  с^  А^ 
а^    с^    Л^ 


СлчьдствгеХ^  Съ  помощью  этого  свойства  каждый  опред'Ьлитель  можно 
написать  въ  форм*  опред-Ьлителя  высшаго  порядка.  Пусть,  наприм'Ьръ,  бу- 
детъ  ланъ  опред-Ьлитель  третьяго  порядка: 


ах 

Ъх 

Сх 

«2 

ъ. 

сг 

аа 

Ьг 

Сз 

его  можно  написать  въ  сл'Ьдующ;ей  форм'Ь  4-го  порядка  (сл'Ьд.  1): 


1 

0      0      0 

а 

О!       Ь\       С] 

Р 

02      &д      Са 

_•» 

'^ 

аг    Ъ^    с^ 

ах  Ъх  Сх 
а^  &2  ^2 
а|     &8     ^ 


гдЪ  а,  3)  Т  ^^У^^ь  количества  совершенно  прои^вольныя. 


ГЛАВА    М1. — иЦРГДЬЛНГЕЛН, 


1о:5 


3-го  и  т.  д.  порядка.  Такь  еа111>нм1.1»ъ. 


Ог  = 


1     О 


а     а 


1      «1       (^ 

=       ./.10 
а.,      Ь>    а 


1 


О      (^      О 


1      (^      О 


.-•4 


1      О 


74        "I 


=  и  т.  д 


'/' 


/г 


1      О       (^ 
=       ^     '^1     ^     =  н  т.  д. 


гд!.  а.  ^,  V.  •  •  •  ^Т*^^  количества  сове^ршенно  прои.^вольныл. 

С.\}ы)сп\^'1^  .9.  Если  въ  и111.>ед1>лптелЬ  всЬ  .♦Л(:^менты.  стоя1Ц1е  по  пра 
вую  стор4>пу  главной  д1агоналн,  равны  нулю,  то  оп^)Од1>лнтель  равонъ  Д1а- 
гональпому  члену. 

^ок^гзпт^льтию.  Бъ  самомъ  д1.л1^,  пусть  иудетъ  такой  о  и  1>е  делитель 


^1  О  0  0 

(и  Ь.  О  О 

«3  ^^3  ''з  о 

«4  ь^  ^4  ^и 


//.>      О      (1 


=  //.       }> 


Г-, 


о 


'3       '^         =='/;''.2  '  =^^\^^1^^^и 

К  '-А  ^и 


это  вытекаегь  изъ  свонств;\  5-го. 

Саоыппво  П,  Если  каждый  :*л»^ментъ  какой  нииудь  кол-шны  или  го- 
ризонтали  состоитъ  изъ  суммы  двухъ  .'^лементовъ,  то  оиред^.лптель  равенъ 
сумм'Ь  двухъ  опред-Ьлителей.  изъ  коихъ  въ  одн^мь  колонна,  или  горизон- 
таль, состоянцая  изъ  суммы  :*лементовъ,  замощена  ;^лемептами  одного  ряда 
слагаехыхъ,  а  въ  другомъ — элементами  другаго  ряда  слагаемыхъ. 

Докаттгльство.  Такъ  какь  въ  каждый  членъ  0П1КмЬл:1теля  входить 
одииъ,  и  только  одинъ,  изъ  элементовъ  каждой  колонны  и  каждой  горизон- 
та-1и,  то  каждый  членъ  опред-Ьлителя  разобьется  на  сумму  двухъ  членовъ, 
изъ  Боихъ  въ  одинъ  оудеть  входить  одно  изъ  слагаемыхъ  какъ  элементъ, 
а  въ  другой  другое  слагаемое  какъ  .1лементъ,  откуда  и  вытекаегь  настоя- 
щее свойство.  Пусть  напримЬръ  оудетъ  данъ  инредктитель: 


«1  +  «1        ^1       ^1 


^^1        Ъ 


I        Ч 


?>,        Г1 


^1   +  ^1        ^^2       ^2  =  ^'2       ^>2       ^2         ~^  ?!        ?Ь       <^2 

^1   +  Т1        ^3       ^'3  «3        ^'3       ^'3  71        '^3        ^3 
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а\    Ъх    С\ 

«2      ^2      €2 

+ 

03^2^3 

а,     Ъх    Сх 

«2      ^2      ^2 

+ 

«8      ^3      Сз 

«1       Р|       <^1 

«1      Р1     ^1 

«2      Рг     ^2 

+ 

«2     Р2    ^2 

«3      Рз     Сз 

«3    Рз    <^3 

Легко  видеть,  что: 


а\+л\    Ьх+р!  Сх 

«2 +«2     ^2+02     ^2 

«з+аз  Ьз+Рз    Сз 


Свойство  7.  Если  къ  элементамъ  колонны  или  горизонтали  приба- 
вимъ  соотв']^тствующ1е  элементы  другой  колонны  или  горизонтали,  умно- 
женные каждый  на  произвольный  множитель,  то  опред'Ьлитель  отъ  этого 
не  изм'Ёнится. 

Доказательство.  Полученный  такимъ  образомъ  определитель  равенъ 
сумм'Ь  двухъ  опред-Ьлителей:  даннаго  и  другаго,  въ  которомъ  будутъ  тожде- 
ственны дв'Ь  колонны  или  дв'Ь  горизонтали,  сл']Ьдовательно  этотъ  2-й  опре- 
делитель равенъ  нулю. 

Примуьръ.  Пусть  будетъ  данъ   опред-Ьлитель: 

ах     Ьх     Сх 

^2       Ь^       С2 
Оз       ?>з       Сз 

помножимъ  элементы  2-й  колонны  на  X  и  прибавимъ  ихъ  къ  1-й  колонн!^, 
то  найдемъ: 


ах   -\-  ^х      ^1      ^1 

02   -[-  ХЬ2       ^2       ^2    1=^ 

«3  +  ^Ьз     Ьз     Сз 


а, 

ь, 

С| 

«2 

Ьа 

сз 

4->^ 

Оз 

Ьа 

Са 

Ъх     Ъх     Сх 

Ьз       ^2        СЗ 

Ьз     Ьз     ^ 


последн]й  опред']^литель  равенъ  нулю  (св.  3),  следовательно: 


ах  -|-  ХЬ]     &!     Сх 

^2  "Ь  ^2       ^2       ^2 

Оз  +  ХЬз     Ьз     Сз 


а!     Ьх     ^1 

^2       2^2       ^2 
«8       ^3       ^3 


Примгьръ  1.  Показать  что  определитель: 

Р  +  -Г  а  1 
Т  +  а  Р  1 
а  +  Р     Т     1 


равенъ  нулю? 
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Если  придадимъ  къ  первой  колонн'!'!  вторую,  то  найдемъ: 


а  +  Р  +  Т  а  1 
а  +  Р+Т  Р  1 
а  +  Р  +  Т     -Г      1 


-  (а+Р+Т) 


1      а     1 

1      Р     1 
1     V     1 


~0 


такъ  какъ  посл'Ьдн1й  определитель  им'Ьетъ  двЬ  колонны  тождественныя. 
Пргширъ  2.  Найти  числовое  значен1е  опред'Ьлителя: 

1  2       4 

2  3       7 

3  4     10 

Если  изъ  второй  колонны  вычтемъ  первую,   а  изъ  третьей  первую,  умно- 
женную на  три,  то  найдемъ: 


1  2       4 

2  3       7 

3  4     10 


1  1      1 

2  1      1 


3     1      1 


=  0 


§  63.  Такъ  какъ  каждый  членъ  определителя  содержитъ  только  по 
одному  элементу  изъ  каждой  горизонтали  и  каждой  колонны,  то  изъ  этого 
сл-Ьдуетъ,  что  опред'Ьлитель  есть  линейная  фупкц1я  элементовъ  какой  ни- 
будь горизонтали  или  колонны.    Пусть  данный  определитель  будетъ: 


Д  = 


«1 1        ^^1  2 
^21        ^22 


а\к        .       (1\п 


а2к         .       (12п 


ап      (И2 


(Ик 


СЦк 


Ип1        (ЬЛ        .       .       С1пк        .       ((ип 


(12) 


И.зъ  сказаннаго  выше  слЬдуетъ,   что  мы  его   можемъ  написать,    какъ  ли- 
нейную функщю  элементовъ  г-й  горизонтали  или  к-й  колонны,  т.  е.: 


или: 


Д  =«11^,1 +  «12 -4г2+  .  .  .  +  «,'л-4а  +  .  .  .  -{- сипА 
Д  =аиЛи  +  а2*Л2*+  .  .  .  +«1*Ла-[--  •  •  •  -{-анкА 


пк 


(13) 


(14) 


гд-Ь  Агк  суть  коэфиц1*енты  у  элементовъ  а,*. 

АЛГЕВРАИЧ.   АНАЛИЗЪ. 


и 
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Легко  опред'Ьлить  коэфищенты  у  элементовъ  слЬдующимъ  образомъ: 
Положимъ  въ  определите л'!^  (1§)  всЬ  элементы  1-й  горизонтали  рав- 
ными нулю,  исключая  элемента  ал,  который  положимъ  равнымъ  единиц'Ь, 
при  такомъ  условш  уравненхе  (13)  сделается: 

Ли  =  Д 

ГД'Ь  Л  уже  будетъ  тотъ  опред'кяитель,  который  получится  изъ  (12),  выбро- 
сивъ  вънемъ  г-ю  горизонталь  и  к-ю  колонну  и  умноживъ  его  на  ( — 1)'+* 
(свойство  5,  сл^Ьд.  1),  т.  е.: 


Ал  =  (-1У+* 


оц      а\2      •     •    (Ик-\      йп-^-г      .     .    аы 

«21          029         .       .       02А— 1         «2*4-1         •       •       ^2и 
а,--1,1    01-1,2    .       .      0|-1,1:_1    а{-1,к-^1    .       .       0|— 1,и 

а»»1         (1п1         .       .       Опк-г        Оп*4-1         •       •       Лпп 

(15) 


Этотъ  опред'Ьлитель  называется  мииоромъ  опред']^лителя  А,  соответствую- 
щимъ  элементу  оа. 

Прилмьрь  1.  Определитель  4-го  порядка,  разложенный  по  2-й  гори- 
зонтали, будетъ  иметь  форму: 

Ох  Ьх  С|  их 
02  &2  ^  ^ 

Оз   &8    Сз    С^ 
«4    &4    ^4    ^4 

Тотъ-же  определитель,  разложенный  по  третьей  колонне,  будетъ  иметь 
форму: 


Ьх  Су  их 

О]  С\  Л\ 

а\  Ъ\  й] 

01    &!    Сх 

=  —  02 

Ьл  с,  а. 

+  Ъ, 

Оз    Сз    (^8 

—  С2 

оз  Ьз  «^ 

+  йа 

Оз   Ьз   ^8 

Ъ^  с^  й^ 

О4  с^  й^ 

«4    &4    ^4 

04    ^4    С  А 

С1 


Оа 

Ь, 

(2, 

«8 

Ьз 

<?. 

—  С8 

«4 

ь* 

Й4 

«1       Ь) 

й. 

«8      Ь« 

^ 

+  С, 

«4      ^4 

Л, 

ах     Ъх     Лх 

02      &з      ^ 

^4 

О4       &4       ^4 

О!       &1       (7) 

Оз       &з       ^ 
Оз       &8       ^ 


Прим9ьръ  2.  Найти  выражен1е  определителя: 


а     Ь     д 
К     Ъ     Г 

9     Т     (^ 
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разлагая  по  1-й  колонн*,  найдемъ: 


а  П  д 

1Й  Ь  Г 

I 

\9  (  о 


а 


Г    с 


—  к 


и    д 


\+0 


ь  Г 


=  аЬс-\'2{д11 — а/^ — Ьд^ — с1ь^ 


Примгьръ  3.  Найти  числовую  величину  определителя: 


3     2     4 

7      6      1 
5      3      8 


разлагая  по  1-й  колонн*  найдемъ: 


3  2  4 

6  1 

2  4 

2  4 

7  6  1 

—  3 

3  8 

—  7 

3  8 

+  5 

С   1 

5  3  8 

=  3(48— 3)— 7(16— 12)+5(2— 24)=— 3 


Примгьрь  4,  Найти  выражен1е  определителя: 

1      а  — р 

— а      1       V 

&  — Т      1 


1   Т 

— л       у 

—а.       1 

—Г   1 

—  а 

?  -1 

—  ?> 

Р  -т 

=  1+тЧ-а-+Р'^ 


§  64.  Если  въ  опред'Ьлител'Ь  Д  т*  горизонтали  и  тЬ  колонны,  въ 
которыхъ  находятся  элементы  Огк  и  а,.,  выбросимъ,  то  остальные  элементы, 
сдвинувъ  колонны  и  горизонтали,  образуютъ  определителя,  который  назы- 
вается впюрымъ  мино2Юмъ. 

Примгьрь  1.  Пусть  данный  определитель  будетъ. 


«I         ^1  ^1         (^1 

и  2       Ьо       <'2       (Ч 


сн      *!>з      «3      ^^3 
«4       г>4       <^4       (^ 


=  А 


эыбрасывая  колонны  и  горизонтали,  въ  которыхъ  находится  ^2  и  Сз  будемъ 
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им^ть  второй  миноръ: 


Если  въ  определителе  А  выбросимъ  колонны  и  горизонтали,  въ  ко- 
торыхъ  находятся  оа,  Огз,  Шру  то  остальныя  колонны  и  горизонтали  обра- 
зуютъ  определителя,  который  называется  третьимь  миноромь. 

§  65.  Бели  миноры,  соответствующ1е  ^-й  горизонтали  и  т.  д. 


Ли    А{2    А{г Л 


т 


умножииъ  на  элементы  какой  нибудь  горизонтали,  нанрим^ръ  на  элементы: 


Оу!      а>3      ОуЪ 


Оуп 


и  произведете  сложимъ,  то  получимъ  сумму: 


~р  и^п^т 


(16) 


которая  тождественно  равна  нулю. 

Въ  самомъ  деле,  эта  сумма  есть  ничто  иное,  какъ  определитель,  въ 
которомъ  ^-я  горизонталь  равна  у-й,  а  такой  определитель  тождественно 
равенъ  нулю  (свойство  3).  Точно  также: 


аиЛи  +  02*^12*  +  азв-4з*  +....+  (гпаЛпк  =  О 


(17) 


УииожеМе  опред1д1теде11. 


§66.  Возьмемъ  два  определителя  втораго  порядка: 


«1       &1 

«1       Р. 

Од       Ъз 

<Ч     Зз 

(18) 


И  составимъ  изъ  нихъ  определитель  также  втораго  порядка,  следующимъ 
образомъ: 


«2*1  +  Ьг?!  «2*2  +  Ь2Р2 


(19) 


Легко  видеть,   что  этотъ  определитель  есть  произведен1е  двухъ  первыхъ. 
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Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  мы  им-Ьемъ  (свойства  4  и  6): 


«1  «1+^1^1       а1а2+^1р2 
«2«1  +^2^1        а2^2+Ь2?2 


1«1а1       ОхЛо] 


аосц    аоЛз! 


+ 


г/,  а,     Ь^Рз! 

«2^1       '^2^2 


+ 


Ьо^Х      «2*2 


4- 


^1^1       Ь1?2 


откуда,  завт^чая  что  первый  и  иосл'Ьдн1й  изъ  опредЬлитолей  второй  части 
равны  нулю  (свойство  3),  найдемъ: 


«1  «1+^1^1        «1а2+^р2 
«2а1+б2Р1       «2^2+Ь2р2 


=   «1^2 


а,     Ьх 

—   «2?! 

Их     Ьх 

По       Ьо 

ЛЛ                            щф 

=  {(1X^2— ^М 


ах     Ьх 

«1       ^1 

«1      ?! 

(12      ^2 

«2      ^2 

• 

«2    Ра 

Изъ  этого  видимъ,  что  оиред'Ьлитель  (10),    составленный  изъ  определите- 
лей (18),  есть  ихъ  произведен1е.    СлЬдовательно: 


«1*1 +^1?!      а^с^2-{-Ьx?»о 

«1  «1+^231        «2а2  +  М2 


ах    Ьх 

а^у    Ьо 


«1       Р1 

«2    Рг  , 


(20) 


Возьмемъ  еще  два  определителя  третьяго  порядка: 


ах     Ьх     Сх 

02       ^2       Ч 
«3       ^3       ^3 


и 


«1        1^1       Т1 
«2       ^1       Т2 

«3     1^3     Тз 


(21) 


и  составимъ  изъ  нихъ  определитель  3-го  порядка,  сл^дующимъ  обра^^омъ: 


«2»!  +  ^2^1  +  С2Т1 


«1  аз  +  &!  ^2  -Ь  ^1  То  б/,  «3  +  &!  Зз  +  ^1  Тз 

«оОС,  +  ?У,>32  +  С2Т2         ^'2аз  +  ^^2^3+  ^2Тз 


(22) 


«з«1  +  Ьз?!  +  ^зТ|       ^'з«2  +  ^^;Н2  +  ^372       ^'3*3  +  ^3»%  +  <^зТз 


Легко   показать,    что,    такимъ    образомъ   составленный  опредЬлитель  есть 
произведен1е  двухъ  первыхъ  (21). 

Этотъ  определитель  разложится  (по  свойство  6)  на  сумму  27-ми  опре- 
делителей,  изъ   нихъ   21  равны   нулю   (свойство  3),   а   остальные   шесть 


по 
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определителей  суть: 


а,  а,  Ь,ра  са^ 

а^х  Ь2р2  СаТз 

Оз»!  ЬзРа  Ч(г 

^2^1  <^Ъ  СзТз 

Ьз?!  08*2  ^ЗТЗ 


Оа»!  01^2  ^1^8 

«2*1  ^Т2  ЬгРз 

аз»!  СзТз  ЬзРз 

Ь1Р1  СхЪ  «Х^З 

^2^1  ^Т2  «2*8 

ЬзР1  ^8^2  %^ 


С!*/!  а,  «а  6,^8 

СаТ1  «2^2  *2Рв 

^Т1  ОзОз  ЬзРз 

^гЪ  Ь^^  а^л^ 

СъЪ  ЬзР2  Оз^з 


Эти  определители  могутъ  быть  написаны  въ  форзгЬ  (свойство  4  и  6): 


«1?^! 


ах 

Ъх     Сх 

«2 

&2       ^2 

—  «1^278 

«8 

Ьг     Сз 

Ох       Ъх       Сх 

Оз      &2      ^2 

+  а8Р1Т2 

Яз      Ьз      Сз 

—  азР1Т 


3 


ах     Ьх     Сх 

«8      ^2      ^3 

+  аз&1Т2 

аз    Ьз    ^3 

а^     &1     Сх 

а^    Ъ^    с^ 

-  «зРаТ! 

аз    2^3    ^3 

а^  &1  Сх 

Оз  &2  ^2 

«8  ^8  Сз 

а]  &1  С1 

02  &2  ^2 

03  Ьз  ^ 


Бели  определитель  поставимъ  общимъ  множителемъ,  то  найдемъ: 


(«1  РзТз  —  «1  РзТз  +  ^%^^Ъ  —  «2^1  Тз  +  «3^1  Гз  "  ^АЪ  )  • 


ах  Ъх  Сх 
аз  2^2  ^2 
Оз  Ьз  ^3 


а  это  произведен1е,  очевидно,  равно: 


«1       ^1 

Сх 

а^    Ь^ 

Са 

а 

«8      ^8 

Сз 

«1       Р1       Т! 
«2       Р2      Т2 

«3     Рз     Тз 


(23) 


Такой  способъ  доказательства  можно  приложить  и  къ  перемножен1Ю  двухъ 

определителей  4-го  порядка  и  т.  д. 

Изъ  такого  способа  мы  выводимъ  следующее  правило: 

Надобно   каждый   элементъ   первой   горизонтали  1-го  определителя 

умножить  на  каждый  соответствующШ  элементъ  первой  горизонтали  2-го 

опредедитедд  и  сложить  произведен1я — это  будетъ  первый  элементъ  прО" 
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изведен1я;  помножить  каждый  элемептъ  2-й  горизонтали  1-го  опред-Ьлителя 
на  каждый  соотв'Ьтствую1Ц1й  элементъ  1-й  горизонтали  2-го  определителя 
и  сложить  произведен1я — это  будетъ  второй  элементъ  колонны  произведе- 
шя;  продолжая,  такимъ  обраюмъ,  помножен1е  горизонталей  1-го  опреде- 
лителя на  1-ю  горизонталь  2-го,  мы  будемъ  имЬть  ?г  элементовъ  1-й  ко- 
лонны. За  этимъ  2-я  колонна  произведен1я  получается,  помножая  всЬ  го- 
ризонтали 1-го  определителя  на  2-ю  горизонталь  2-го,  получимъ  3-ю  ко- 
лонну произведен1я,  и  такимъ  образомъ  будемъ  поступать  пока  не  исчер- 
паемъ  всЬхъ  горизонталей  2-го  определителя. 

Слгьдствгс,  Такъ  какъ  колонны  можно  поставить  на  место  горизон- 
талей, а  горизонтали  на  место  колоннъ  (свойство  1),  то  изъ  этого  выте- 
каетъ  что  для  перемножен1я  двухъ  определителей  можно  составлять  эле- 
менты определителя  произведен1я  изъ  колоннъ,  такъ  какъ  мы  ихъ  состав- 
ляли изъ  горизонталей  или  въ  одпомъ  изъ  нихъ  брать  горизонтали,  а  въ 
другомъ  колонны;  такимъ  образомъ  можно  дать  произведеи1ю  четыре  раз- 
дичныя  формы. 

Примгьръ  1. 


а,     Ь, 


^2    Ь 


2 : 


а,    Р, 

«2      ?2 


I 


а\(Х\-{-(^2^2       ^'1^1+02^2 
г>,  а,-|-?ьа2         ?>1Н1+?>2Э2 


«1^1 +''1^2       С1х'^^\+Ь\'^2 
(^2^\  +^2*2       (^'А  +К^2 


г/,а,-}-«2?1      ^'1а2-}-а1Н2 


(24) 


Примгьръ  2,  Найти  произведеп1е  определителей 


а^Ы      С'\-Л'1 


их — Ы      Сх — г?/ 


с-\-д.1      а — Ы     — Сх — Ль      (^\-\-\1 


гд-Ь  г  =  1  — 1.  11роизведен1е  можно  написать  въ  формЬ: 


В— а    в—А\ 


1—В—А1    п+а 


гд-Ь: 


А  =1^  Ъсх — ЪхС-^-ас/х — йхЛ  В^-^са^ — С1а-\-Ы}1 — ^1^/ 


Сне  аЬу — а|?>-}-сг?1 — СхЛ  В  _  н  апх  +Ь(/1  +^^1  +<'<'! 
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откуда  вытекаетъ  предложен1е  Эйлера: 


Иримгьръ  3. 

«1      Ь, 

2 

а^+Ь», 

Щ(Н'\~Ъ\^% 

«2      ^2 

02»!  Н-ЬаЬ| 

а\+Ъ\ 

§  67.  Если  бы  было  дано  помножить  два  определителя  не  одного  по- 
рядка, то  надобно  определителя  низшаго  порядка  представить  въ  фори'Ь 
определителя  одного  порядка  съ  даннымъ  высшаго  порядка,  какъ  было 
показано  выше  (свойство  5,  слЪд.  2),  а  зат^мъ  перемножить  по  правилу 
выше  показанному. 

Примп>ръ.  Если  бы  было  дано  помножить  определителя  2-го  порядка 
на  определителя  3-го  порядка,  напримеръ: 

«1  Р1  Т! 
«2  ^2  Т2 
«8       Рз       ТЗ 


«1      ^1 

на 

«2    Ьг 

то  мы  можемъ  первый  изъ  нихъ  написать  въ  форме: 


1       О      О 

)3'-       Ь^        ^2 


Если  бы  тотъ  же  определитель  2-го  порядка  требовалось  помножить  на 
определителя  4-го  порядка,  то  мы  должны  определитель  2-го  порядка 
написать  въ  форме  4-го  порядка: 


1      0 

0 

0 

б'.-  1 

0 

0 

'6-   0> 

«1 

Ъг 

(Г     0' 

а» 

6, 

И  т.  д. 


ГЛАВА    VII. — 011ГЕДТ»ЛИТКЛН.  11:5 

§  08.  Система  элементовъ,  образую1цнхъ  опрод'Ьлитель,  составляетъ 
квадратъ,  если  же  система  состоитъ  и:гь  колопнъ  и  горизонталей,  въ  ко- 
торыхъ  число  элементовъ  больше  въ  горизонтали,  чЬмъ  въ  колонии  или 
обратно,  то  элементы  образуютъ  прямоугольник!».  Изъ  такой  системы  опре- 
д'Г>литель  составлень  быть  не  можетъ;  но  прот^ессомъ  подобнымъ  перемпо- 
жен1Ю  опред'Ьлителей  (§  66)  изъ  двухъ  такихъ  системъ,  можно  составить 
опред'Ьлителя,  коего  свойства  мы  теперь  и  покажемъ. 

1.  Число  колопнь  больше  числа  горизонталей.  Возьмемъ,  наприм'1фъ, 
дв'Ь  системы: 

^/1      1)1      (\      г/1  а!      ^1      У!      5^  (25) 

(ш)  (п) 

(1.2       1)2       С2       (12  Ч       Н2       Ъ       ^'1 

и  иадъ  этими  системами  совершимъ  д'1>йств1е  перемножения  определителей, 
то  получим  ь  011ред!>литель: 

I  (20) 

(12^1  +/^.2»^1  +^2^1  +<^'2^  ^^2^2  +  ^2Н2  +  <^'2Т2  +  <^2^2     ! 

разлагая  этотъ  опредЬлител!»  на  сумму  определителей  (свойство  0)  легко 
найдемъ: 

т.  е.  опред'Ьлитель  (20)  есть  сумма  произведен1Й  псЪхъ  определителей  одной 
системы  на  соотвЬтствуюп^ихъ  оп])ед'илителей  другой  системы,  взявъ  всГ. 
возможныя  сочетан1я  по  двЬ  колонны. 

Это  правило  легко  распространить  и  на  обп^й  случай  какого  угодно 
числа  элементовъ  въ  системахъ. 

2.  Число  горизонталей  б()Л1>п1е  числа  колопнъ.  Возьмемъ,  на11рим'1.ръ, 
дв11  системы: 

г/а      ^1  а,      ^1 

(Ш)  ^^2        ^^2  '^2        ^1  ^>'^  (-') 

^'З       '^3  о'з       НЗ 

Составимъ  опред'Ьлитель: 

«1  «1  +  ^1  Р|  «1  Ч  +  '^1  Н2  ^1  «3  +  ^1  Рз 

(^'Л   +  ?^ЗН1  ^^^^2  +  ^>М'1  ^^З^З  +  ^^зЗз 

▲ДГВ6РЛИЧ.  АНАлизъ.  13 
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Если  и  зд^Ьсь  разложимъ  на  сумму  определителей  (свойство  6),  то  уви- 
Дймъ,  что  въ  каждомъ  определители,  состав  ля  ющемъ  сумму  произведен1й, 
двЬ  колонны  будутъ  равны,  следовательно  всЬ  определители  тождествен- 
но равны  нулю,  а  следовательно  тождественно  равенъ  нулю  и  составлен- 
ный определитель  (28). 

Тоже  легко  можемъ  распространить  и  на  общ1Й  случай. 
Пргшуьръ  1.  Даны  две  системы  элементовъ: 


1       1       1 


1       1       1 


Х\       Х2      Л'з  ^1       ^2       % 


показать  что: 


3  Х\  -];-  Х^  '\-  Х^ 

а?1  +  ^2  +  ^3      Л  +  ^\  +  <х:\ 


=  (^1  —^2^^  +  (^1  —  '^з)^  +  (.^2— ^з)^ 


Примщуь  2.  Даны  две  системы  элементовъ: 


Ьо     «I     Ьз 


(Х2       2Д|        Ло 

&2     —  2Ь|      Ьо 


показать  что: 


4  (аоЛа — а\ )  (Мг— «^1 )  —  («0^2+^2 — ^^\  ^  )^  ^ 
=  4  (ах  Ьз  — аз^! )  («о*!  — М1 )  —  («оЬ2~Ьо«2)^ 
Прим1ьръ  3.  Составить  определителя  изъ  двухъ  системъ: 


«о      ^1      ^2 

Ьо     Ь1     Ьз 


«о       ^1       ^2 

Ьо     Ь]      Ьз 


и  показать  что: 


(а1  +  а\  +  а\){Ъ1  +  Ь\  +  Ь^)=^ 


^  (аоЬо+а!^  +«263)2  +  (а1Ь2— азЬ, )«  +  (ааЬо— «0^2)^  +  («о^!  — М1)^ 
Прим^ьръ  4,  Составить  определитель  изъ  двухъ  системъ: 

а\     щ     1 


а 


а' 


3 


«3     1 
«4     1 


1  — 2Ь1  с,  1 

I  — ЗЬз  Ь^з 

1  — 2Ь8  Ь% 

1  — 2Ь4  Ь24 
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легко  найти  что: 


(^1 

(«3 
(^4 


/>1 )-       (^1 ^2 


(а. 


(«2— '>з)^ 
(«4-Ьз)^ 


(а,  - 

{(Ц 

(«3- 


-  о 


Взаимные   опред^лйтели. 

§  69.  Мы  выше  вид1'>ли,  что  каждому  элементу  а,к  определителя  ?^-го 
порядка  соответствует!,  миноръ  -Л,ч ,  следовательно  такихъ  мппоровъ  есть 
столько,  сколько  и  ;)лемеитовъ  въ  опред'ЬлителЬ,  т.  е.  п^,  Шъ  этихъ  мино- 
ровъ  можно  составить,  в:зяв'ь  ихъ  за  элементы,  оиредЬлителя  п-го  порядка: 

I     Ухц        -^12       -^13       •       •       -^Ь» 


-^21        -^22       -^23       •       •       -^-л* 
^4  31        и'1з2       -'4  33       •       •       -^Зм 


Л„1       Л„2 


4  и» 


(21)) 


который  называется  взаимнымь  опр&Ььлптслемъ  дапнаго  определителя.  Если 
оаначимъ  данный  чрезъ  А  ,  то  взаимный  означается  символомъ  А'. 

§70.  11рсд,\ожсн1е.   Взаимный  определитель  определителя    ?*-го   по- 
рядка равенъ  своему  начальному,  возвышенному  въ  п — 1-ю   степень. 

Доксиатвльство.  ,1^ля  простоты  доказательства  возьмемъ  онредЬлителя 
4-го  порядка: 


А  = 


^'1 

01 

^1 

^'1 

^^2 

<'2 

^'з 

Ьг 

^3 

<1г 

(Ц 

К 

^•1 

<К 

Составимъ  его  вакимиый: 


А'  = 


А^ 

Ь', 

С, 

Х»! 

А., 

1к 

С. 

1), 

л-^ 

п, 

С'п 

Вг 

Л, 

Д 

С, 

1)< 

леромножимъ   эти  два  опредЬлптеля,    по  выше  данному  правилу,  гори;юн- 
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тали   одного    на  горизонтали  другаго.   Замечая   при  этомъ,    что  если  въ 
элеиентахъ  ироизведен1я,  которые  имЪютъ  всЬ  форму: 


ОгАк  +  ЬгВк  +  аСк  +  йгВк 


^и 


•^ч 


индексы  г  и  А;  неравны,  то  эта  сумма  равна  нулю  (1?),  если  же  индексы 
равны,  то  она  равна  А  .   Зам']^тивъ  это,  будемъ  им1зть  произведенхе: 


Д      О      О      О 
О      Д      О      О 


О       О 


О 


О       О       О      Д 


=  ДД' 


Но  по  предъидущему  (св.  5,  сл-Ьд.  3)  видно,  что  определитель  первой  ча- 
сти равенъ  произведен1Ю  д1агональныхъ  элементовъ,  сл']^довательно  будемъ 
им-Ёть: 

Д*=  АД' 


откуда: 


Д'=  Д 


8 


(30) 


что  и  требовалось  доказать.    Очевидно  это  разсужденхе    можно  приложить 
дословно  къ  опред'Ьлителю  п-го  порядка  и  мы  будемъ  им-ёть: 


Д'=  Д 


и-1 


(31) 


§  71.  Взаимный  опред'Ьлитель  Д'  им'Ьетъ  свои  миноры  различныхъ 
порядковъ,  которые  изъ  него  образуются  точно  также,  какъ  изъ  опред'Ь- 
лителя  начальнаго  Д  образуются  его  миноры. 

Примгьръ.  Такъ  наприм'Ёръ^  если: 


Д  = 


а, 

ь, 

С1 

й, 

л, 

Д 

Сг 

А 

«2 
«8 

62 

С4 

Й2 
Й8 

д'- 

Л, 

л. 

В, 
Вг 

С2 

2)2 

Вг 

а^ 

ь* 

С4 

Й4 

л. 

В, 

С, 

А 

то  миноры  перваго  порядка  опред^^лителя  Д'  суть: 


Л,     С,     Д 


д 

02 

А 

Вз 

Сг 

А 

> 

в. 

с. 

А 

Лг    Сз    2)з 
^4     С^    ^^ 


и    т.  д. 


ГЛАВА    VII. — ОНГЕДЪЛЦТЕЛИ. 


117 


Миноры  второго  порядка: 

С,      А 


А.,     П, 
л,     I), 


,       и    т.  д. 


§  72.  Если  составимъ  мипоръ,  какого  ннбудь  порядка.  01Ц)ед1»лителл 
Д,  вычеркнувъ  тъ  пого,  как1.  показано  въ  §  04,  несколько  колоннъ  и 
горнзопталей,  а  изъ  взаимиаго  опродЬлителл  А'  составимъ  миноръ  изъ 
элементовъ,  соотвЬтствуюи^ихъ  ;)ломентамъ  определителя  А  ,  стояи;ихъ 
на  перес'Ьчен1И  выброшенпыхъ  колоппъ  и  горизонталей,  то  так1е  два  опре- 
д-Ьдителя  называются  дополиитсльными  минорами  определителей   А  и  А'. 

Примщп.  Если: 


А  = 


«1  ^1  6*1  ^/|  е\ 

ач  6-2  ^'2  <^2  <'2 

«3  '^3  ^'3  ^^3  ^'З 

«4  '^4  ^4  ^и  ^'4 


«5       ^Ь       ^5       ^^5       ''5 


А,     В2     а,     Вг     А'з  ' 


А'  = 


^3 

А, 


Ъ*з     ^3     -Оз     ^^3 

^^4        С^       2)4        ^ч 

Д     с,     А     ^^ 


Опред'Ьлители: 


1    ^^3      ^'з      ^'з 

I 


и 


1>2       ^2 


^5 


суть  дополнительные  миноры.  Определители: 


В.     (\     В. 


"I 

''I     ' 

Ш 

1 

11 

в^ 

<:з 

2>з 

;  «5 

«'о 

1 

Д 

^ 

1>4 

суть  также  дополнительные  миноры.    Точно  также: 


6/1 


и 


У/.,     С.     В.     Ко 


в. 

С'з 

I), 

Ь\  1 

/л 

С, 

1К 

1'ч 

В:, 

С:, 

1К 

Ей 

суть  дополнительные  миноры. 
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§  73.  Пред^юженге.  Миноръ  т-то  порядка  взаимнаго  опред^Ьлителя  Л' 
равенъ  дополнительному  минору  начальнаго  опред'Ьлителя  Л ,  умножен- 
ному на  1п — 1  степень  определителя  Д  . 

Доказательство,  Возьмемъ  для  простоты  опред^ителя  4-го  порядка 
и  его  в.заимный. 


Д  = 


о, 

Ьг 

С| 

й, 

^. 

Д 

с, 

д 

«2 
«3 

С2 
Се 

Д'- 

^2 

с, 
с. 

а* 

ь, 

С* 

й^ 

^4 

д 

с. 

А 

пусть  требуется  выразить  первый  миноръ  взаимнаго  Л',  соотв'ЬтствующШ 
элементу  Ах ,  этотъ  миноръ  есть: 

Л%     Сц    2)2 


Бо      а      2): 


8 


'3 


В,    С,    А 


Помножимъ  опред^итель  Л  на  предъидущ1Й,  представленный  въ  вид-Ь 
опред']Ьлителя  4-го  порядка  (свойство  5),  то  будемъ  имЪть  (§  67): 


откуда: 


или: 


«1 

ь, 

С\ 

^ 

1 

0 

0 

0 

в| 

0 

0 

0 

ад 

Ъ2 

Са 

йа 

^2 

Д 

с,    1)а 

^^ 

«а 

Л 

0 

0 

а» 

Ьг 

съ 

из 

Л 

Д 

С^    Д 

«3 

0 

11 

0 

»4 

К 

с^ 

(^4 

^ 

Д 

^4     А 

«4 

0 

0 

л 

Д 

С, 

2)а1 

Д  ;  Д 

с» 

А 

1 
1 

о,  А» 

Д 

с\ 

Д 

1 

• 

Д 

с. 

Д 

Д 

Сг 

Д 

—  а 

(,Д2 

1 

Д 

С, 

Д 

что  и  выражаетъ  предложенную  теорему. 


Глава  уть — омркД'Ълители. 
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Возьмемъ  еще  2-й  миноръ  определителя   Л',  именно: 

;  с,  в,  I 

I    <"4       А    ! 

Помножимъ  :)тотъ  оп1)ед'Ьлителг.,   представленный  въ  фо1)М'Ь  4-го  по- 
рядка, па  Л,  то  будемъ  им'Ьть: 


«I  '>!  ^1  ^'1 

По  Ы  Со  г1о 

*•  а«  М  М 

«3  />з  ^3  (^и 

«4  ^  ^4  (^4 


10      0       0 


0 

1      0 

0 

А, 

1?з    Сз 

Оз 

А, 

В,    6-4 

I), 

«I 
(12 


Ь1 


О  О 

о  о 

л  о 

о  /л 


откуда: 


или: 


А 


С,    А 

С,  7)з  ; 

с,   А  ; 


(ы     Ьс 


(1\        Ь 


I        'П 


(и     Ьо 


.  Д 


.Л 


что  и  выражаетъ  предложенную  теорему. 

§  74.  Предложение.  Опред1;литель  и-го  порядка: 


V 


«162Г3  •   •  •  •  ^«  =  («1'>2^'3 


(и) 


(82) 


можетъ  оыть  представленъ  какъ  сумма  иаъ: 


п(п — 1)  (;г — 2) ,  .  .  .  (п — ш-\-1) 
I .2 .3  .  ,  ,  ,  т 


т 


1фоизвсден1Й  миноровъ  ш-го  и  71 — т-го  порядковъ. 

Доказательство.  Въ  самомъ  д'ЬлЬ,  определитель  (82)  можетъ  быть 
образованъ  изъ  главнаго  члена  а\Ь2С^  .  .  .  ^а  слЬдующимъ  образомъ:  соста- 
вимъ  изъ  произведен1я  а^Ь^е^ ....  (и  различныя  сочетан1я  по  т  элементовъ, 
число  ихъ  будетъ  (83).    Цусть  одно  изъ  такихъ  сочетан1Й  будеа'ъ: 

Составимъ  изъ  него  определителя  (агЬ^о^  . .  .  1т):  тоже  сдЬлаемъ  и  съ 
остальными  сочетан1ями  по  т  элементовъ,  такимъ  обра:юмъ  получимъ  опре- 
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Делителей  т-го  порядка  числомъ  (33).  Въ  каждомъ  изъ  нихъ  число  чле- 
новъ  будетъ  1 .2 . 3  ....  ж.  Каждому  изъ  такихъ  опредЬлителей  принад- 
лежитъ  определитель  п—т-то  порядка,  составленный  изъ  остальныхъ  п — т 
элементовъ,  такъ,  напр.,  определителю  {щЬ^с^ . .  .1п)  принадлежитъ  опре- 
делитель (^рт+1д^т^-2...^),  который  им^отъ  1.2.3.  .  . .  (п — т)  членовъ,  и 
въ  произведвн1и  двухъ  такихъ  опред'Ьлителей  число  членовъ  будетъ: 

1.2.3 ш. 1.2.3 (п — т) 

но  такъ  какъ  такихъ  произведен1Й  есть  числомъ  (33),  то  вс^хъ  членовъ 
въ  сумме  всехъ  такихъ  произведен1Й  будетъ,  очевидно: 


1.2.3 


п 


т.  е.  все  члены  определителя  (ахЪ^с^.  .  .  .  ^). 

Знакъ  каждаго  изъ  такихъ  произведенхй  определяется  числомъ  без- 
норядковъ  въ  члене,  происшедшемъ  отъ  иеремножен1я  первыхъ  членовъ 
определителей,  составляющихъ  каждое  произведенхе. 

ТТрим1ьръ  1,  Пусть  будетъ  данъ  определитель  4-го  порядка  (а1Ь.2^8^4)- 
Онъ  состоитъ  изъ  суммы  произведен1й  определителей: 

(«162) (М4)   {ауЪ^){сМ   (0164) (сгйз)   {а2Ъ^){с\й^)  (огЬ^)  (с, (?з)  {аф^(схй^) 
знаки  этихъ  определителей  будутъ  -| 1 — | [-,  т.  е.  имеемъ: 

= {ах  Ь2){с^й^)—{ах  ЬзХ^Й4)+(«1  Ь^){с2Ь^)+{аф^Хсх  й^)—{(нЬ^){сх  Л^)'\'{афд{сх  <?з) 
Пргшгьръ  2.  Точно  также  найдемъ: 

(«162^4^5)  =  («1  Ьа)  (^3^465)  —  (Фь)  {с^Л^е^)  Л- 
+  («I Ь^  (сгйзбй)  —  {ах  Ъ^)  {с^Лгсд  +  («г^з)  (^1  ^4^5)  —  («2^4)  (^1  йз^б)  + 

+  («2*5)  (^1  й^е^)  +  {Фа)  {с\  ^2^5)  —  {Фъ)  {С\  Л^е^)  +  («4^5)  (^1  ^вз) 
Примгьръ  3.  Легко  видеть  изъ  предъидущаго,  что  определитель: 


0 

0 

С\ 

^ 

«1 

0 

0 

Сз 

Й2 

ч 

«8 

Ьз 

Сз 

^ 

ч 

а* 

ъ. 

С4 

а, 

е* 

«5 

к 

Сб 

Ль 

Ч 
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равенъ: 


^3 


а 


^1 
'3   '     . 
.      Со 


(\ 


^/5 


^1        г/|        Г,    1  Су       Г?!        Г] 

.     Го       гл.       Го  !  _|_  1  '  .     Гз       (/о 


ггг.     Ьг 


г, 


Г^г.  ?>г. 


^3       <к 


Гс 


2  , 


г.- 


3 


При.търъ  4. 


О      О      Сх      (А      (\ 
О       О      г.,      г/о     Го 


О       О       Го     (/., 


г.. 


^'4        '>»        ^'4        ^?4        ''4 
^':.        ^>5        ^а        ^'г.        Сг^ 


I 


(^:.      ''5  I 


С,      (7,      г, 

Го        (/о        Го 
^3        ^^3        ^3 


гд'Ь: 


Прилиъръ  5.  .км'ко  пид'1',ть  также»   что* 


а 

и 

). 


и 
ь 

Г 


(I 


г 

V 


V 
О 
О 


Л 


[     1^     !^' 


V'      ^  ,г/-'  -Ь  /л^-^  -  Ь  г7^  4-  2/Г^Т  +  2/т  4-  2Л7.(^ 


О 


7.  =^  .а7 


о. 


4 


1X7 


V  /ч 


Л  р. 


Симметричесн1е  опред^лители  и  ихъ  свойства. 

§  75.  Опр(()1ьл(*н'н^  Если  пъ  опродЬлителЬ  Л-й  :)Л0мсм1Тъ  иъ  /-н  го- 
ризонтали равеиъ  всегда  /-му  :>Л('М(мггу  иъ  к-п  колоинЬ,  т.  о.  если  т\'\\- 
емъ  всегда  для  всЬхъ  ипдексовъ: 


(Ик  =  (1Ь 


(34) 


то  опред'Ьлитель  называется  гиммгтрнчггкпмь. 


АДГЕБРАНЧ.    АНАЛи^Ъ. 


10 
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ТТрпмгьръ.  Определитель: 


Л  = 


а  Ь  д 
Ь  Ь  ( 
9     (     о 


=  аЪс  —  аР  —  Ьд^  —  сЪ^  +  2(дЬ 


есть  симметрически  3-го  порядка. 

Очевидно,  въ  симметрическомъ  опред'ЬлителЬ  А-я  колонна  тождествен- 
на съ  г-й  горизонталью,  такъ  въ  предъидущемъ  прим'Ьр'Ь  вторая  колонна 
тождественна  со  2-й  горизонталью. 

Изъ  этого  видимъ,  что  если  въ  симметрическомъ  опред^лител-Ь  вы- 
бросимъ  А;-ю  колонну  и  г-ю  горизонталь,  то  получимъ  миноръ,  который 
равенъ  минору,  полученному,  если  выбросимъ  А-ю  горизонталь  и  г-ю  ко- 
лонну, т.  е.  будемъ  им4ть  всегда: 

А%к  =  Аи 

откуда  имЪемъ  сл'Ьдующее  предложен1е: 

Предложенге.  Взаимный  определитель  симметрическаго  определителя 
есть  самъ  симметрическ1й  определитель. 

Иримгьръ  1.  Квадратъ  какого  нибудь  определителя  есть  симметри- 
ческ1й  определитель: 

«^8  +  Ь\  +  с\ 


а, 

Ьх 

С\ 

2 

«2 

Ьг 

С2 

«3 

Ьг 

сз 

=     аха2-\-Ь)Ь2-\гСхС2       а\  -|-  Ь\  +  <^\ 
щ  а^-^-Ьх  Ьз+С]  Сз      а2^з+Ь2Ьз+<^2^з 


Прим1ьрь  2, 

О     а    Ь 

а     О    с 

Ъ     с     О 

Решимъ  еще  несколько  примере  въ. 
Прхш^ьрь  3. 


=  ^аЪс 


О     а    Ь    с 


а    0 

с,    Ь, 

1 

Ь    С| 

0    а, 

с     &! 

а,     0 

=  аЬ1\-{-Ь-Ь'\-\-сЧ^1 — 2ащЬЬх—2ас11СС1 — 2ЬЬ,СС1  = 


=  {аа1-\-ЬЬ1 — ссх)^ — ^аахЪЪх  = 
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При.юьръ  4, 


0  111 

1  с     О     а 
\      Ь     а     О 


=  а^-}-Ь'--{-с'—2аЬ—2ас—2Ьс  =  (а-^-Ь—сТ—^аЬ 


=  —{V  а+1/  Ь+V  с){-У  а  +VЬ+V  с)(V  а--V^+V  с){V  а+^^ 

§  7в.  Если  въ  опрод'Ьлител'Ь  ^лемеитъ,  столщ1й  въ  /,-й  колонии  и  /-и 
горизонтали  всегда  равепъ  ;)лемепту,  стоящему  въ  /-й  колоппЪ  и  ъъ  к-п 
горизонтали,  валтому  съиротивпымъ  аыакомъ,  т.  е.  если  мы  всегда  им'Ьемъ: 


а  (к  = 


Икч 


то  определитель  называетсл  косымъ  симмет2}а'сескнмъ.  Чтобы  предъидуп^ее 
услов1е  было  удовлетворено  длл  всЬхъ  элемептовъ,  необходимо,  чтобы 

аи  =  О 

т.  е.  чтобы  всЪ  элементы  главной  д1агонали  были  равны   пулю. 
[12шм)Ь2)ъ. 


0 

а 

Ь 

с 

а 

0 

/ 

с 

Ь 

-/• 

0 

(1 

с 

— г 

г/ 

0 

0 

(6 

-ь 

с 

а 

0 

г 

с 

Ь 

-/■ 

0 

(1  '" 

1 

с 

с  ■ 

-а 

(_)  ' 

(а(1—1н.'^с/)- 


((и1-\-Ьс-\  с1)^ 


§  77.  Предложение.  Взаимный  оиредЬлитель  снмметрическаго  ои1)ед'Ь- 
лителя  есть  также  симметрическ1*й  определитель. 

Доказательство.  Въ  симметрическомъ  опред'Ьлител'Ь  1'оризоптали  тож- 
дественны колонпамъ,  сл'Ьдовательпо,  мпноръ  относительно  элемента  «,;.  бу- 
детъ  равенъ  минору  относительно  элемента  а;/,  т.  е.  А{к  =  ЛкГ,  эти  два 
минора  отличаются  только  т1»мъ,  что  колонны  одного  суть  горизонтали 
другаго  и  обратно. 
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Примпрь. 


л  = 


а 


9 


А  = 


А,= 


А,= 


9     Г 
Г    е 

Д- 

ь 

с 

г 

е 

Сх- 

Ъ    9 

с      Г 

Ъ     с 
Г    е 

Д,- 

а 
с 

с 
е 

0,- 

а  Ь 
с    Г 

Ъ     с 
9    Г 

в^ — 

а 

ь 

с 

Г 

с,- 

а  Ь 
Ь    9 

откуда  видимъ,  что: 


А^'^Вх 


-4з  —  С\ 


В^  =  С4 


следовательно,  взаимный  опред']&литель  А'  есть  симметрнческхй. 

§  78:  Предложеше.  Взаимный  опред'Ьлитель  косаго  симметрическаго 
опред'Ьлителя  будетъ  симметрическ1Й,  если  данный  опред']&литель  будетъ 
нечетнаго  порядка  и  будетъ  косой  симметрическ1й,  если  данный  опред'Ё- 
литель  будетъ  четнаго  порядка. 

Доказательство.  Если  данный  определитель  будетъ  нечетнаго  по- 
рядка, то  его  первые  миноры  будутъ  определители  четнаго  порядка.  Пер- 
вые миноры,  относительно  сопряженныхъ  элементовъ,  будутъ  отличаться 
только  т^мъ,  что  колонны  одного  равны  горизонталямъ  другаго,  съ 
противными  знаками.  Переменяя  знаки  въ  колоннахъ  или  горизонталяхъ 
одного  изъ  нихъ,  определитель  не  изменяется,  такъ  какъ  онъ  четнаго  по- 
рядка, но  колонны  одного  делаются  равными  горизонталямъ  другаго,  сле- 
довательно, эти  миноры  равны,  а  потому  взаимный  определитель  будетъ 
симметричесшй. 

Если  данный  косой  симметрическ1Й  определитель  будетъ  четнаго  по- 
рядка, то  сопряженные  его  миноры  будутъ  нечетнаго  порядка,  а  следова- 
тельно, разсуждая  какъ  выше,  увидимъ,  что  они  будутъ  равны,  но  съ  про- 
тивными знаками,  следовательно,  взаимный  определитель  косаго  симмет- 
рическаго определителя  четнаго  порядка  будетъ  самъ  косой  симметриче- 
^К1й  определитель. 


ГЛАВА    VII. — ОПГЕДТ.ЛИТЕЛИ. 


125 


Прпмгьръ  1.  Пусть: 


Д  -- 


0 

а 

— а 

0 

—Ь 

с 

с 


—с       о 


будетъ  косой  симметрнческ1Й  определитель   3  -  го    иорлдка.    Его  взаизшын 
будетъ: 


с 


"      1к'      НС 


с       с 


с 


Д'=      ]и-      1г     аЬ         -  (((и-     Ь       Ь       I) 
,   ас      иЬ     а'  и       а      а 


О 


какъ  видно  симметрическ1Й  и  тождествоппо  равепъ  нулю. 
1Тримщ)ъ  2.  Пусть: 


А  = 


О 
■а 
Ь 


а 


О 


—О  —(1 


О 


с 


с 


г 


—с    —г  — /■       о 


косой  симмет1)пческ1п  опредЬлптель  1-го  иорлдка.  Элементы  еп)  взаимна  го 
будутъ: 

Л,  =  0     Д  =  —а['~с(}1- \-Ьг1'    (',=--  ^/г/-[ -1гг—п1г     2),  =  —а[(Ь\'1иЬ-\-Ы'' 

Л-л-=  ас(—Ь'^г-\-г,}г       В^  ^-=ш1'—Ьгг-\-г\1     Гз  =  О  1).у=—1г1—нп1-\-аЬс 

Л^=(ф1—Ь(1с     с(Г^     Д  =<1Ч'-1^~с-\-Ьп1     (\  =  а^1'+сп(1—а1»с  ]),  =  О 

откуда  видно,  что  определитель  состаиленны11  и:з'Ь  ;)тих'ь    ;)лем(Мгговъ  есть 
косой  симметрический. 

§  79.  Иргдложси'н',  Косой  «имметрическИ!  онредЬлитель  иечетнаго 
иорлдка  всегда  равепъ  нулю,  а  Ч'гнаго  иорлдка  всегда  составллегь  пол- 
ный квадратъ. 

Доказательство.  1.  Пусть  оудетъ  А  косой  симметрическ!!!  онред1^лн- 
тель  нечетнаго  иорлдка.  Такой  0111)ед'Г>литель  п(»  и;^мЬнлегсл,  если  въ  пемь 
зам'Ьпимъ  колонны  горизоиталлми  и  иеремГ.нимъ  ;знаки  во  всЪхъ  колоннахъ, 
но  такъ  какъ  оиредЬлитель  нечетнаго  иорлдка,  то  такая  оиерац1л  и:зм'Ьплетъ 
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знакъ  определителя,  сл^Ьдовательно   чтобы  услов1е    Л  =  —  Д  было  удов- 
летворено необходимо  чтобы  Л  =  0. 

Примтьръ.  Пусть: 

О     а     Ъ 


Л  = 


— а     О     с 
—6  —с     О 


=  О 


2.  Пусть  опред-Ьлитель  Д  будетъ  четнаго  порядка.  Мы  выше  видели, 
что  его  взаимный  Д'  будетъ  также  косой  симметрическ1Й  опред^^литель 
(§  78).   Положимъ,  что  определитель  Д  четвертаго  порядка: 


Д  = 


О 
— а 
—Ь 
— с 


Его  взаимный: 


Д'  = 


а      Ь 

О      й 

-й      О 

Г -9 
Л, 

А, 
А, 


с 

г 

9 
О 


=  {ад—Ь(-\-саУ' 


Д 
Д. 

д 


^1 

С* 


Вг 


гд4: 


^,=Д  =  (^  =  2)4  =  0      Д  = 

С^  =  —  Д       2)2  = 

Мы  выше  видели  (§  73),  что 


-^2  с, 

-Д     А 


-л 

-С4 


Ву=-А^ 


Ах     Д 

0    9 

-42       Д 

-9    0 

.А=^«.А 


или: 


ДЛ^  — Л2Д  =</«.А 


Но  Л1  =  О ,  Д  =  —  Аа  ,  следовательно: 


Л^2  =  <7''.А 


откуда: 


А  = 


^2 


8 


«/ 


2 


откуда  видинъ,  что  А  есть  полный  квадратъ. 
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Если-бы  данный  определитель  быль  О-го  поридка: 


Л 


0 

а 

Ь 

с 

(1 

V     1 

— а 

0 

Г 

<1 

к 

А- ; 

1 

Ь 

-Г 

0 
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Ч 

г 
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— с 

// 
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0 

.<? 

( 

а 

Ь 

ч 

-^' 

0 

и 

— г 

1- 

— г 

—1 

—1/ 

1 

0 

Его  взаимный  также  косой  симмет1)ическ1й: 

'   Л,     В,     С\     Вх     Ех     Г^ 
Ао     Л,     Г,     7).,     Ео     Г. 


гд'Ь: 


А,  =  Я,  =  С,  =  Т),  =  Е,  =  Г, 
Но  мы  выше  вид'Ьли  (§  73),  что: 


2?,  =  —  Ао 


А, 

Д. 

('■3 

1\ 

Дл 

Дп 

у^ 

д 

с, 

п. 

]■:, 

1'\ 

Аг, 

Дг, 

(\ 

1к 

!•■:, 

1\ 

Ас, 

Вс. 

С, 

г>. 

Дв 

д 

а=  —  А. 


Ах 

Д. 

(\ 

д.    1 

А, 

В, 

С, 

Д. 

Аг 

Д. 

С, 

Дз    1 

А, 

В, 

с. 

А  : 

О     и 


—и     О 


/\=п^,А 


Но  первая  часть  есть  полный  квадратъ,  такъ  какъ  ^то  ость  косой  сим- 
метрическ1Й  онредклитель  четнаго  порядка,  следовательно  и  определи- 
тель Д  шестого  порядка  есть  полный  квадратъ.  Точно  также,  и  такимъ 
же  образомъ,  можно  показать  и  для  опред'Ьлит(\тей  высшихъ  четныхъ  по- 
рядковъ. 

§  80.    Предложенге    Квадратъ  определителя  четнаго  порядка  всегда 
можно  выразить  въ  вид!,  косого  симметрическаго  определителя. 
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Докалательетво,    Пр1смъ   для  доказательства    на  слЪдующихъ  двухъ 
частныхъ  прим']^рахъ  распространяется  легко  и  вообще.  Мы  И1г]^емъ  (§  66): 


Ь,     —а, 

&2       —«2 


а, 

Ь,      2 

«1 

Ь^ 

1 

• 

«2 

^2    1              «2 

Ьг 

(11Й,— Ь,Г/, 

Л|Ь2       «2^1 

"""" 

«2^1        ^«1^2 

пфг     0 

2''2 

1 

— 

О  а1&2—''2^ 
(«1  ^2 — «^2^  )  ^ 


И 


Д2  = 


Я] 

''. 

С\ 

й, 

«2 

Ь, 

Ч 

л^ 

<н 

Ьз 

Сг 

Лг 

а* 

К 

Ч 

<?4 

&■ 

о. 

-(7, 

С) 

Ьг 

«2 

-'^г 

Сг 

Ьг 

«3 

-^3 

Сз 

ь* 

а^ 

-Й4 

С4 

второй  множитель  есть  ничто  иное,  какъ  первый,  въ  которомъ  перестав- 
лены дв'Ь  колонны  Ья  и  2-я,  3-л  и  4-я  и  переменены  въ  двухъ  колон- 
нахъ  знаки,  отъ  этого  опред^^литель  не  изм'Ьнится  (свойство  2). 

Перемножал  найдемъ: 


0 

(«1^2)       (^1*2) 

(аМ     (г,г2з) 

—(ахЬ^)- 

-Ы,) 

(П\Ь2)  +  ((^\(12) 

0 

(аМ     (С2(1^) 

(^264) 

-(С2(14) 

(а1МЧ-(С|^з) 

(а^Ь^)'\-(с2(1^) 

0 

(«зЬ*) 

-(С3Й4) 

(аА^  +  Шд 

(а21и)-г(с2(14) 

(аз&4)+(^8^4) 

0 

очевидно  опред^^литель  косой  симметричесюй.  Символы  (а^&з)  обозначаютъ 
опред-Ьлителей  ^12  —  азЬ],  какъ  было  условлено  въ  §  59. 


Р^шеи1в  сястеиы  дяиЫ1иыхъ  уравнеиМ. 


§81.  Пусть  будетъ  дана  система  п  линейныхъ  уравнешй: 

^11^1  +«12^2 +  «13^3  4"    •    •    •    +  «ЬЛ*!  +    ....    +  ЛыГ,,  =  ?/1 
^1^1  4"  «22^2 +  «23^3+    •    •    •    +«21^1+    ....    +а2н.Тя  =  «2 


акхХх -\- ак2Х2 -\- акзХ2 -{'  .  .  .  -|-«ь-^«+  ....  ']-акнХп  =  щ 


(32) 


ОпЬТ^  4'  Лм2Д:2  +  ««3^8  "Ь    •    •    •    ~Ь  ^»"^'  +••••+  ^мм^м  =  «*л 
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Составимъ  изъ  коэфигиентовъ  у  иеизи'Ьстпыхъ  гг, ,  л-з,  .Гз,  ...т„  определителя: 


«11      а\2     •      •     «ь« 

I 

А  =  ^  =-  ^  -^-  «I  ,  7(22?<33  •  •  •  «»н  (-^З) 

I     «л!        «»|2        •        •        «ни    I 

Составимъ  вс'1»  первые  миноры  :)того  определителя  А\\,  А12,  •  •  . 

Если  иредъидуп|,1я  уравпеп1я  помножнлп,,  начиная  съ  перваго,  после- 
довательно на  Аи ,  Л.>/,  А'.и ,  .  .  .  Л,»  и  поел]»  :ггого  ихъ  сложимъ,  то 
найдемъ: 

/1г(  =  и1А1,-{-И2Л2,-^И'^А.ь-{~     .     .     .     -\- КпАш  (34) 

такъ  какъ  ко::><|)И1иенты  у  остальных!»  11еизв1»стныхъ  будутъ  имЬть  (1)орму: 

«^*Ль•+«2.^А>.■+«з^•/I:и-{-     •     .     •     -{-ПшАю^О  1^85) 

следовательно,  тождественно   ])авны  нулю  ({:;  05). 

Что  же  касается  второй  части  уравнеп1я  (:и),  то  она  есть  ничто  иное, 
какъ  оиредЬлитель  .  иъ  кото1)ом'ь  :^лемеиты  1-й  колонны  :тм'1ицены  :»ле- 
ментами  ?<!  ,  и.*,  ?<з ,  .  .  .  «„.  СлГаовательно,  уравнен1е  (Н4)  можно  напи- 
сать въ  форм'Ь: 

ИЛИ  еще: 

(«11«22«33  •  •  •  •  «">.)  .Г.  =-  (^«11«22«33  •  •  ?^   •  •  •  «>/,<) 

откуда: 

(«1 1  «22«33  ...«/.••  «)<*» )  .  .»^  , 

'«1  1  «22«33 «л»» ' 

давая  индексу  г    всЬ  значен1я  1,  2,  8,  4, п  получимъ    изъ  (:\(\)   или 

(37)  выражен1Я  для  всЬхъ  неизвЬстныхъ. 

§  82.  Введен1е  въ  ал1ч^6ру  симкола  /  и  количествъ  г//,  (1-{-Ы  изъ  него 
состав.1енныхъ,  дало  большую  общность  изсл'Ьдоиан1ямъ  и  повело  к ь  замЬ- 
чательнымъ  обобщеп1Ямъ  предложеи1й.  Но  :>ти  символы  подлежать  тремъ 
осиовнымъ  законамъ  алгебры:  пграм^ьсшитсльному^  распред^ълителшому  и 
поврпаршпельному,  следовательно  въ  своихъ  комби нац1яхъ  не  отличаются 
отъ  д^йствительныхъ  количествъ.  Но  въ  алгебру  введены  и  так1е  количе- 
ственные символы,  которые  не  подлежатъ  осиовнымъ  законамъ,  а  имЪютъ 
свои  закопы.    Съ  помощ1ю   такихъ   количествъ  часто    упрощаются    весьма 
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сложныя  доказательства  предложений.    Изъ  такихъ  символовъ  мм  введемъ 
символы: 

пеудовлетворяющхе  перем'Ьстительному  закону,  а  им'Ьющ1е  сл'Ьдующее  свой- 
ство: 

Му.  =  —  ЬА  (39) 

т.  е.  когда  количества  к  и  ^,^^  въ  произведен1и  М^  перемещаются,  то  про- 
изведен1е  м-Ьняетъ  знакъ.   Откуда  сл-Ьдуеть,  полагая  Х  =  11.: 

^2,  =  _  ^2, 

а  это  уравнен1е  существуетъ  только  тогда,  когда 

А  =  О  (40) 

Такой  законъ  символа  ^х,   какъ  видно  въ  системЬ  такихъ  символовъ   сте- 
пеней не  существуетъ. 

Воспользуемся  свойствами  символовъ  к  для  доказательства  правила 
перемножен1Я  двухъ  определителей,  которое  было  нами  выведено  эмпири- 
чески. Доказательство  обыкновенное  для  двухъ  определителей  м-го  порядка 
весьма  сложно,  а  символы  /х  значительно  его  упрощаютъ. 


Домазатедьство  правила  перемножен!!  двухъ  определителей. 

§  83.  Возьмемъ  произведете  символовъ: 

если  въ  немъ  переставимъ  два  символа  стоящ1е  рлдомъ,   то  на  основаши 
закона  (1)  все  произведете  измЬнитъ  знакъ. 

Точно  также,  если  въ  произведен1и  (40)  символовъ  переставимъ  два 
как1е  нибудь  символа,  то  произведенхе  тоже  изменитъ  знакъ.  Въ  самомъ 
д*ле,  перенесемъ  символъ  ^г+иц-!,  посл'Ьдовательнымъ  перестановлен1емъ 
двухъ  символовъ,  передъ  символомъ  к+1 ;  при  этомъ  очевидно  мы  сд^лаемъ 
т  перестановлен1Й,  и  произведенхе  (40)  приметъ  видъ: 

Теперь  въ  произведен1и  (42)  тоже  послЬдовательнымъ  пером'Ьщон1емъ  двухъ 
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символовъ,  иерепесемъ  сммнолъ  (г  за  символъ  /,_;,»,  при  ;)томъ,  очевидно, 
нужно  сд'Ьлать  т-\-\  иеростаповле1Йн,  и  11рои:^веде1ПО  (42)  обратится  въ 
сл'Ьдующее: 

{ 1  )'"*"'"    ^1  .  ^2  •  •  •  •  ^— 1  •  ^Ч  '"+1  •  ^'1  1 ^4  "»  •  ^»  •  ^-Ьт42  »  >  .  *   ^н  (43) 

Сравнивал  11рои:шоден1л  (41)  и  (4:0  иаходимъ,  что  переставивъдва  сим- 
вола 1г  и  ^  1-ти  само  произведсчпе  изм1шило  зиакъ  2т-\-\  ра:п>,  т.  е.  нс- 
четиог  число  ралъ;  слЬдовательио,  при  перестановке  дпухъ  символовъ  про- 
и:зведен1'л  опо  мЬнлетъ  зиакъ. 

Отсюда  видимъ,  что  всякое  пронзведен1е  изъ  п  символовъ  (38)  бу- 
детъ  равно  произведен1ю  (41)  со  знакомъ  (-{-)  или  ( — ),  смотря  по  тому, 
будетъ-ли  въ  иемъ  безпорядковъ  число  четное  или  нечетное.  При  этомъ 
зам1',тимъ,  что  па  основан1и  закона  (39),  если  въ  произведен1е  и  симво- 
ловъ войдутъ  два  1)авпыхъ  символа,  то  такое  нроизведенге  обращается  въ 

НУЛЬ. 

т 

Составимь  теперь  с.т]'аую1д1е  линейные  символы: 

о^  =  а\^\-\-п^2^\' +  «п6* 

гд-Ь  (I, ,  Ьк  суть  количества  обыкновенныя.  Перемножимь  а  на  ?,  руковод- 
ствуясь при  этомъ  вышеприведенными  законами  (31))  и  (40);  то: 

Очевидно,  что  перемножал  \^  на  а  получится  то-же  п^)оизведен^е  (44)  только 
съ  нротивнымъ  знакомъ,  слЬдовательно: 

аР  =  — За  (45) 

Ясно,  что  члены,  стояние  въ  скобкахъ  во  второ!»  части  выражен1я 
(44),  нредставлян)тъ  собон)  вс(ми)Зможных'1>  опред1>лнт{мей  втораго  по|)ядка, 
составлспныхъ  изъ  ^злементовъ  а  и  Ь\ 

Если  теперь  номножнмь  произведен1е  а^  на  символъ; 

то  точно  также  получнмъ  сумму  [1роизведен1Й  символовъ  /  по  три  на  со- 
отв'Ьтствуюние  всевозможные  определители  третья  го  порядка,  составлен- 
ные изъ  ;)лемептовт.  а,  Ь  и  с 
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Перейдемъ  теперь  въ  болЪе  общимъ  разысканхдмъ  и  возьмемъ    сл'Ь- 
дующ1е  п  символовъ: 

*1  =  «1,1^1  +  «1,2^5  + +  а1,»^н 

«2  =  а2,1^1  +  а2,2&  4" "Ь  Д2,и^л 


Перемножая  ихъ  между   собою   получимъ   произведенхе   сл'Ьдуюп^аго 


вида: 


«102 


....    (Хм  —   ^  \^^^^  •  Л2г2  •  ЛЗгз  ....  Диг„  •  ^г1  •  ^г2  •  •  •  •  ^т) 


(46) 


Т^  члены  написанной  суммы,  въ  которые  войдутъ  два  одинаковые 
символа  I,  обратятся  въ  нули,  и  подъ  знакомъ  2  останутся  только  члены, 
содержащхе  различные  символы  ^. 

Дал'Ье  изъ  предъидущаго  изв'Ьстно,  что 

гд-Ь  (+)  берется  когда  индексы:  п  гг  Гз  .  .  .  .  г„  даютъ  четное  число 
безпорядковъ,  и  ( — )  когда  нечетное.  Тогда,  если  въ  выражен1и  (46),  возь- 
мемъ произведен1е:  ^1 .  ^ .  ^з  •  •  •  •  ^1  общимъ  множителемъ,  получимъ: 


а] .  а2 .  аз  .  .  .  .  «и  *•=  ^1 .  ^2  •  ^  •  •  •  ^  •  /.  —  ^1э*ч  •  ^'^^г^  .... 


€1^п^гп 


Но: 


2 


—  а1,г1  .  а2,2а  •  «3,2з    •    •    •    Лп,?м  = 


«1,1 

«1.2 

«1,3       . 

•       «1,п 

«2,1 

«2,2 

«2,3      . 

•      «2,п 

«3,1 

«3,2 

«8,8      • 

-      «3,»1 

«N,1        «п.  2        «м,3       • 


«и,п 


откуда: 


А^  .  0^2  •  ^3    .    .    •    .    Л||  


«1,1        «1,2       .       .       .      «1,н 


«2,1        «2,^       .       . 


«2,и 


Ч  *2  •  ^3 


.  Л.      (47) 


вя,1       вн,2 


.  .  • 


«м,м 
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Такъ   выражаетсл  опредЬлитель    н-го  порядка   ироизведен1емъ  лннейвыхъ 


множителей. 


На  основан1и  доказапнаго,  11роизведен1е  изъ  символовъ: 

а1=а1,1    1^1  +  ^2,1    ^2+ +«",1    ^« 

а2  =  а|,2    к -{-(12.2    (2-\- +  ^'»',2    ^« 


(48) 


а»  =  а],и  ([  +  ^2,»  Л2  + -|-  «„,„  1п 


напишется  такъ: 


«1,1        «1,2 
«2,1        «2,^ 


«1.>| 


•       «       • 


«» 


.н 


«1  •  «2  .  «3   • 


.  а„  = 


.    «11.1       «»1,2      .       .       .      ап,п    ! 


Ч  1'2    '    *    *    ^п 


Но  изъ  уравнен1л  (45)  заключаемъ,  что  символы:  а,  оо  .  .  .  а»  подлежатъ 
гЬмъ  же  законамъ,  что  и  символы  (,  следовательно,  произведен1о  нзъ  п 
символовъ: 

Р1  =  ^1,1  0С1  +  г>1,2  «2  + +  ^1,м  Я„ 


1^2  ==  ^^^Л  «1  +  ^^2,2  «2  + -\-Ь2.п0^п 


т) 


^а  =  ЬпЛ  а!  +  /Лг,2  «2-1- +  Ьп,п  ^п 


выразится  такъ: 


о.     о     а  г,     

Н1  •Р2'Рз  •  •  •  Н/<  — - 


^М       ^'1,2       .       .       ^1,1» 
Ьи,\       Ьу,2       .        .       Ьп.и 


«1 .  а2  .  .  .  (Хи 


Если   въ  посл'Ьднее  выражение   вмкто    ироизведеп1я:   «[.«.^.«з.  •  •  ««    вста- 
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вимъ  его  выражеп1е  изъ  (47),  то  получимъ: 


^.&2-Ри  = 


«1,1      а1,2      .       .      а1.м 


«2,1       Л2,2 


•       (12,п 


ЛиД      011,2       .       •      Л«,я 


ЬхД       Ь1,2       .       Ъ1,п 


>2,2       02,2 


62,1 


ЬпА       Ьп,2       .       Ьщп 


1хЧ-'^п      (51) 


Если   въ  выражеши   (49)  вместо  а],  Оз,  .  .  а^   подставимъ  ихъ  значенхя 
изъ  (48),  тогда  изъ  выражешл: 

Р*  =  6*4*1  +  6*,2а2  +  ....  Ь*,2«2  .  .  .  -|-Ь*,па»» 


получимъ  сл-Ьдующее: 

Р*  =  Ь*,1  («1,1^1  + 

+ 
+ 
+  Ь*,2  («1,2^1  + 

+ 

+  Ьк,н  {ачМ  + 
или  же: 


.    •    .    .    Н-  а^ухи  -}- 


.     .     .     -}"^а»2^2-Ь     . 


.       .       .       -1-а2,н^2"|'       •       • 


+  ап.1^я)4- 


+  ап,2^)  + 


+  ап,яЛ|) 


Р*  =  (а1,1б*д  +  «ьгЬм  + +а1.пЬм)^1  + 

-1- 

I  •  •  .  .  •  .  • 

4- 

+  («гдЬлд  +  а2,2Ь*,2  + +  а2,*Ь*,п)  ^2  + 

I  •  •  .  .  .  •  • 

Означимъ  коэфицхенты  при  ^1 .  ^ ,  .  ^2  •  •  ^п  черезъ  Сад  , .  Си^ч ,  С«,2 , .  •  С*,», 
тогда  посл'Ьднее  вмражен1е  напишетса  такъ: 

Давал  индексу  к  всЬ  значешя  отъ  1-цы  до  п  включительно,  получимъ: 

&!=  ЙД^!  +  (71,2^2  + Л-С\М 

?2  =  (^Л^1  +  ^2,2^2  + +  Сг^и 


Ри  =  СиД^!  4"  С>1,2^2  4"       •'••••       ~Ь  ^»»>»А» 
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Перемвожал  Г10СЛ'1>дп1я  выражегия  получимъ: 

I 


?!  •  р2  •  к%  •  •  •  ?*ч  — 


Г1  Г1  Г1 


^ .  и 


|.12 


Сравнивал  выражен1л  (51)  и  (52)  иаходимъ  следующее: 


(и 


185 


(52) 


«1Д       «1,2       .        «1.Н     1  />1Л       ?>1.2       .       Ь\,н 


«2,1       «2,2       .        «2.Я 


/'2,1       '>2,2       .       '>2.п 


С],!        С1,2        .        С^1,» 
С2Д       С2,2       .        Г/'^,», 


(53) 


I  г 


Г^Д        (.'„,.\ 


гд'1;: 


Сл-,,=  «,д'>А-,1  "Г  «'.•2'>А,2  + +«г,п?>Л,п 


'-'|/,»1 


(54) 


Найденное  нами  выражеп!е  (5/^)  даетъ  произведен1'е  двухъ  определителей 
п-го  порядка:  формула  же  (54)  покауываетъ,  какъ  пужпо  поступать  для 
того,  чтобы  по  двумъ  даинымъ  опредклителямъ  получить  ихъ  проиуве- 
ден1е. 

Доказавъ   вполпЪ   теорему    перомпожеи1я  опред'Ьлителей,   на  основа- 
нш  ел  легко  доказать  сл'Ьдуюп1,ее: 

§  84.  Пх>еОложанге:    Квадрат1.    всякого    определителя    -^г-го    порядка 
есть  симметрический  определитель  того-же  порядка. 

Въ  самомъ  д'ЬлЬ,  положимъ,  что  дапъ  опр€\^'Ьлитель  А  ^г-го  порядка: 

I     «1Л       «1,2       .       .       «1.И 


«2  л       «2.2       •       .       «:?," 


А  = 


«И  Л       «><,-2       .        .       «/<>/ 
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откуда: 


Л2  = 


а1,1   а1,2   «1,3   .   Д1.»1 
«2,1   «2,2   «2,3   •   «2,м 


«3,1   «3,2   «3,3 


«3»п 


«пД   «м,2  (1п,п       •  (^,п 


«1,1  «1,2  «1,3  .  «1,п 
«2,1  «2,2  «2,3  •  «2,п 
«3,1   «3,2   «3,3   •   «3,я 


«П.1   «п,2   «л.З   .   «-и,» 


Производя   ПО  изв'Ьстнымъ  правиламъ  иеремножен1е,    на  саномъ  д'Ьл'Ь  по- 
лучимъ: 

Си  С1,2  01,3  .  С1.П 
С%\  С2,2  ^2,3  .  С%п 
Оз,1       08,2      Оз,з      .        Оа,|| 


Л«  = 


Сп,\       УУпЛ       ^«.3       •       Ои,п 


гд'Ь  каждый  символъ  этого  новаго  опред'Ьлителя  составляется  по  формул'Ь: 


0(Г,*  =  «•,1«*,1  +  ««',2«М"1" +«!>«*,« 


(55) 


Такъ  напримЪръ,  чтобы  получить  символъ  Ск,%  сопряженный  взятому,  нуж- 
но въ  (55)  положить:  г  =  2;  и  А;  =  г,  то  получимъ: 


0*,<  =  а|г,1««,1  4"  «м«*»2"1" -Ь«*,п««> 


(56) 


Сравнивая  выражен1Я  (55)  и  (56)  зам'Ьчаемъ,  что  вторыя  ихъ  части  совер- 
шенно равны,  поэтому  и  первыя  тоже;  сл'Ьдовательно: 

О.,*  =  О*,. 

а  опред'Ьлитель,  въ  которомъ  сопряженные  элементы  равны,  есть  симметри- 
чески, поэтому  и  опред'Ьлитель  Л^  есть  симметрическ1й  опред^Ьлитель, 
что  и  требовалось  показать. 
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ГЛАВА   VIII. 

О  сравнен1яхъ. 

§  85.  Если  рааиость  двухъ  чиселъ  а  я  Ь  дЬлится  на  число   Л,   т.  е. 
если  мы  нм'Ьемъ: 

а  —  Ь  =  а-  (5) 

гд'Ь  Ь  есть  ц'Ьлое  число,  то  говорлтъ,  что  числа  а  и  Ь  сравниваемы  по  мо- 
дулю Л,  и  пишутъ  :)то  уравнет'е  въ символической  формЬ: 

а^Ь{М1)  (2) 

которую  называютъ  сравнен^емь, 

Разд'Ьлимъ  а  и  />  на  /.:,  пусть  остатки  отъ  д'Ьлен1я  будутъ  г  и  г^,  а 
частныл  а  и  Р,  то: 

а  =  (хк-\-  г     ,     Ъ  =  РА'  +  ^1 
откуда: 

а  —  Ь  =  г  —  Г1  -{~  (а— Р)Л 

Но  такъ  какъ  а — Ъ  д'Ьлитсл  на  к  по  услов1ю,  то  и  ршшость  г — Гх  должна 
д1;литься  также  на  к,  но  это  только  тогда  возможно,  ко171.а  г  =  г^ ,  такъ 
какъ  г<Ск  и  Г1  <А.  Шъ  этого  заключаемъ,  что  два  числа  сравниваемыя 
по  изв-Ьстному  модулю  ку  будутъ  числа  равноостаточныя  относительно  это- 
го модуля.  Обратно,  числа  равноостаточныя,  относительно  какого  нибудь 
модуля  А,  будутъ  сравниваемы  по  этому  модулю. 

Прпигьрь, 

12  =  2(М6)      ,      3  =  — 25(Ж4) 

Если  число  а  д1>лится  на  к,  то  оно  сравниваемо  съ  нулемъ  по  модулю  к, 

т.  е. 

а~0{31к)  (Я) 

§  86.  Вс1>  числа,  раздЬленныл  на  прои:^вольно  взятое  число  к^  даюттэ 
въ  остатке  только  сл'Ьдуюи;1я  числа: 

О    ,    I    ,    2    ,    3  ,  .  .  .  ,  /с  —  1 

поэтому  форма  всЬхъ  чиселъ  относительно  числа  к,  какъ  модуля,  будетъ 
следующая: 

(к     ,     1к+1     ,     (к-\-2  ,  .  .  .  ,  1к-\'к—1 

ГД'Ь  I  есть  ц-Ьдое  число,  им1эюи;ее  всЬ  значен1я  отъ  — оо  до  -|-оо . 

АЛГЕВРАИЧ.   АНАЛИЗЪ.  18 
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Числа,  им'Ью1Ц1я  форму  1к^  суть  кратпыя  числа  Ь,  числа,  им'1^ющ1Я 
форму  ^А;+1,  даютъ  въ  остатке  единицу,  им'Ьющ1я  форму  Ис-\-2  даютъ  въ 
остатк'Ь  два  и  т.  д.  Такимъ  образомъ  всЬ  числа,  относительно  числа  А, 
д'Ьлятся  на  к  классовъ.  Числа  принадлежащхя  одному  классу  сравниваемы 
по  модулю  А;,  а  находящ1Яся  въ  различныхъ  классахъ  не  сравниваемы  по 
тому  же  модулю. 

Разсмотримъ  форму  и  н1^которыя  свойства  чиселъ  относительно  чи- 
селъ:  2,  4,  6,  8,  взявъ  эти  посл'Ьдн1я  за  модули. 

1.  По  модулю  2: 
Числа  четныя  2п. 
Числа  нечетныя  2п  + 1 . 

2.  По  модулю  4: 
Числа  четныя  4п,  Ап-\-2  . 

Числа  нечетныя  4п  +  1 ,   4п  +  3  =  4ш  —  1 . 

3.  По  модулю  8:  (12) 
Числа  четныя  8п,  8п-|-2,  8л4-4,  8п+6. 

Числгс  нечетныя  8п+1,  8п+3,  8м+5  =  8т— 3,  8п4-7  =  8т— 1. 

4.  По  модулю  6: 

Числа  четныя  6п,   6п  +  2,    6п  +  4. 

Числа  нечетныя  6п  +  1,    6п  +  3,    6п  +  5  =  6т  —  1    и   т.  д. 

Легко  вывесть,  соображаясь  съ  предъидущимъ,  сл'Ьдующ1я  предло- 
жен1я: 

Предложенгя: 

1.  Произведен1е,  въ  которомъ  одинъ  изъ  множителей  есть  четное 
число,  есть  число  четное. 

2.  Произведен1е  нечетныхъ  множителей  есть  число  нечетное. 

3.  Квадратъ  нечетнаго  числа  им4етъ  форму  8т  4-1.' 

(2м+1)2  =  4л2  +  4п+  1  =  4п(п+1)+  1  =  8т  +  1 

4.  Квадратъ  удвоеннаго  нечетнаго  числа  им-Ьетъ  форму  32п+4. 

5.  Квадратъ  числа  кратнаго  4  есть  число  кратное  16-ти. 

6.  Произведенье  чиселъ  формы  4п-|-1  или  формы  4п — 1  им'Ьетъ  фор- 
му 4п-[-  1. 

7.  Произведеше  чиселъ  формы  4п-[-1  и  4п — 1  им-Ьетъ  форму  4м— 1. 

8.  Всякое  составное  число  формы  4п4-1  должно  им'Ьть  четное  число 
(О,  2,  4,...)  множителей  формы  4т — 1. 

9.  Всякое  составное  число  формы  4п  —  1  должно  им-бть  нечетное 
число  (I,  3,  5,...)  множителей  формы  4т — I. 
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10.  Всякое  нечетиое  число  нод1',лящеося  па  Я  им'1;етъ  одну  изъ  формъ 
6/г  +1,    б/г —  1. 

И.  Всякое  составное  число  формы  Си1-\-1  имЬетъ  всегда  четное  число 
множителя  формы  ^ш — 1. 

12.  Всякое  составное  число  формы  (>и+1  им'^етъ  нечетиое  число 
множителей  формы  Сж — 1    и   т.  д. 

§  87.  Всякое  число  сравниваемо  со  своимъ  остаткомъ  относительно 
А:  т.  е.,  если   а  =  г  -\-  М*,    то: 

а  -  г{М1:)  (4) 

При  д'Ьлен1и  а  на  к  остатокъ  г  всегда  можно  сдЬлать  меньик^  -^к.  Въса- 
момъ  д'Ьл'Ь,  ноложимъ: 

а  =  г  +  /^*^ 

если    г>5/1,    то   въ  ;>томъ  случаЬ   Г1  =  /с  —  г<5/»:,    прибавляя    ко  второй 
части    предъидущаго  уравнеп1я,  к  —  А*,  найдемъ: 

а  =  г  +  Ы  -{-  к  —  к  =  г  —  к  -|-  к(1-\-1 )  =  к(1-{-1)—  г^ 

гд*  Г|  <  1к. 

Ирнлпьрь.  Если  модуль  /1*=Г),  то: 

17  =  Г).  2  +  5     и     17=3.(;  — 1 

въ  первомъ    случак  остатокъ  5  больпю  1()  =  8  и  во  второмъ    остатокъ  1 
меньше  3. 

Такой  остатокъ  будемъ  н^^:и^вать  ианмсныаимь  остатком!»  даннаго 
числа  по  модулю  к. 

§  88.  Своношю  (р(1внгн1н.  Всиомнивъ,  что  сравне1пе 

а.    Ь{Мк)  (5) 

есть  ничто  иное,  какъ  уравнен1е 

а  ^  Ь  +  Ы 

гд'Ь  I  есть  ц^лое  число,  можно  110ка:и1ть,  что  сравнен1(»  имЬетъ  почти  всЬ 
тЬ  же  свойства,  что  и  уравнение. 

Свойство  1.  Если  а  и  к  суть  два  ирои^вольныя  числа,  то  мы  всегда 
им'Ьемъ: 

а-а{]\1к) 
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Свойство  2.    Если  а  сравниваемъ  съ  Ь,  д.  Ъ  съ  с  по  модулю  А;,  то  а 
сравниваемъ  съ  с  по  тому  же  модулю,  т.  е.  если: 

а  =  Ь{Мк)    ,     а    Ъ  =  с{Мк) 
т.  е, 

а  =  с{Мк) 

Изъ  первыхъ  двухъ  сравнвн1й  мы  им^^емъ: 

а  =  Ъ-\-^к    ,    6  =  6  +  ^1* 
складывая  и  сокращая,  найдемъ: 

или: 

а=:с(Мк) 
Свойство  3.  Если 

а  =  Ъ(Мк)    ,     а    с  =  а{Мк) 

то 

а±с^±^{Мк) 

это  легко  вид'Ьть  написавъ  данныя  сравнен1я  въ  вид'Ь  уравнен1Й. 
Свойство  4.  Если 

а  =  Ъ(Мк)    и    с  =  а(Мк) 
то 

ас  =  Ьа(Мк) 

Въ  самомъ  А^хк,  сравнен1я,  выраженныя  уравнен1ями,  будутъ: 

а  =  Ъ'{-М    ,    с  =  й  +  Л^1 

перемножая  найдемъ: 

(1с=^ЪЛ-{-ки 

ткЬ  и  есть  ц'Ьлое  число,  сл^Ьдовательно: 

ас  =  Ьа(Мк) 

Изъ  этого  сл^дуетъ,  что  если 

а~Ъ(Мк) 
то 

а"  =  Ъ*^  (Мк) 
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Свойство  5.  Если  об-Ь  части  а  м  Ь  С1)авнен1я  (5)  суть  кратныя  одного 
числа  ш,  т.  е.  если  мы  имЬемъ: 

т<1  =  тЬ{31к)  (6) 

то  сокращен1е  обоихъ  чиселъ  на  ш  только  тогда  доиускаетсл,  когда  число 
т  будетъ  взаимно  простое  съ  модулемъ  к. 

Въ  самомъ  д1^л'Ь,  сравиен1е  (С)  даетъ: 

та  =  шЬ  -\-  Ы 
или 

т{а — Ь)  =  Ы 

если  т  есть  число  взаимно  простое  съ  /.:,  то  а — Ь  должно  дЬлитьсл  на  к, 
следовательно,  будемъ  им-Ьть: 

а~Ь(Ът 

Если  3  будетъ  об1д1й  наибольш1Й  д'Ьлитель  чиселъ  т  и  к,  то  им'Ьемъ: 

т  к 

-^-  (а — Ь)  =    -  I 

о  о 

т         к  ,  . 

но  такъ  какъ    -    и  ^    суть  числа  взаимно- простыл,  то  а — Ь  должно  дъ- 

к 
литься  на  ^- ,  т.  е. 

о 


а  ■^-.  ЬМ 


\) 


Свойство  6.    Если 

и  к  =  сЫ,  то  можно  написать: 

а    :Ь{ЗГт} 
Свойство  7.    Рхли 

а   'гЫ]\[к)     ,     ({      1){Л1т)     ,     а      Ь(Ми)  .  .  .  .  , 
то 

атЬ{М11) 

гд1>  А  есть  наимеиьп1ее  кратное  число  модулей  Л-,  ш^  п.  ,  .  .  Это  очевидно. 


)  . 
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Свойство  8.  Каждую  часть  сравнен1я  (6) 

а=Ъ(Мк) 

можно  увеличить  или  уменьшить  кратнымъ  числомъ  модуля,  сравнешс  не 
нарушится,  т.  е.  мм  можемъ  написать: 

а  +  пк  =  Ь (Мк)     или    а^Ь-{-  тк (Мк) 

I 

ч 

вм'Ьсто 

а  =  Ь(Мк) 

§  89.  Опред9ьлен1е.  Мы  выше  вид'Ьли,  что  относительно  модуля  А;, 
числа  д'Ьлятся  на  к  классовъ  несравниваемыхъ  по  модулю  к.  Бели  изъ  каж- 
даго  класса  выберемъ  по  одному  числу,  то  така^1  группа  чиселъ  называется 
полною  системою  чиселъ  несравниваемыхъ  по  модулю  к.  Простейшую  изъ 
полныхъ  системъ  составляюсь  остатки: 

0,1,2,3,...     к—1  (7) 

которую  будемъ  называть  полною  системою. 

§  90.  Теперь  р']Ьшимъ  одну  изъ  очень  важныхъ  задачъ  въ  теор1И 
чиселъ. 

Задача.  По  данному  числу  п  найти  число  чиселъ  меньше  его  и 
взаимно-простыхъ  съ  ннмъ? 

Ргьшенге.  Это  число  въ  теор1и  чиселъ  обозначаютъ  символомъ  (р(п), 
такъ  наприм']^ръ: 

(р(1)=1     ,     ср(2)=1     ,     ср(3)  =  2     ,     (р(4)  =  2     ,     (р  (5)  =  4 

Задача   состоитъ   въ  томъ,    чтобы    найти   выражен1е   для   функщи    ср(п). 
Пусть  данное  число  будетъ: 

п=^р^р\р\  .  .  . 

Р^  Р\^  Р2^ ' '  •  суть  простыя  числа. 
Изъ  ряда  чиселъ: 

1    ,    2    ,    3    ,    4    ,    .  .  .  .    ,    м  (8) 

взаимно-простыя  съ  п  будутъ  тЪ,  которыя  не  д'Ьлятся  ни  на  одинъ  изъ 
цростыхъ  множителей  р^  рх^  р^^  •  •  • 
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ЧислсЯ,  и:гь  иредъидущш'о  ряда,  д1>л;пц,1лся    на  р,  оченидно  будутъ: 

р  ,<?*,  3^)  ,  .  .  .       р 

следовательно  ихъ  число  оудетъ        ,    откуда   число    чисолъ,    н;п.  того  же 

Р 

ряда,  не  д'Ьляи1;ихся  на  7>»  «Оудетъ  очевидно: 

п—1У  =  п{\-^-  \  (9) 

V  \  V 

Между  этими  числами,  не  дЬля1цимпся  па  р,  есть  д'Ьлящ1ясл  на  ^>1,  если 
изъ  нихъ  выбрать  эти  посл'Ьдн1я,  то  иолучимъ  число  чиселъ  не  д'Ьлящихся 
ни  на  р  ни  на^)1.  Число  чиселъ  изъ  п,  делящихся  па  р^,  есть,  какъ  по- 

11 

казано  выше,  -    ,  а  изъ  иихъ  не  дЬлящихся  на  р  есть: 

^'1 


'1  \  1'  I 


<       > 


Р\ 


если  изъ  (1))  вычтемъ  это  число,  то  найдемъ: 


л  • 
/ 


I 


'л      р  1     Р1  \      р  1     '  \      ^^  /  \      ^0 


что  дастъ  число  чиселъ  изъ  ;?,  не  д'Ьляп1.ихся  ни  па  р  ни  на  р^.  Между 
этими  числами  находятся  числа  д^ляиияся  па  ^)2,  если  ихъ  выбросимъ, 
то  будемъ  имЬть  число  чиселъ  не  делящихся  пи  на  ]),  пи  па  р^  ни  па^ь- 
Число  чиселъ  изъ  числа  и  не  дЬлящихся  па  ру  есть: 


п[  1  — 
Р 

изъ  которыхъ,  если  выб]юсимъ  числа  пед'1ия1ц1яся  ни  на  р  ни  па  р.^  ко- 
торыхъ  число  есть: 


Р  )\         Р\ 


) 


то  наидемъ: 


*"  V        Р2  I       ' Ч        р)\        Рх  I       '  \         Р  1\        Р\)\        VI 
число    чиселъ    пе  д']>ляи1,ихся  на  ^>,  ^^1,  р2.    Продолжимъ  подобнымъ  обра- 
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зомъ,   найдемъ   что   число    чиселъ  меныпихъ  числа  п,  не  д1>ля1цихся  на 
I'»  Р1 »  /^2 1  1>з  ♦  •  •  •  т.  е.  взаимно  простыхъ  съ  ними  будетъ 


(10) 


,,,=.(._1)(._±)(._±).... 

Таково  выражен1е  искомой  функщи  ^(п). 

Этой  фунЕц;1и  можно  дать  еще  сл'Ьдующую  форму: 

Прглмгьръ.  Пусть  данное  число  п  =  60  =  2^.3.5: 

,(бо)=бо(.-|-)(1-1)(.-1)=бо.1.||  =  .б 

//  ^  §  91.   Если    число   п  есть   проиюошдсн18  двухъ   взаимно-простыхъ 

чиселъ  т  и  Ш!  т.  е.  если  п  =  тт1,  то: 

ср(м)  =  (р(т).ср(т,) 

Въ  самомъ  дЪл'Ь,  положимъ,  что: 

ГД'Ь  1>,  ^Р1  . . .  в,  в|  .  • .  суть  простыл  числа,  то: 

п=^р^Рх^  .  .  .  ^' ^\^'  .  .  . 
Сл'Ьдовательно: 

'<»Н-?)(-^)---('4)(-1)--- 


или: 


<р(п)  =  т(1-1)(1--^^)...т..(1-|)(1-^-)...=<р(т).К»«.) 

Легко   также   вид'Ьть,  что  если   п  =  тт1т2  .  .  .   гдЪ  т,  т|,  т^  .  •   суть 
числа  взаимно  прос1ыя  то: 

(р (п)  =  (р (т) .^(шх).^ (та) . . .  (12) 

§  92.   Предъидущая  задача  есть  только  частный  случай  сл'Ьдующей: 
Задача^  Д^°9  ^исло  т  и  одинъ  изъ  ея  Д'Ьлителей  В; найти   въ  ряду: 

1,2,3,4,     ...     ,    т 

число  чиселъ,  имЪющихъ  съ  числомъ  т  общаго  наибольшаго  д'Ьлителя^З? 


.'     ' " 


ГЛАВА    У1И. — а    СРАННЕШЯХЪ.  14Г) 


Гтиешс,  Въ  ряду: 
числа  д'Ьляиился  па  В  сутг.: 


3     ,     25     ,     ЗВ     ,     .     .     .    ^^.^  (13) 


о 


Чтобы  8  былъ  об1Ц1Й  наибольипй  дЬлнтель  числа    -    .8   и  какого   нибудь 

о 

илъ    ряда   (13),    папримЬръ   го,    необходимо,  чтобы  г  было   число  взаимно 

простое  съ  -;;г  •    Сл'Ьдоватольно   вс1.хъ   ИСКОМЫХ!»   чиселъ   будетъ  столько, 

о 

}и 
сколько  есть  чиселъ  меньшихъ   отъ  -^      и    взаимно    иростыхъ   съ    пимъ. 

о 

Это  число,    какъ  мы  видЬли    выше,   есть  '^  (  V   ).  Если  о==1,  то  нредь- 

идущал  задача  есть  частный  случай  настояш,ей. 

11рсдложгш(\  Если  81,  8,  82,..  суть  д'1;лител»1    числа  ;;  =7/''/>|'';ь^--- 
между  которыми  находится  единица  и  само  число  п,  то: 

ср(8)  +  '^><^)  +  '^(^2Ь.  .  .  ^;ср(8)  =  ».  (14) 

Докалптгльошю.    Зам'1'.тимъ    что    делители  о,  с,,  с^,  .  .  .  суть  ничто 
иное  какъ  члены  произведен1я: 

(1+^^+^>2+ . . . +;Л  (1-Ь>1+7Л+ . .  . +7>1'!)  (1+;ь^^^^ 

Какой  нибудь  изь  членовъ  :л'оро  произведения  имЬетъ  фо1)му  7>'  />1'^'7^2^  •  •  • 
т.  е.: 

Ь  =  ]/р/р./  .  .  . 

сл-Ьдовательно  (§  91): 

(р(5)  =  ср(7/).(р(^),").^(;>2"0  .  .  . 

откуда  сумма  всЬхъ  количествъ  ср(8)  есть  нроизведен1е  мпогочленовь: 

1  +  ^(р)  +  ^^{р')+  .  .  .  +^{рП=Р' 

•  •••••• 

т.  е.: 

2ср(8)  =  у;),^7^  .  .  .=  «  (15) 

АЛГЕБРАИЧ.   АНАли:гь.  1И 
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Ирим^ьрь.  Возьмемъ  п  =  60.   ВсЬ  дЬлители  числа  60  суть: 
1  ,  2  ,  3  ,  4  ,  5  ,  6  ,  10  ,  12  ,   15  ,  20  ,  30  ,  60 

^(1)=1     ,     ср(2)  =  1     ,     ср(3)=2     ,     ср(4)  =  2     ,     (р(5)=4 

(р(^)  =  2     ,     (р(10)  =  4     ,     ^(12)  =  (4)     ,     ср(15)  =  8 

ср(20)  =  8     ,     (р(30)  =  (8)     ,     (р(60)=16 

откуда: 

2(р(»)=60 

^^^  '  §  93.   Легко  показать,  что  простыхъ  чиселъ  безконечное  множество. 

Бъ  самомъ  Д'кл'Ь,  положимъ,  что  ихъ  есть  конечное  число,  и  посл'Ьднее 
изъ  нихъ  есть  р^  следовательно  всЬ  сл'Ьдующ1я  числа  за  р  будутъ  состав- 
ныя,  а  сл1)ДОвательно  и  число: 

/4.2.3.5.7.  .  .  .1?Ч-1 

Эта  сумма,  какъ  число  составное,  должна  д'Ьлитьсл  на  одно  изъ  простыхъ 
чиселъ  изъ  ряда: 

1,2,3,5,7    ,   ...,1? 

по  первое   слагаемое,   очевидно  дЬлится   на  это   простое  число,   следова- 
тельно должно  на  него  делиться  и  другое  слагаемое-^единица,  что  невоз- 
можно, следовательно  невозможно  и  наше  предположен1е.  Это  предложен1е 
доказалъ  Евклидъ. 

V  ^  §  94.  Предложение  Эйлера  и  Ферми  Если  а  есть  число  взаимно  про- 

стое съ  модулемъ  А,  то: 

гг '"'-/=  г. /с  а'^'>^Шт 

Доказательство.   Подставимъ  въ  произведен1е  ах  вместо  х  последо- 
вательно числа  а! ,  а2 ,  Оз  . . .  меньш1Я  отъ  к  и  взаимно  простыл  съ  нимъ. 


числом  какъ  мы  видели  в*^  ''есть  (р(Х;),  /Произведен1я 

аа\     ,     0^2     ,     аоз     ....     о^о^^) 

будутъ  также  числа  азаимно  простыл  съ  А;.  Эти  произведен1я  сравниваемы 
ПО  модулю  к  съ  числами  &1  ,  &2 1  ^з  •  •  •  •  \(кь  которыя  суть  ничто  иное, 
какъ  те  же  числа  »{ ,  о^ ,  аз  .  .  .  только  въ  различномъ  порядке,  следо* 
вательно,  мы  имеемъ: 

аах  =  Ьх  (Мк) 

аа2=Ъ2(Мк) 


(ш^{к)  —  Ьу(»)  {Мк) 
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откуда,  перемножал  найдомъ: 

иди 

а^^%1а2  .  .   .  аг^(к) -- ((1(^2  •   •  •  с1г^[к)(Мк) 

Сокращая  об'Ь  части  иа  ((1(12  .  - .  а'^цс)  (^  88,  св.  5),  ианд^мъ: 

сг<*> -1(3/Л)  (16) 

Это  предло;кеп1е  Эйлера. 

Иримщго.  Число  3  есть  взаимно-простое  съ  10,  а  ср(1())=4,  следова- 
тельно, нм-Ьемь:  '    '         '       ' 


/    '  ^ 


3^~1(ЛЛ0)  или   ®^-^-  =  8 

Если  к  есть  число  простое  ^>,  то  '^{р)=1) — 1,  въ  этомъ  случаЬ  срав- 
еев1е  {к)  сделается: 

аГ  '^,{Мр)  (17) 

т.  е.  если  число  а  не  делится  па  простое  число  ^),  то  р — 1  его  степень 
сравниваема  съ  единицей  по  модулю  р.  Это  знаменитое  предложен1е  Фер- 
ма, имЬетъ  важное  значен1е,  какъ  увидимъ,  въ  теор1и  чиселъ. 

Ирнмгьръ.  Пусть  ^)  =  5,  а=3;  то 

3^:1(ЛЛ) 

"г' = - 

§  05.  Опцс()>ьлсше.  ДвЬ  ц'Ьлыя  рагиональпыл  функфи: 

ср(^;)  =  Ь^х''  ^Ь^х''-^-\-    .  .  .  +  ^1-1.^''  +  Ьп 
съ  Ц'Ьлыми  ко^^фиц1ентами  С1)авнивасмы  по  модулю  7',  т.  е. 

/Х.г)  =  ср  {х)  (Мр) 

если  коэфиц1епты    у  одинаковыхъ  степеней    перем'Ьннаго   сравниваемы  по 
тому  же  модулю,  т.  е.  если  для  всльчио  индекса  /  имЬемь: 

(И  =  Ьг(Мр) 
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Можно  всегда  предиоложить  тго  06*6  функщи  одной  степени,  такъ 
какъ  въ  противноиъ  случае,  недостающ1я  степени  можно  пополнить  чле- 
нами съ  коэфищентами  равными  нулю  или  кратными  модуля  р. 

Сл-Ьдовательно  сравнен1е  /'(х)  =  0(Мр)  показы  ваетъ,  что  всЬ  коэфи- 
Ц1енты  функщи  ^(х)  делятся  на  ^>. 

§  96.  Предложенге,  Произведете  двухъ  функд1й  Дгг)  и  <р(л;)  можетъ 
быть  сравниваемо  съ  нулемъ  по  модулю  ^^>,  ^р  есть  число  простое  только 
тогда,  когда  одинъ  изъ  множителей  сравниваемъ  съ  нулемъ  по  тому  же 
модулю. 

Доказательство.  Положимъ  противное,  сл'Ьдовательно  въ  каждомъ  изъ 
множителей  /'(х)  и  ^(х)  найдется  по  крайней  мЪр'Ь  одинъ  коэфищентъ, 
который  не  делится  на  р.  Пусть  будетъ,  считая  съ  конца,  (1п^{  первый 
коэфиц1ентъ  не  д-ЬлящШся  на  р  въ  Дж),  а  &м-*  въ  <р(д;),  такъ  что  вс*  коэ- 
фищенты  съ  большими  индексами  д']^лятся  на  р.  Легко  вид'Ьть,  что  коэ- 
фищентъ у  х*^^  въ  произведенш  функщи  Дх)  и  ^{х)  есть 

Оп-г  Ьи-А  4"  б&»|-н4-1  Ън-к^1  -]-•••.+  Ьн—к+Х  Он—»-!  -}"... 

гдЪ  кром^Ь  перваго  члена  всЬ  д'&1ятся  на  р,  но  вся  сумма  д^Ьлится  на  р 
по  УСЛ0В1Ю,  сл'^^довательно  долженъ  д'^^литься  и  первый  ея  членъ,  что  не- 
возможно, такъ  какъ  р  есть  простое  число. 

Это  предложенхе  даетъ  возможность  доказать  сл']^дующее  весьма  важное: 
§  97.  Предложенге.  Бели  ц']^лая  функщя: 

ах)  =  л;"^"  +  с.аГ-^^-^  +  . . .  +  Ст-и.-1  ос  +  с«+н 

съ  ц^^лыми  коэфиц1ентами  и  съ  коэфищентомъ  равнымъ  единиц'Ь  у  х  наи- 
высшей степени  не  разлагается  на  лроизведен1е  двухъ  ц'Ьлыхъ  функщи: 

^(х)  =  ж*"  +  ахХ'^-^  +  .  .  .  +  «ж-!  X  +  Опь 

ф  (ж)  =  д;~  +  Ь,  а:-- 1  + . . .  +  Ь„ _ ,  а;  4- Ь„ 

съ  ц-Ьлыми  коэфиц1ентами,  то  она  не  разлагается  и  на  произведен1е  ц-Ь- 
лыхъ  же  функщи  съ  ращональными  коэфи1уентами. 

Доказательство.  Положимъ  что  такое  разложен1е  имЪетъ  мЪсто: 

Дд:)  =  (р  (а;) .  ф  (а;) 

приведемъ  вс4  члены  функщи  ср  (а:)  къ  одному  знаменателю  а,  а  члены 
функц1и^^ (д?)  къ  одному  знаменателю  р  и  умножимъ  предъидущ1я  урав- 
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нен1Я  на  «Э  =  с,  полагая  вообще: 


наидемъ: 


гд-Ь: 


с((х)=  '^1и).Ф1(./^) 


+1^  =  3./"  +  .^..^;"-'+  ■  .  .  +3.-1^;-ЬЗ. 

суть  функц1И  съ  ц'Ьлыми  коэ<|)И1иеитамн.  Па  осиован1и  11редъиду11;аго  пред- 
ложения каждый  простой  дЬлитель  \)ъ  с  долж(М1ъ  дЪлмть  всЬ  ко;м|>и1иеиты 
или  ^\(х)  или  ^\[х),   откуда  вытекаетт.  уравцеи1е: 

гдЬ  ^^ч{х)  и  "^Лх)  суть  ц'Ьлыл  фун1С1ии  съ  п.'Ьлымн  ко:и1)иц1ентами  и:зъ  ко- 
ихъ  наивысш1Й  равен ь  единице,  такъ  какъ  :)Т0  произведеп1е  равно  /*(х). 
Такое  разложен1е  функции  {[х)  противор-Ьчить  предположеи1ю. 

§  98.  Выше  мы  разсматривали  сравпен1е: 

[х  =  ао-г"  +  «1  .^'""^  +  .  .  •  +  ^'»- 1-^'  +  ^^"    ■  0(  ЪЩ  (18) 

въ  которомъ  вс'Ь  ко:^(1>И1иенты  а^ ,  г/,  .  .  .  дЬллтся  на  А*,  теперь  зты  иоло- 
жиыъ,  что  эти  кон(|>иц1енты  не  делятся  па  1\  а  требуется  отыскать  так1я 
числовыя  значен1я  для  перемЬннаго  г,  которыя-бы,  будучи  подставлены 
въ  /'(.г),  давали  въ  результатЬ  число  к])атное  числа  /г.  Эти  числовыя  ина- 
чешя  перем'Ьннаго  х  называются  корнями  зиаштя  (18). 

Если  .Г|  есть  корень  сравнен!)!  (18),  то  легко  видЬть,  что  и  числа 
Х1-\-Ис^  гд^!  I  есть  произвольное  цЬлое  число,  суть  его  корни;  всЬ  эти  числа 
находятся  въ  одномъ  классЬ  о.ъ  .г,  (>$  8(5)  относительно  модуля  А',  т.  е.  сравни- 
ваемы по  »10дулю  /г,  ихъ  принимаютъ  за  одинъ  корень,  а  представителемъ 
класса  считаютъ  наименьппй  вычетъ  по  модулю  к.  СлЬдовательпо,  если  ./1 

будетъ  корень  сравпен1я  (18),  то  будемъ  всегда  полагать  ./•1</.\  или  число, 

к        к 
находящееся  между —и    '-.  Следовательно,  различными  корнями  срав- 

нешя  (1)  мы  будемъ  считать  только  корпи  несравпиваемые  по  модулю  к. 

§  99.  Мы  займемся  только  такими  сравпеп1ями,  въ  которыхъ  мо- 
дуль к  есть  простое  число  р. 

Пусть  такое  сравнеи1е  будетъ: 

Дх')  =  «0^"  +  ^'1  л"  ^  +  .  .  .  +  а"  -^х  +  (и,    -  0(  Мр)  ( 1 !) ) 

его  остальпыя  свойства  суть  слЬдуюп1,1я: 
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1И   р) 


Свойство  1.  Если-бы  въ  сравнен1и  ^  нашелся  коэфищентъ,  который 
делится  на  р,  то  его,  по  свойству  сравнешя,  можно  выбросить^  сл^^дова- 
тельно,  вс1^  оставш1еся  коэфиц1Снты  не  д'Ьлятся  на  р. 

Свойство  2.  Ъо.^  коэфиц1енты  можно  зам'Ьнить  наименьшими  выче- 
тами по  модулю  р^  такъ  что  всегда  можно  положить  ^о ,  а1 . . .  Он  <1). 

Свойство  3.  Такъ  какъ  корнями  сравнен1Й  ^^  могутъ  быть  только 
числа  1,  2,  3  ...  ,  р — 1,  а  для  каждаго  изъ  такихъ  чиселъ,  по  теорем'Ь 
Ферма  мы  им^Ьемъ: 

х^^  =  1  (Мр) 

откуда  вообще  для  всЬхъ  чиселъ  кратныхъ  и  некратныхъ  числа  р: 

хР  =  х{Мр) 

сл'1;довательно,  всЬ  степени  перем*]^ннаго  х  въ  сравненш  (-Ь^,  на  основан1И 
этого  свойства,  можно  понизить  до  р — 1. 

Примгьръ.  Пусть  будетъ  дано  сравнен1в: 

За:*  +  4д;5  —  2х*  +  х»  —  Зд;»  +  2  =:  0{МЪ) 
или 

3x2  +  4д;  —  2х*  +  хз  —  3^2  +  2  ^-  0(ЛГ5) 

сл-Ьдовательно: 

2х^  —  х^  —  ^о1^2  =  0{Мр) 

Свойство  4,  Въ  сравнен1и  (^  коэс{)ищентъ  у  наивысшей  степени  пе- 
рем^ннаго  можно  всегда  сд'Ьлать  равнымъ  единице.  Въ  самимъ  Д'Ьл'Ь,  если 
помножимъ  всЬ  члены  сравнен1я  (>1^на  ао''~^  то  найдемъ: 

аГ*х»'  +  аГЧл;"-1+  .  .  .  +аТ'^ап-1Х-\'а^-^ап  =  0{Мр) 

Но  такъ  какъ  по  теорем'Ь  Ферма,  если  ао  не  д'Ьлится  на  р^  мы  им'Ьемъ: 

аГ'  =  1  (Мр) 

то  будемъ  им1>ть,  если  а?"^   зам^нимъ  единицей,   а  произведешя   а^^'^щ 
наименьшими  лычитами  а\: 

х"  +  а' 10^-^  +  а'ах'^^  +  .  .  .  +  а'п~-\Х  +  а'п  ^  О  (Мр) 
Цримтьръ.  Пусть  будетъ  дано  сравнеше: 

Зд;*  — 4а:*  +  2хЗ  — я;«  +  5г?— 1=0(ЛП) 
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помножая  на  3^  =  24Я  и  замещал  ироиаведоп!^: 

4.24Я    ,    2.243    ,    243    ,    5.243    ,    243 

положительными  вычетами  пайдемъ  замечая,  что* 

ЗбЕЕ1(Л/7) 
.Г-'  —  Г)Д'^  +  Зх^  —  5.г-2  +  4х  —  5-50  (3/7 ) 

а  зам'Ьщая  козфиц1епты  О,  5,  4  наименьшими  вычетами  наИдемъ  наконецъ: 

х'^  +  .г'  +  Зх-3  4-  2х"2  —  3^'  +  2  =  0  {М1) 

/: 

§  100.    Предложен н\    Число    корней  сравнеп1я  (18)    ш»  можетъ  быть 
«юльше  пока.зателя  его  степени 

Доказательство.  Пусть  данное  сравнен1е  будетъ: 

пусть  Хх  будетъ  е1'о  корень,  то  /*(.г^)  делится  на  р.  Газд1»лим'ь  ((от)  на 
X  —  хх^  то  им'Ьемъ: 

/•(^)  =  (,,.  — .г^)^(.г)  +  7?,  (20) 

гд-Ь  Е\  =Д.Г1)  делится  по  услов1ю  на  ^). 

Пусть  Х2  будетъ  второй  корень  сравнен1я  (1)  то: 

Г{хо)  =  {х.  —  Хх)(х{л^2)  +  п.  (21) 

такъ  ({х2)  и  Я\  Д'Ьлится  на  2ц  то  и  [хп  —  ^1)А''2^  должно  дГ»лпться  на ^), 
но  разность  Хч  —  х^  не  дЬлится  на  7Л  следовательно  /^(.г^)  должно  де- 
литься на  р,  т.  е.  Хо  должен ь  быть  и  корнемь  сравнен1*я  /*1(.г)^0(Л/у>). 

РаздЬлимъ  на  х  —  .Го  функцию  /1(г),  то  найдемъ: 

/',(:р)  =  и_.г,)/:,Сг)-Ь7/о 
гд'Ь  К2  Д'Ьлится  на  р.  Подставляя   во  (21)  найдемъ: 

Г{х)  =  {х — ху )  {х  —  г,)  их)  +  (./.  -  /1 )  тг,  +  /г, 

или: 

Д.Г)  =  (аг  —  ^1  (.г  —  .Го)  1.(х)  +  7)  (^/.г  +  Ь)  (22) 

такъ  какъ  7?!   и  Ву  дЬлятся  на  р. 
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Если  л'з  будетъ   трет1Й   корень,  то  легко  вид'Ьть,    что  онъ  будетъ  и 
корнемъ  сравнешя: 

разделяя  ^2(^)  на  х  —  ягз,  найдемъ: 

Ы^)  =  (л:  —  ггз)  АСа:)  +  Е^ 
гд'Ь  Лг  есть  число  кратное  р^  следовательно  подставляя  въ  (22)  найдемъ: 

Дж)  =  (х  —  ^1 )  (гг  — аа)  (х  —  ад)  А  (•^)  +  Р  («'^^  +  ^^  +  ^) 
Продолжая  подобнымъ  образомъ  найдемъ: 

Дх)  =  ао (д;  —  Хх)(х  —  Х2). .   (х  —  Жи)  +  Р^{х)  (2.^) 

гд*  ф(а;)  есть  многочленъ  п  —  1  степени  съ  ц-Ьдыми  коэфищентами. 

Изъ  уравнен1я  (23)  сл-Ьдуетъ,  что  сравнен1е  (18)  бол4е  п  корней  им^ть 
не  можетъ,  ибо  если -бы  былъ  еще  одинъ  корень,  х\  то  изъ  уравнешя: 

Да;')  =  ао  (х'  —  х, )  (ж'  —  х^) ...  (ж'  —  гГд)  —  р^х')  (24) 

сл'Ьдовало  бы  что  и  произведен1е: 

«о  (^' ^1 )  (^^'  —  а?2)    ...    (л?' Хп) 

Делится  на  ^р,  что  не  возможно,  такъ  какъ  ни  одинъ  изъ  множителей  не 
делится  на  р. 

Изъ  уравнен1я  (23)  мы  им'Ьемъ: 

Дл:)  —  ао(х  —  Х1){х  —  дга)  .  .  .  (х  —  Хп)  =  р^{х)  (25) 

изъ  этого  уравнен1я  видимъ,   что  въ  полином'Ь  п  —  1  степени,  составляю- 
щем ь  первую  часть,  всЬ  коэфищенты  делятся  на  р. 

^(  §  101.    Предложенге.   Если   полиномъ  ({х)   п-й  степени,   съ  целыми 

^       коэфищентами,  разлагается  на  произведете  двухъ  полиномовъ  ^(х)  и  ф(аг; 

съ  ц'Ьлыми    коэфищентами   ^н-ой    и   А;-ой    степеней,    т-^^к^^п^   и   если 

сравнен1е: 

({х)  =  0{Мр) 

имЪетъ  п  корней,  то  сравненхя 

ф)  =  ОШр)    ,    ^х)  =  0{Мр) 
первое  инЬеть  т,  а  второе  к  корней. 
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Доказательство.  Въ  самомъ  дЬлЬ,  если-бы  сравпен1е,  наирим'Ьръ, 
'^>{х)  "^ 0(Мр)  им'Ьло  меньше  ш  корней,  то  сравнен1С  ф(.г) ~ 0(3/}))  имЬло-бы 
ихъ  больше,  такъ  какъ  число  всЬхъ  корней  должно  быть  но  услов1ю  равно 
и,  но  число  корней  въ  сравнен1и    не  можетъ  превзойти  его  степени. 

§  102.   П2)едложен1е  Вильсона,   Сравнен1е: 

х^'-^  -'  1{31р)     или      г''^— 1--  0(31р) 

им-Ьетъ,  въ  силу  теоремы  Ферма,  р — 1   корней: 

1     ,     2     ,     Я     .     .     .     ,    ^)— 1 
тдовлетворяющихъ  :)тоыу  сравнешю,  елЬдовательно: 

д:^-^— 1=(:г— 1)(д:— 2  .  .  .  (х  —  р  +  I) -\- 2М^) 

гд'Ь  ^(х)  есть  полиномъ  р — 2  степени. 

Если  разложимъ  произведеп1е  2-й  части  но  стеиенлмъ  х,  то  коэфищенты 
этого  произведешя  у  дополнительныхъ  коэфип1ентовъ  х  будутъ  сравниваемы 
съ  коэфиц1ентами  х''~^  —  1  по  модулю 2?.  Пзъ  нихъ  иосл'Ьдн1Й  1 .2  .  3  . .  .р — 1 
будетъ  сравниваемь  съ  —  1  по  модулю  1>,  т.  е. 

1.2.3...  2)—^^—КМр)  (20) 

или,  если  р  есть  простое  число,  то 

1   .  2  .  3  ...;>—  I  +  1 

делится  на  р.   Это  предложеп1е  Вильсона. 
Примуьръ,  Пусть  ^>=  7,  то 

1   .  2  .  3  .  4  .  Г)  .   Г>  +  1  =721 

число,  д-Ьлящееся  на  7. 
Обратно,  если 

1.2.3...  р—1  +  \  (27) 

Д'Ьлится  на  р^  то  р  есть  число  простое.  Въ  самомъ  д'11Л'Ь,  пусть  р  будетъ 
число  составное  и  а  его  делитель,  такъ  какъ  по  услов1ю  1.2.3...  {р — 1)-|-1 
д1Ьлится  на  р^  и  первая  часть  этой  суммы,  т.  е.  произведен1е  1.2.3.  ..р—\ 
также  Д'Ьлится  на  а,  то  и  вто[)ое  слагаемое  1  должно  д'Ьлиться  на  а,  что 
невозможно. 

АЛГКВРАИЧ.    АНАЛИ'ЗЪ.  20 
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Д//  §  103.  Вотъ  еще  важное  слЪдствхе,  вытекающее,  въ  силу  §  101,  изъ 

сравнен1я 

х'^^—г—.  0{Мр)  (28) 

Если  8  есть  делитель   числа  р — 1,  то  мы  им^емъ 

гд*]^  ^(х)  есть  полиномъ  съ  целыми  коэфиц1ентами.    Такъ  какъ  сравнен1е 
(28)  им'Ьетъ  р — 1  корней,  то  (§  101)  сравнеше 

х^—1—0(Мр)  (29) 

им'Ьетъ  $  корней. 


Р1|||вн1е  сравиенМ  первой  степеии. 

§  104.  Самая  общая  форма  сравпен1Й  1-й  степени  есть 

ах^.с{МЪ)  (30) 

гд4  а,  с  суть  Ц'Ьлыя  числа,  а  Ь  (модуль)  какое-нибудь  число. 
Это  сравненхе,  написанное  въ  форм'Ь  уравненхя,  есть 

ах  =  с  -{-  Ьд 
или 

ах  —  Ьд  =  Ь  (31) 

Следовательно,  рЬшить  сравненхе  (30)  то-же,  что  р'Ьшить  неопред^Ьленное 
уравнеше  (31). 

Зд'Ьсь  представляются  два  случая: 

Случай  1.  Коэфищентъ  а  есть  число  взаимно-простое  съ  модулемъ  Ь. 
Если  (({Ъ)  есть  число  чиселъ  меньшихъ  Ь  и  взаимно  простыхъ  съ  нимъ, 
то  по  теорем1^  Эйлера  (§  94)  мы  им'Ьемъ: 

а9(*»=1(ЖЬ) 

откуда,  помножая  на  с,  найдемъ: 

са'Р^М  =  с  (МЬ) 

ИЛИ 

а.са9<*Ы^с(Жб) 
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Сравнивая  это  сравнен1е  съ  сраинен1емъ  (30)  легко  видеть,  что 

есть  его  корень. 

Ирилтрь.  Пусть  будетъ  дано  сравпеи1е: 

8.^:^5(3/35)  •  (31) 

откуда: 

л:  =Г:  5.8^^(3/35) 

или: 

,г  =Е  5(3/35) 

Легко  вид'Ьть,  что,  въ  этомъ  случа-Г»,  сраиион1е  (зО)  им'Ьетъ  только  одинъ 
корень.  Если  въ  проиаведен1е  ах,  гдЬ  а  есть  число  взаимно  -  простое  съ 
6,  подставимъ  последовательно  вместо  .^'  -^{Ь)  чиселъ,  не  сравниваеу;ыхъ  меж- 
ду собою  по  модулю  Ь,  то  ирои;$веден1л  будутъ  также  не  сравоиваемы  по 
модулю  Ь.  Въ  самомъ  д'ЬлЬ,  пусть  х  и  //  будутъ  два  песравпиваемыхь  чи- 
сла, а  ироизведен1л  ах  и  ау  пусть  будутъ  сравниваемы,  то  мы  будемъ 
им^Ьть: 

ах  -^  ау{Ъ1Ь) 

но  а  есть  число  взаимно-простое  съ  Ь,  следовательно  это  сравнен1е  можно 
сократить  на  а  откуда  найдемъ: 

X  ^  у(Мп) 

что  противор4читъ  положеп1ю.  Нтакъ  произведете: 

ащ    ,   ««2    »   ^'^^3  )  •  •  •  ?  (Шк-\ 

где  ах,  а2'.*ак-1  суть  числа  не  сравниваемыл,  суть  также  не  сравнивае- 
мыл,  а  следовательно  одно,  и  только  одно,  изъ  ^»тихъ  произведен1й  будетъ 
сравниваемо  съ  с  . 

Случай  2.  Положнмъ  теперь,  что  а  и  Ь  им'1,ютъ  общаго  напболыпаго 
делителя  5.  Если  въ  С1)авиен1и  (30)  а  и  Ь  д'1.литсл  на  ?>,  то  и  с  должно 
д-Ьлиться  на  В,  въ  противном ь  случа Г.  сравпен1е  (30)  не  возможно.  Лтакъ, 
положимъ  что  и  с  д'Ьлитсл  на  В .  1Чшд'Ьллл  всЬ  члены  сравпен1л  (30)  на 
5,  найдемъ: 

а      __   с  /  -.  Ь 
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г«  ,      а  Ъ 

Такъ  какъ   въ  этомъ  сравненш   -г-   и  модуль  -г-  суть  числа  взаимно-про- 

стыя,  то  это  сравнен1е  представляетъ  1-й  случай,    въ  которомъ  сравнен1е 
им'Ьетъ  всегда  одинъ   только  корень.    Пусть  этотъ  корень  будетъ  хх  или 


х^х,[М-^) 


или 

Ъ 


ж  =  аг|  +  ^ 


Давая  числу  I  ъсЬ  значешя  О,  1,  2,  3..   ,  & — 1  мы  найдемъ  числа: 

которыя  будутъ  несравниваемы  по  модулю  Ь  и  всЬ  удовлетворяютъ  сравне- 
шю: 

ал^с  {МЬ) 

Следовательно  это  суть  I  несравниваемыхъ  корней  этого  сравнен1я. 
Прим'/ьрь.  Пусть  будетъ  дано  сравнен1е: 

8д;=12(ЛГ20) 

Общ1Й  наибольш1Й  делитель  8  и  20  есть  4,  сл'Ьдовательно  мы  будемъ 
имЪть  сравнеше: 

2а;  =  3  {МЪ) 

корень  этого  сравнен1я  есть  :г  =  4,  откуда  четыре  корня  даннаго  сравне- 
Н1Я  будутъ: 

4     ,     4  +  5     ,     4  +  2.5     ,     4  +  3.15 

или 

4     ,     9     ,     14     ,     19 

Хотя  съ  помощью  теоремы  Эйлера  или  Ферма,  всегда  находится  ко- 
рень сравнешя: 

ах  =  Ь  (Мк) 

х^Ъа'^^^^-НМк) 

но  вычислить  корень  сравнен1я  (30)  по  этой  формул'^  трудно,  для  этого 
есть  друг1е  способы:  способъ  основанный  на  свойстве  непрерывныхъ  дробей, 
но  на  немъ  мы  неостановимся,  для  насъ,  достаточно  знать  теоретически, 
что  такой  корень  можно  найти. 
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Впрочемъ  можно  найти  корень  сравнеи1я,  данпаго  въ  числахъ,  сл'Ь- 
дуюп;имъ  образомъ:  прибавллютъ  или  отнимаютъ,  отъ  второй  части  срав- 
нен1я  число  кратное  модуля,  выбирая  е1ю  такъ  чтобы  коэфнщентъ  а  у  х 
былъ  сократимъ  съ  Ь.  Возьмемъ  примЬръ  (31): 

8ж  ~  5  (3/35) 

Если    ко  второй    части    придаднмъ    модуль    35,    то    сравнение    сдЬлается 
^х  ^  40  (Ж35),  сокраи1;ал  ца  8  найдемъ: 

.г  ^^  5(^1/35) 

§  105.  Цокажомъ  на  нЬсколькихъ  частныхъ  примЪрахъ  какъ  рЬша- 
ются  сравнен1я  сънЬсколькими  не  изв-^стными.  Они  решаются  совершенно 
такъ,  какъ  решаются  уравпен1я  со  многими  неизв-Ьстными. 

Примгьръ  1.  Пусть  будутъ  даны  два  уравнен1я  съ  двумя  неизвЬст- 
ными: 

Ъх  +  Ъу  -'^  7  {МЛ  1 ) 

1х  —  2у  —  ^{М\\) 

Исключимъ  у,    помножая    первое   па  2,   а  второе    на  5  и  складывая,    что 
даетъ: 

4  и-  -:34(Ж11) 
или: 

8т---  1  (Л/21) 
или: 

8^;        12(ЛЛ1) 
откуда  сокрап^ая  на  4  будемт^  им!>ть: 

2х1Б-  3(3/11) 

или  еще: 

2х        14(ЛЛ1) 

откуда  наконецъ: 

X    -  7(ЛЛ1) 

Подставляя  это  значе1пе  длл  х  въ  первое  изъ  данныхъ  сравнеп1ц,  найдемъ: 

5//  ~:  —  1 4  {М\  1 ) 

или: 

5.Г"  — 25(21П1) 
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откуда: 

у  =  — 5(Ж11) 
или: 

и  такъ  мы  им'Ьсмъ  р']Ьшен1е: 

1Г  =  7(Ж11)    ,    у  =  е(М\1) 

Примгьрь  2.  Пусть  данныя  два  сравнешя  будутъ: 

Зх  +  7у  =  8  (М1Ь) 
5х  —  ^у=3{ть) 

Къ  этимъ  сравнен1ямъ  можно  приложить  способъ  Безу.  Для  этого  помно- 
жимъ  2-е  сравиеи1е  на  X  и  сложимъ,  то  найдемъ: 

(3  +  5'к)х  +  {7  —  4Х)у  =  8  +  ЗХ(ЛГ15) 

Если  для  X  найдемъ  такое  число,  что: 

7  — 4Х^0(Ж15) 

то  мы  будемъ  им^ть  сравнен1е  съ  однимъ  неизв^стнымъ: 

(3  +  5Х)а:=8  +  ЗХ(ДП5) 

Но  сравнеше  7  —  4Х  =  0(Ш5)  или: 

4Х=7(ЛП5) 
даетъ: 

Х  =  — 2(ЛП5) 

Сл'Ьдовательно  сравнеше  въ  х  сд'Ьлается: 

7х  =  —  2(М1Ь) 
откуда: 

я;  =  4(Ш5) 
Легко  также  найти  что: 

у  =  8{М1Ь) 

Таковъ  въ  общихъ  чертахъ  пр1емъ  для  рЪшенхя  сравнен1Й  съ  двумя  не- 
изв'Ьстными,  который  легко  распространился  и  на  сравнен1я  со  многимц 
неизв'Ьстными. 
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ГЛАВА   IX. 

Степенные   вычеты. 

§  ЮГ).    Пусть  число  а  будстъ  взаимно  простое    (-ъ  модулемъ  к\    щл- 
смотримъ  рядъ  степеней: 

1    ,    я    ,    «2    ,    а^    ,    .  .  .    ,    г/''    ,    .  .  .  (1) 

такъ  какъ  этотъ  рлдъ  можно  продолжить  до  бозконечности,  а  чиселъ 
оесравниваемыхъ  по  модулю  к  ость  число  конечное,  то  мы  необходимо 
найдемъ  дв'Ь  степени  числа  а,  а'  и  а'+",  кото1)ЫЯ  будутъ  сравнител[»ны 
по  модулю  к  т.  е. 

аН«^^аЧЗ/Л)  (2) 

Такъ  какъ  а  и  а""  суть  числа  взаимно  -  простыл  съ  к,  то  это  сравнеи1е 
можно  сократить  на  а%  что  дастъ: 


а»'  :-  1  (Л/А;) 


Обратно,   если  это  последнее  сравнеп1е  имЬетъ  мЬсто,  то  и  сравпен1е  (2) 
им1\етъ  М'Ьсто  при  всяком  ь  ;шачен1и  5. 

Изъ  этого  сл'Ьдуетъ,  что  если  число  п  есть  наименьшее,  для  кото- 
раго  сравнение  ('>)  имЬеть  мЬсто,  то  вычеты  или  остатки  по  модулю  к 
ряда  (I)  образу ютъ  нер10дическ1Й  рядт,  въ  которомъ  пер10дъ  будетъ  со- 
стоять изъ  п  членовъ  не  сравниваемыхъ  по  модулю  /;,  которые  будутъ 
вычеты  степеней: 

Очевидно,  члены  ряда  (I),  которые  даютъ  вычетъ  единицу,  исключая  еди- 
ницы, будутъ: 

Но  по  предложен1Ю  Эйлера  мы  им-Ьемъ: 

Сл-Ьдовательно,  п  есть  дЬлитеЛь  числа  ^{к), 

Б1сли  п  есть  наименьшее  число,  для  котораго  сравпен1е  (31)  им'ЬетЪ 
М'Ьсто,  то  говорять,  что  число  а  принадлежать  показателю  п  по  модулю  к. 


\ 
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Сл-Ьдовательно,  показатель,  къ  которому  принадлежитъ  число  а  по  модулю  к^ 
есть  делитель  числа  ^ф). 

§  107.  Ограничимся  только  т-Ьмъ  случаемъ,  въ  которомъ  модуль  к 
есть  простое  число  р^  д^  а  число,  не  делящееся  на  р,  Въ  этомъ  случа-Ь 
показатель  п,  къ  которому  принадлежитъ  число  а,  по  модулю  А%  долженъ 
быть  дЪлителемъ  числа  ^{р)^р — 1. 

Спрашивается  теперь  обратно,  если  п  есть  д'Ьлитель  числа  р — 1,  есть- 
ли  всегда  такое  число  а,  которое  принадлежитъ  показателю  п,  и  если  есть, 
то  сколько  такихъ  чиселъ? 

ЗавгЬтимъ  сначала,  что  два  сравниваемыя  числа  по  модулю  р  принад- 
лежатъ,  очевидно,  одному  и  тому-же  показателю.  Сл^кдовательно,  можно 
разсматривать  только  числа: 

а=  1,2,3,..,    р — 1 

Пояснимъ  это  прим'Ьромъ.  Пусть  р  =  7.  Следовательно: 

а=1     ,2,3,4,5,6 


Для  а  — 
Показ,  п  — 

1 
1 

2 
3 

3 
6 

4 
3 

5 
6 

6 


Изъ  этой  таблички  видно,  что  показателю  1  принадлежитъ  только 
одно  число  1,  показателю  2  принадлежитъ  одно  число  6,  показателю  3 
принадлежатъ  два  числа  2  и  4,  наконецъ,  показателю  6  принадлежатъ  также 
два  числа  3  и  5.  Изъ  этого  примера  видимъ,  что  каждому  изъ  д'Ьлителей: 
1,  2,  3,  6,  числа  6  принадлежатъ  изв'Ьстныя  числа  изъ  ряда  1,  2,  3,  4,  5,  6. 

§  108.  Теперь  положимъ,  что  числу  п,  д-Ьлителю  числа  р — 1,  при- 
надлежитъ по  крайней  м'Ьр'Ь  одно  число  а,  сл'Ьдовательно,  степени: 


1 


а 


а 


2 


а 


3 


а 


л  -1 


(4) 


будутъ  не  сравниваемы;  но  тавъ  какъ 


то 


(аГУ  =  (а")'  ЕЕ  1(Мр) 


(5) 


(6) 


Т.  е.  п  чиселъ  (4)  суть  корни  сравнен1я  (5)  и  такъ  какъ  они  не  сравни- 
ваемы, а  модуль  р  есть  число  простое,  то  это  суть  всЬ  корни  сравнен1я  (5) 
п-й  степени.    Сл'Ьдовательно,  каждое  изъ  чиселъ,  принадлежащихъ  пока- 
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зателю  п,  должно  быть  корнемъ  :^того  сравнеп1л  (5)  и  ихъ  должно  искать 
между  числами  ряда  (4).  Спрашивается  поэтому,  какому  показателю  А 
{Ь  д-Ьлитель  числа  ^) — 1)  принадлежитъ  одно  изъ  чиселъ  ряда  (4),  напри- 
М'Ьръ,  число  а*  1  т.  е.  какое  будетъ  наименьшее  число  А,  для  котораго 
ыы  ин1>емъ: 

Очевидно,  число  гЬ  должно  делиться  на  п. 

Если  черезъ  е  означимъ  общаго  наибольшаго  дЬлителя  г  и  п,  то  Ь 
должно   делиться  на     -  и  наименьшее   число   Л,  удовлетворяюи;ее   этому 

услов1Ю,  будетъ,  очевидно,  —  и  мы  дМствительно  им-Ьемь: 

е 

г 

Следовательно,  —  есть  число,  къ  которому  принадлежитъ  а* .  Если  п*'  должно 

принадлежать  показателю  >?,  то  е  должно  быть  =  1 ,  ел  Гвдовательно,  г  есть 
число  взаимно  простое  съ  п. 

Обратно,  если  только  е  =  п,  то  а*  дЬйствительно  принадлежитъ  по- 
казателю п,  Изъ  этого  находимь,  что  между  числами  рода  (4)  находится 
столько  чиселъ,  принадложап1,ихъ  показателю  п,  сколько  есть  между  по- 
казателями: 

взаимно  нростыхъ  съ  п,  а  ихъ  есть  '^(п). 

Мы  предположили,  что  есть  по  крайней  мщпь  сЪо  число  а,  которое 
принад.1ежитъ  показателю  п,  а  теперь  покажемъ,  что  если  есть  одно,  то 
ихъ  есть  ср(п).  Сл'Ьдовательпо,  можно  предположить,  что  д'Ьлителю  п  числа 
р — 1,  принадлежитъ  чиселъ  числомъ  О  или  ср(м).  Чтобы  решить  этоть 
вопросъ  разсмотримъ  всЬ  р  —  1  чиселъ  не  сравниваемыхъ  по  модулю  2^  и 
не  делящихся  на  2>-  '^ти  числа  распредЬлимъ  на  группы,  помЬщая  вь 
одну  группу  гЬ  числа,  которыл  принадлежать  одному  дЬлителю  числа 
р — 1,  сл'Ьдовательно  всЬхъ  группъ  будетъ  столько,  сколько  есть  делите- 
лей вь  числе  р —  1.  Очевидно,  что  одно  и  тоже  число  не  можетъ  попасть 
въ  две  группы.  Поэтому,  если  чрезъ  ф(п)  означимъ  число  чиселъ,  прц- 
иадлежащихъ  показателю  м,  то  очевидно  будемъ  иметь: 

2ф(п)  =р —  1 

АДГЕВРЛЯЧ.  АНАЛиЗЪ.  1^1 
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2  есть  знакъ  суммы  относящШся  ко  всЬмъ  л^лителлмъ  числа  р  —\.  Но 
мы  знаемъ,  что  ф(п)=0  или  Ф(п)==<р(п),  следовательно: 

2  ф(п)  =  2  ср  (п)  =  ]р  —  1 

Изъ  этого  уравнен1я  видимъ,  что  еслибы,  хотя  для  одного  д']^лителя,  мы 
им'Ьли  ф(п)  =  0:  это  уравнен1е  существовать  не  могло-бы,  а  слЬдовательно 
мы  всегда  им^^емъ: 

ф(п)  =  <р(п) 

т.  е.  число  чиселъ  принадлежащихъ  показателю  п  (п  есть  д'Ьлитель  числа 
р — 1),  не  сравнимаемыхъ  по  модулю  р^  ость  всегда  ср(п).  Это  легко  про- 
в'Ьрить  на  выше  приведенномъ  численномъ  ирим^рЪ. 

§  109.  Первообразные  корни  простыхь  чиселъ. 

Самый  важный,  по  своимъ  сл'Ьдств1ямъ,  тотъ  частный  случай,  въ  ко- 
торомъ  д'Ьлитель: 

п=р —  1 

СлЬдовательно  несравниваемыхъ  чиселъ,  принадлежащихъ  показателю  р — 1 
будетъ  числомъ  ^(р — 1)  и  если  одно  изъ  нихъ  означимъ  чрезъ  д^  то 
р  —  1  степеней: 

будутъ  не  сравниваемы  по  модулю  р,  и 

дР-^  =  1  (Мр) 

Каждое  число,  принадлежащее  показателю  р  —  1 ,  называется  первообр(лз' 
нымъ  корнемъ  простаю  чист  р^  сл'Ьдовательно,  число  первообразныхъ  кор- 
ней простаго  числа  р  есть  ^{р  —  1). 

Такъ  какъ  числа  ряда  (8)  не  сравниваемы  по  модулю  р,  то  каждое 
число,  не  д'Ьлящееся  на  р^  сравнимаемо  съ  однимъ  изъ  членовъ  ряда  (8), 
т.  е.  если  число  Ь  не  дЬлится  на  р^  то  всегда  будемъ  им'Ьть: 

Ь  =  дЧЪГр)  (10) 

Я  не  стану  показывать  способы  нахожден1я  первообразныхъ  корней 
дапнаго  простаго  числа,  а  скажу,  что  если  изв^^стенъ  одинъ  изъ  нихъ,  то 
легко  найти  и  всЪ  остальные.  Въ  самомъ  д11Л'Ь,  если  д  будетъ  какимъ-нн- 
будь  изъ  первообразныхъ  корней  простаго  числа  р^  то  вычеты  степеней  д  (8) 
меньш1я  отъ  р — 1  будутъ  всЬ  первообразные  корни  числомъ  ср(^> — 1)  (§  108). 
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Ниже  сл'Ьдуетъ  таблица,    въ  кото1)ой  даны  но  одному  наименьшему,  пер- 
вообраупому  корню  простыхъ  чиселъ  между  числами  1  и  100. 


1 

Числа  ...   3 

1 

'  5  :  7 

11  1 

2  1 

54  |' 

18  ,  17 
2    8 
(П   '  07  , 

19 

2 

71 

23  ' 

0   1 

~"    1 

/8 

1 

.  1 
у 

29 

2 

79 

'  31 
3 

83 
1  2 

37 

1  41 

1 

1 

к 

1 

Пер.  корни   2 
Числа  ...  1  43 

1 

2    3 

47   53 

2 

89 
3 

!  97  . 

1 

1 

Пер.  Корин  ;  3 

1 

5    2 

2 

1 

2 

2 

1 

1 
7 

8 

1 
5 

Такъ,  нанрим1фъ,  паименьшлй  норвоо6[>а8НЫЙ  корень  нростаго  числа 
13,  есть  2;  слЬдовательно,  вс11  его  первообразные  корни  числами  ср(12)  =  4, 
будутъ: 

2,     25     ,     2'     ,     2^1 

или  взявъ  ихъ  наименьн11е  положительные  вычеты  по  модулю  13,  найдемъ: 

2     ,     6     ,     11     ,     7 

это  и  суть  четыре  первообр<1:ише  корня  нростаго  числа  13. 

§  ПО.  Индексы.  Выше  было  показано,  что  вслкое  число  Ь,  не  де- 
лящееся на  р,  сравниваемо  съ  однимъ  н^ъ  чиселъ  ряда  (8),  т.  е.: 


Ь-^(^ЦМр) 


(11) 


показатель    V    называется  индсксомъ  чиста  Ьу  а  г/ — осиован1емъ    и  пишутъ 
такъ: 

у  =  11и1  (,//) 

Нндексъ  совершенно  аиалогиченъ  логариому,  и  какъ  увидимъ  ниже  имЬегь 
подобныя  же  свойства. 

Свойство  1.  Если  а  —  Ь^Щ^),  то: 

1п(1  [а)  =  1п(1  {Ь) 
Свойство  2.  Если  с11а6(3/у>),  то: 

1п(1  (б)  =  1п(1  {аЬ)  ~:  Ы\  {о)  +  1п(1  ф)  {Мр—1) 
Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  пусть: 


а  ~  г/^"^^"^  ( 312>)     ,     Ь  -=  //^'"''^'^  {М})) 


откуда: 


аЬ  ::Е  (] 


\\\Л{п)-у1хп\{Ь) 


(Мр) 


\ 
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Но 


дЬ  =  ^пс!Га6^(2Ир) 


следовательно: 


ЛпЛ  (<Л)  =2  ^пЛ  (а)  4-  1п<)  (Ь) 


=  ^п<1(а)+.Ы(Ь)(Д|р) 


НО  такъ  какъ  д  есть  первообразный  корень  П1ЮСтаго  числа  ^>,  то  мы  ии^* 
емъ  (§  108): 

1пЛ(аЬ)  =  1пй(а)  +  1п(1(Ь)(Л1р— 1)  (12) 

Эта  формула  соотв'Ьтствуетъ  основному  свойству  логариемовъ.  Изъ  нее  вы- 
текаетъ  следующая: 

1пй  (аЬса  ...)  =  Хпй  (а)  +  1п(1  (Ь)  +  1п(1  {с)  +  ...  (Мр—1)  (1 3) 

полагая  а  =  Ь  =  с  =  ....   найдемъ: 

1пй  аГ=т  Хпй  (а)  (Л^— 1)  (1 1) 

гд'Ь  т  есть,  какое  нибудь,  ц'Ьлое  число. 

Переходъ  отъ  одной  системы  индексовъ  къ  другой  совершается  такъ  же 
какъ  и  переходъ  отъ  одной  системы  логариемовъ  къ  другой,  мы  на  этомъ 
не  остановимся,  а  сдЪлаемъ  только  следующее  замЪчанхе. 

Индексъ  единицы  всегда  равенъ  нулю,  какое-бы  основанхе  не  было, 
такъ  какъ  мы  всегда  им'Ьемъ: 

1=д'{Мр) 
Такъ  какъ: 

Р'-'—  1  =  (д^  —  1)  О/  8  +  1)  =  0(Мр) 
то  одинъ  изъ  множителей: 

р— 1  Я--1 

д  ^  —  1      или     д  ^  -^1 

долженъ  делиться  на  р^  но  первый  делиться  не  можетъ,  такъ  какъ  д  при- 
надлежитъ  показателю  р — 1,  следовательно  мы  должны  им^ть: 


откуда: 


р-1 

д^   =-1(Мр) 


Ш(-1)  =  1^  (15) 
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Двучленныя  сравнен'». 

§  111.  Самая  общая  форма  двучленнаго  С1)авнен1я  есть 

х''  =  В{Мр)  (16) 

гд-Ь  р  есть  нечетное  простое  число,   а  В  число  не  д'Ьллщееся  на  р. 

Если  число  В  такого  свойства,  что  сравиен1е  (16)  возможно,  то  В 
называется  вычетомъ  п-ой  степени  нростаго  числа  р.  Въ  нротивномъ  слу- 
чать, т.  е.  если  сравнен1е  (16)  не  возможно,  то  В  пааывается  невычетомъ 
простого  числа  ^>.  Если  и  =  2,  то  В  на:^ывается  квадратичнымъ  вычетомъ 
или  невычеупомъ  числа  ;>,  если  и=3,  то  это  называется  кубинескимъ  выче- 
томъ или  невычетомъ,  если  п  =  4,  то  В  называется  виквадратичнымь  вы- 
чепюмъ  или  невычетомъ  простого  числа  }>  и  т.  д. 

Примгьръ  1.  Если  въ  сравпен1и 

гг2  =  7)(Л/5) 

В==1,  4,  то  оно  возможно,  сл-Ьдовлтельпо,  числа  1  и  4  суть  квадратные 
вычеты  числа  5;  если  же  В  =  2,  3,  то  сравнен1е  невозможпо,  поэтому  чи- 
сла 2  и  3  суть  невычеты  числа  5. 

Примгьръ  2,  Если  р  =  7,  то  легко  видеть,  что  1,  2,  4  суть  квадрат- 
ные вычеты  числа  7,  а  3,  ;3,  6  суть  невычеты. 

§  112.  Легко  дать  признакъ,  по  которому  узнается,  возможно-ли  срав- 
нен1е  (16)  или  невозможно,  т.  е.  данное  число  В  ссть-ли  вычетъ  или  не- 
вычетъ  числа  р? 

Для  этого  возьмемъ  одинъ  изъ  первообра:зныхъ  корней  простаго  чи- 
сла р,  пусть  онъ  будетъ  (/,  взявъ  его  за  осповаи1е  индсксовъ,    положимъ: 

1п(1  т  =  тз     ,     1п(1 2)  =  $ 
т.  е. 

а;  =  г/ЧЖ2>)     ,     В'.-дКМр) 
Возьмемъ  индексы  обЬихъ  частей   ('раинен1я  (16),  то  будемъ  им'Ьть  (§110): 

пЫ\х~1\\АВ{Мр—\) 
или 

щ^1{Мр—\) 
Это  сравнен1е  1-й  степени  относительно  неизвЬстнаго  т^.    Если   черезъ   5 
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шначимъ  обща  го  наибольшаго  делителя  чиселъ  п  и  р — 1,  то  это  сравне- 
Н1е  только  тогда  возможно,  когда  $  д-Ьлится  на  5,  т.  е.  когда 

5  =  0(М5) 

Въ  этомъ  случа-Ь,  это  сравнеше  им'Ьетъ  5  корней  (§104).  Откуда  сл-Ьдуеть, 
что  если  въ  сраинен1и  (16)  индексъ  числа  В  делится  на  наибольшаго  об- 
щаго  д-Ьлителя  5  чиселъ  п  и  р — 1,  то  сравнен1е  возможно  и  им-Ьетъ  & 
корней.  Это  услов1е  можно  выразить  независимо  отъ  индексовъ. 

Въ  самомъ  д-ЬдЬ,  если  $~0(Ж8),  то  $=ш5,  но: 

В  =  дНМр) 
следовательно: 

I)  =  д""^  (Мр) 
возвышая  об*  части  этого  сравнен1я  въ  ^—г —  найдемъ: 

о 

р-1 

В  «   =^^Р'^^{Мр) 

такъ  какъ  д  есть  первообразный  корень  иростаго  числа  р^  то  им'Ьемъ: 

д^-^  =  1  (Мр) 
откуда: 

р-1 

П^    =1(Мр)  (17) 

такому  сравиен1Ю  должно   удовлетворять   число  2),    чтобы  сравненхе  (16) 

было  возможно.  Такъ  какъ  ^^-г —  есть  д-Ьлитель  числа  1^ — 1,  то  сравне- 

о 

н1в  (17)  им4етъ  ^—^ —  корней,   а  следовательно  столько-же   и  вычетовъ 

о 

п-ой  степени  простаго  числа  р. 

§  113.   Положимъ  теперь,   что  степень  п  =  2  т.  е.  что  данное  срав- 
неше есть: 

х^  =  В(Мр)  (18) 

Въ  этомъ  случае,  критерхумъ  для  возможности  сравнен1я  будетъ: 

В  »   =\{Мр)  (19) 

Это  сравнен1е  им^еть  ^—^ —  корней,  следовательно  простое  число  р  имеетъ 
^—^ —  квадращичныхъ  вычепювъ, 


г..~1: 
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ИЛИ 

2     ,     8     ,     10     ,     7     ,     6 
§  115.  Лежандръ  ввелъ  символъ 


(I) 


(22) 


которому  даетъ  значен1е  +  1  или  —  1,  въ  сравнен1и 

Р-1 


(Мр)  (23) 


смотря  потому,  будетъ-ли   число  В  квадратичесв1й  вычетъ  или  иевычетъ 
числа  р. 


СмЯстп  симмяа  Лешаидра. 


Свойство  1.  Если  В  ^  В.(Мр),  то  легко  видеть,  что 


(у)=(т) 


(24) 


Свойство  3,  Если  т  я  п  суть  два  равный  или  неравныя    числа,    не 
дЪлящ1яся  на  р,  то  мы  буденъ  ииЁть: 


т  * 


^{^)т)  ,  п^^{^)(мр) 


откуда  перемножая  найдемъ: 

Я-1 


(т)  (т) 


(тт,)«  =1^  и:^](Мр) 


Но 


р-1 


(^'■) 


(тт,)2  ^^-::::::^\(Мр) 


сл-Ьдовательно: 


И  вообще: 


\      р     I    \р)\р  I р  1  '  '  ' 


I 
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Откуда  сл-Ьдуеть,  что  11р011;шеден1е  произвольпаго  числа  множителей,  не 
Д'Ьляш.ихся  на  простое  число  ;>,  будетъ  квадратичный  вычетъ  или  невычетъ 
числа  ^;,  смотря  потому,  будегъ-ли  между  множителями  четное  или  нечет- 
ное число  невычетовъ. 


Теорема  взаимности  простыхъ  чиселъ. 
§  115.  Мы  выше  покапали  признакъ  возможности  сравнен1Я 

когда  дано  простое  число  })  и  число  В  не  дЬлящееся  па  />,  т.  е.  есть-ли 
число  I)  вычетъ  или  невычетъ  даннаго  числа  })  и  вооГцце,  как1я  числа 
суть  квадратичные  вычеты  даннаго  простаго  чиста  ^У? 

Теперь  мы  р'1»шимъ  обратный  вонросъ. 

По  данному  простому  числу  (/  найти  вс/Ь  простыя  числа  ^),  коихъ  ^ 
есть  квадратичный  вычетъ?  т.  е.  найти  всЬ  простыя  числа  р,  для  кото- 
рыхъ  еравиен1е 

т^-и{Мр)  (27) 

возможно? 

Это  одна  изъ  самыхъ  трудныхъ  и  весьма  важныхъ  задать  въ  теор1и 
чиселъ,  она  была  рЬшена  въ  первый  ра;гь  французскимъ  геометромъ  .Те- 
жандромъ,  и  нотомъ  Гауссомъ,  который  даль  ей  несколько  Д(»казательствъ. 

§  116.  Прежде  ч'Ьмъ  приступимъ  къ  общему  случаю,  рЬшимъ  сл'Ь- 
дующ1й  частный. 

Какичъ  простыхъ  чиселъ  —  1  есть  квадратичный  вычетъ  т.  е.  для 
какихъ  простыхъ  чиселъ  2^  возможно  сравнен1е: 

гг2  --  —  1  (Л/;>) 

Мы  знаемъ,  что  признакъ  возможности  сравнен1я: 

х^  =  В{Мр) 


есть  (§  118): 


^' ' '  ---  (  У  )  ^^^'^ 


въ  настоящеыъ  случаЬ  В  =  —  1,  слЬдовательпо: 
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откуда  видно,   что  если  — —  будетъ  число  четное,  то  — 1,   будетъ  ква- 

дратичный   еычстъ  числа  р^   въ  противномъ  случаЪ  — 1  будетъ  не9ычетъ 
т.  е.  въ  первомъ  случае  мы  должны  имЬть: 

откуда: 

/}  =  4п  +  1 

а  во  второмъ  мы  должны  имЪтъ: 

откуда: 

I?  =  4п  +  3 

Изъ  этого  слЪдуетъ,  что  —  1  есть  внчетъ  ъо/киъ  простыхъ  чиселъ  формы 
4п-|-1,  а  невычетъ  всЬхъ  простыхъ  чиселъ  формы  4п  +  3. 

Примпръ  1.  Такъ  — 1  есть  вычетъ  чиселъ  5,  13,  29,...,  а  невы- 
четъ чиселъ  3,  7,  11, . . . 

Перейдемъ  къ  общему  случаю: 

§  117.  Дано  простое  число  д,  для  какихъ  простыхъ  чиселъ  р  срав- 
нен1е: 

x^=^{Мр)  (29) 

возможно,  или   какая    должна  существовать  зависимость  между  простыми 
числами  р  т  д[  чтобы  сравненхе  (29)  было  возможно. 

Предложенге.  Если  р  т  ^  суть  два  нечетныя  простыл  числа,  изъ  ко- 
ихъ  хотя  одно  им'Ьетъ  форму  4п  4-  1 1  '^о  ^  будетъ  квадратичный  вычетъ 
или  невычетъ  числа  р,  смотря  по  тому  будетъ  ли  р  квадратичный  вы- 
четъ или  невычетъ  числа  з,  если  же  оба  числа  р  и  ^  имЪютъ  форму 
4п  -|-  3,  то  ^  будетъ  квадратичный  Вычетъ  или  невычетъ  числа  р^  смотря 
потому  будетъ  ли,  число  р  квадратичный  невычетъ  или  вычетъ  числа  ^. 

Это  предложен1е  выражается  сл-Ьдующей  формулой: 

р-1    д-1 

'  (30) 


или 


(|)(^-)-<-'>-- 
(^)-<->"-'(1) 


которую  мы  теперь  и  докажемъ. 
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Доказательство.   Возьмемъ  сл'Ьдующ1я  произведеп1я: 

(/     >     2д    ,     3^     ,     .     .     .     ,    ^"^-^(/  (31) 

числа  ^  на  иервыя  ^^^ — 1)  чиселъ.    Пусть: 

Г\     ,     ^2     I     ''2     1     •     •     •     ^     *'я— 1  (32) 


о 


оудутъ  наимспьш1е  положительные  остатки  этихъ  чиселъ  по  модулю  ^;. 
ВсЬ  эти  числа  различны  и  нЬтъ  между  ними  равнаго  пулю.  РаздЬлимъ  эти 
вс'Ь  остатки  на  двЬ  группы,  ъъ  первую  помЬстимъ  всЬ  т'Ь,  которые  >  ^р, 
во  вторую  т11  которые  <^^л  Означимъ  первые,  коихъ  число  пусть  будетъ 
[X,  чрезъ: 

«1        »       «2       »       ^3       »       •       •       •       »       а|х  (33) 

остальные,    числомъ  ^(^> — 1)  —  Р^  =  ^,  означимъ  чрезъ: 

Р1     ,     Рг     1     Рз     ,     .     .     .     ,     ?х  (34) 

Возьмемъ  доиолпеп1я  остатковъ  (33)  до  модуля  ^;,  т.  е.  разности: 

р  —  ^1    ,   ;>  — «2    ,   р—^з    ,    .    .    .    ,   ^>— «{х  (35) 

Эти  разности,  также  какъ  и  числа  (34)  лежатъ  очевидно  между  О  и  5^>, 
кром'Ь  этого  вс'Ь  эти  числа  (34)  и  (35)  ра:зличпы  между  собою,  въ  чемъ 
легко  уб'кдиться.  Положимъ,  наприм4ръ,  что  р  —  а  =  3,  следовательно 
(х-\-^=р~0(М2)).  Если  а  и  Р  сть  остатки  .щ  и  ^г/,  то: 

следовательно  .у  + 1  должно  д-Ьлиться  на  ^>,  что  невозможно,  такъ  какъ 
числа  8  и  (  каждое  меньше  й})- 

Итакъ  мы  им^емъ  сл'Ьдующ1я  и.  +  ^'  =  5(2^ — О  чиселъ: 

ВС'Ь  ра:зличны  между  собою  и  меньше  \р,  следовательно  они  должны  сов- 
падать съ  числами: 

1  ^  3  ^^^^ 

такъ  что: 

р-\ 


(р  —  ^1)(р  —  0^)  •  •  •  (Р — а(х)&1&53  . . .  ?х==  1.2.4. . . . 


9 
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откуда  легко  видеть,  что: 


(— 1)»*а1аа  ...  «1*  Р1Р2  . .  .  Рх  =  1 . 2.3. . . 


р-1 


(Мр) 


(36) 


Съ  другой  стороны,  перемножая  сравнен1я: 


р —  1 

^  =  гх(Мр)   ,   2^  =  г^{Мр) . .  .  ^-^г- ^  =  гя-1  (Мр) 


2 


им^емъ: 


«г^з  . .  .ан^Р^Р2  . .  .  Рх  =  1.2.3. . . .  ^-^—  а  «  (Л/]р) 


(37) 


откуда,  сравнивая  съ  (36),  найдемъ: 


(— 1>*  1.2.3. .  .-^-^в~^=  1.2.3.  .  .^-17—  (^^Р) 


р —  1 
или,  сокращая  на  1.2.3. ..  .^--т — ,  будемъ  нм4ть: 


^V  =  (— 1)1*  (Мр) 


т.  е.: 


(^)='- 


1)" 


(38) 


(39) 


Остается  определить  (>.. 

Если  означикъ  сииволоиъ  [х]  наибольшее  цЪлое  число  въ  х,  наири- 
мЪръ  [|]  =  2,  [3]  =  3,  то  легко  видеть,  что: 


Я=Р 


9. 
Р 


+г,    ,  Ц=р 


24 
Р 


г  Р  — 1 


[!> 

—  1 

в 

2 

[ 

1> 

-\-г^    (40) 

8 


гд4  Г| ,  Г» ,  • . . ,  Гр_1  суть  числа: 

«I     ,    о^    ,    ла    ,    •  •  •    ,    Яу^    \    ^^1     .    Ра    >    •  •  •     »    Р^ 

если  сукму  всЪхъ  а  означииъ  чрезъ  ^,  а  суииу  всЪхъ  Р  чрезъ  Д  а  чрезъ 
X  сумму: 


Х  = 


2. 

и» 


+ 


29 

Р  } 


+ 


Зз 


+  .  .  .+ 


р—д 


(41) 
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ТО  сумма  уравнен1Й  (40)  дастъ: 


^'--^  .(2=рЬ  +  Л  +  В  (42) 

о 

Но  такъ  какъ  числа 

совпадаютъ,  какъ  мы  видЬли,  съ  числами 

12  3  ^-— 


то  ихъ  сумма  будетъ: 


^^^  =  2^\^-А  +  В  (48) 


вычитая  это  уравнеп1е  и:зъ  (42)  пайдемъ: 

^^(^-1)  =  (^-^^0^>  +  2Л  (44) 

Остается  рЬшить  будетъ-ли  число  |х  четное  или  нечетное  (39).  Такъ 
какъ  мы  всегда  можемъ  положить  ^>~  —  1(Л/2),  то,  иыбросивъ  нзъ  формулы 
(44)  ВС'!-,  числа  кратныя  числа  2,  найдемъ: 

\^=^+^'^^{^-^)Ш2)  (45) 

Положимъ  (1  =  2,  такъ  какъ  до  сихъ  поръ  въ  дока;ттельство  входило 
только  то,  что  ^  не  дЬлится  на  р. 

Если  (/==2,  то  очевидно  ^  =  0,  Следовательно: 

[^^=^'-^-(3/2)  (40) 

Откуда 

--      =(-1)^^  =  (-1)    ^  (47) 

Нзъ  этой  формулы  видно,  что  2  будетъ  квадратичнымъ  вычетомъ 
всЬхъ  простыхъ  чиселъ  формулы  8/г  +  1  или  8гг  +  7  и  квадратичнымъ  не- 
вычетомъ  простыхъ  чиселъ  формулы  8?^  +3  и  Ы\  5. 
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Теперь  положимъ,  что  ^  есть  простое  нечетное  число.  Въ  этоиъ  слу- 
чае формула  (45)  сд^аетсл: 


11=  ДЛ/2) 


откуда 


ни- 


1) 


ь 


(48) 


Положииъ,  что  ^<.р^  Въ  этоиъ  случа^^  въ  раду 


И 


•      •      • 


1р-1 
2 

•я. 

1   р 

^ 

(49) 


каждый  членъ  не  бол^  какъ  единицею  больше  непосредственно  за  нимъ 
сл^дующаго.  Въ  саномъ  д^л^Ь, 

(д  +  1)а_  Ч   [    й 
р  Р       Р 


и 


«1  ^ 
Р 


Р  \ 


+  Ь 


гдЪ  &  есть  н^Ькотораа  аравильная  дробь,  такъ  что 


(в±1)г^ 

Р 


\.Р  \ 


+  8  + 


Р 


и  такъ  какъ  сумма  правильннхъ  дробей  &  и  —  меньше  двухъ,  то 

Р 


.  р  . 

■-^ 

р . 

или     = 


р 


+  1 


Дал^  мы  нм^нъ 


I  (р— 1)а  ==8—1 4-Р— ф 
Р  2  2р 


Р4^^ов(^тельцо,  посл^Ьдщй  членъ  въ  ряду  (49)  есть 


\(р—1)д 


=  3-1 
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р — 1 
Если  теперь  числу  ,9  дадимъ  всЬ  значен1я  1,  2,  3,  .  .  ,  -— т—  и  оста- 

новимсл  на  томъ  изъ  чиселъ  .9,  для  котораго 


за 

Р  ^ 


=  /—5 


р 


=  ( 


(  есть   одно  изъ  чиселъ  1,  2,  3,  .  .  , 


д-1 


.  Изъ  этихъ  уравнен1й  сл-Ьдуетъ 


Р  Р 

(равенства  (8-{-\)а  =  1р  быть  не  можетъ,  такъ  какъ  ни  г/  ни  .9+1  нед-Ь- 
лятся  на  р),  или 


Следовательно: 


.9    = 


^11 


Въ  ряду  (41)  есть 


л\ 

1  Ч 

- 

'^1 ' 

-  <1 



7'_ 

Ч  - 

членовъ,   въ  которыхъ      I  —  1=0 


<— 1  =  1 


1р 

<1  ^ 


_  \И^:Пр 


(  —  \ 


р-\ 


\и1-\)р] 


1-х  =  ^/^ 

2 


откуда  непосредственно  сл-Ьдуетъ: 


2.= 


_  5—1     р--Л_ 


1\ 


+ 


2р 

^а  - 


Г\ 


+  ...+ 


ич—1)р 


и  если  иодожимъ: 


2^  = 


<1 


+ 


1^  ^ 


+  ....+ 


ч. 
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ТО  найдемъ: 


^Л■N=^-^^^-■^  (50) 


если  ^  есть  нечетное  число  меньше  р. 
Но  мы  выше  (48)  вид-бли,  что 


то  по  той  же  причин'Ь: 


(!)=<-»' 

(т)"*-»- 


такъ  какъ  ^  составлено  изъ  ^  т  р  такъ  какъ  М  изъ  ^р  и  з.  Перемножая 
найдемъ: 

уравнен1е,  выражающее  теорему  взаимности. 

Мы  предположили,  что  ^  <1>,  но  если  обратить  внимаше  на  симме- 
тр1Ю  формулы  (51),  то  легко  видЬть,  что  такое  ограничеше  можно  опу- 
стить. 

Бели  одно  изъ  чиселъ  р  или  ^  им^етъ  форму  4п-|-1,  то  уравненхе 
(51)  можно  написать  въ  форм'Ь 


ш=ш 


(52) 


Если  же  оба  числа  1>  и  д  им'Ьютъ  форму  4п-{-3,  то  тоже  уравнен1е  можно 
написать  въ  форм']^ 


Р 

Примгьрь.  Пусть  данное  сравнеше  будетъ: 

а?я  =  365(ЛГ1847) 
Такъ  какъ  365  =  5 .  73 ,  то  мы  нм1^емъ 


^)=-(!) 


/_365_\  ^  /     М  (_^3   \ 
\1847/       \  1847 /\  1847/ 


ГЛАВА   IX.— СТКПЕПНЫЕ    вычкты.  177 


Но  число  5  им'Ьетъ  форму  4п-\~\,  следовательно  (48): 

Ш=(-Т)=(1)=-=>- 

ДалЬе,  такъ  какъ  7:5  имЬетъ  форму  4>г-[-1,  то  мы  опять  имЬемъ 

\1847/        \    7Я    /        \73/        \73/  \73/ 
Но  73  им'Ьетъ  форму  8^2+1,  слЬдовательно  (;^|=1,  откуда: 

\1847/        \7Я/        \И/        \П/ 
НО  числа  7  и  1 1  нм'Ьютъ  оба  форму  4/г  -)-  Н,  следовательно: 


(А)-(^)-(0  — 


то  наконецъ  наидомъ: 


откуда  заключаемъ,  что  число  3()5  есть  вычетъ  числа  1847  и  действитель- 
но  мы  им1>емъ 

(  ±  490)2  =  246010  ==  305  +  133.1847. 


Сл%дств1Я  лредложен1я  Ферма  и  степенных!»  вычетовъ. 

§  118.  Въ  §  100  мы  видЬли,  что  если 

л'"  1г.  1{М2))  (50) 

то  показатель,  которому  припадлежитъ  а  по  модулю  р,  будетъ  д^лителемъ 
числа  т.  Если  число  ш  есть  простое,  то  а  можетъ  принадлежать  только  1 
или  числу  )Ну  такъ  какъ  это  единствеппые  делители  числа  т.  Въ  первомъ 
случа'Ь,  т.  е.  когда  а  припадлежитъ  показателю  1,  ^>  будеттэ  дЬлителемъ 
числа  а — 1,  а  во  второмъ  ш  будетъ  дЬлителемъ  числа  р — 1  (§  109),  сле- 
довательно: 

2)  =  1')п  -\-  1 
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§  119.  Предложенге  1    Формула  2пт  +  1,  гд-Ь  т  есть  простое  число, 
а  п  произвольное,  содержитъ  безчисленное  множество  простыхъ  чиселъ. 

Доказательство.  Простые  делители  числа  ж" — 1,  исключая  т,  когда 
они  не  д']^лятъ  числа  х  —  1 ,  будутъ  д4лить: 

д41.-1_|_дл.-2_|_  ^  ^  ^  +Х+1  (52) 

а  сл^Ьдовательно  им^Ьютъ  форму  р  =  кт-\- 1,  какъ  выше  было  показано. 
Если  теперь  положимъ,  что  Д'Ьлителей  формы  2пт-\-1  есть  конечное  число: 

1>|     •    Р2     ,    /^     ,     .     .     •     э    1>*  (53) 

то  полагая: 

X  =  тр\Р2    .   ш    ,  Ра 

функщя  (52)  должна  д'клиться  на  одно  изъ  чиселъ  ряда  (53),  но  такъ  какъ 
X  дЪлится  на  это  число,  то  единица  должна  также  д'Ьлиться  на  тоже  число, 
что  нел'Ьпо. 

Если  положимъ  91»  =  2,  то  видимъ,  что  въ  формул1^  2п  -{-  1  есть  без- 
численное множество  простыхъ  чиселъ. 

Если   простое  число  т  нечетное,  то будетъ   четное,   сл*до- 

т 

вательно: 

р  =  2пт  -\- 1 

что  и  требовалось  доказать. 

Полагая  т  =  3,  5,  7, .  • .  мы  найдемъ  что  формулы: 

2п+1     ,     6п  +  1     ,     10п+1     ,     14п+1     •     ... 

заключаютъ  каждая  безчисленное  множество  простыхъ  чиселъ. 

Предложенге  2.  Формула  4п — 1  =  4^+3  содержитъ  безчисленное  мно- 
жество простыхъ  чиселъ. 

Доказательство.   Легко   видеть,   что  составное  число  формы  4п  —  1 
содержитъ  всегда  нечетное  число  множителей  такой-же  формы. 

Предложенге  3.  Форма  6п — 1  содержитъ  безчисленное  множество  про- 
стыхъ чиселъ. 

Доказательство.   Такъ  какъ   всЪ   нечетныя   числа  заключаются  въ 
формахъ: 

6п+1     ,     6п— 1     ,     6п  +  3 

изъ   коихъ  последняя  содержитъ  только  одно  простое    число  3,  то  всЪ 
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остальныл  содержатся  въ  формахъ: 

6)1+1     ,     0?^— 1 

сл'Ьдовательно   каждая   ииъ   этихъ  формъ  содержитъ  безчисленное  множе- 
ство простыхъ  чиселъ. 

ВсЬ  простыл  нечетныл  числа  содержатся  въ  <|)ормахъ: 

4п+1     ,     ^п  —  1 

последняя   форма,  какъ  мы  выше    показали,  содержитъ  бесчисленное  мно- 
жество простыхъ  чисел  ь.  Иотъ  какъ  ;^то  можно  показать  для  формы  4«-|-1- 

ире()ложсн1е  4.  Простое  число  формы  4п-\-3,  не  д'Ьля1цее  а,    не  мо- 
жетъ  быть  д-Ьлителемъ  формы  х^-\-а'  т.  е.  сравнеше: 

.1"2  +  «^  -  О  {31р) 

при  2)  =  ^п-\-3  не  можетъ  имЪть  м-Ьста. 

Доказательство,  Напишемъ  предъидущее  сравнен1е  въ  форм*: 

х^  ^  —  а^{Мр) 

Чтобы  это  сравнен1о  было  возможно,  необходимо  им-Ьть  (§  113): 


откуда: 


1"  Л 

(—1)2   а^'-^-\{Мр) 


но  но  теорем'Ь  Ферма: 


г/''  ^  ^-  1  {Мр) 


сл1эДОвательно: 


Л-1 

(—1)2   -1(3/^,) 


а  для  этого  необходимо,   чтобы      -        было  число    четпое    2?г,    слЬдова- 

тельно: 

р  =  4>^  -|-  1 

Итакъ  д'Ьлителями  формы  л;^  +  а-   могутъ  быть  только  числа  формы 
4п  -Ь  1. 
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§  1 20.  Теперь  легко  показать,  что  форма  4п  -|-  1  содержитъ  безчис- 
ленное  число  просты  хъ  чиселъ. 

Изъ  предъидущаго  предложен1я  видно,  что  простые  нечетные  д'Ьли- 
тели  выражен1я  а;^  -|- 1  им-Ьють  форму  4п  +  1  •  Если  положимъ,  что  про- 
стыхъ  чиселъ  формы  4п-\'1  есть  число  конечное 

Р\     »    ^>я     ,    1^3     ,     •     •     ,    1>5  (54) 

то,  полагая 

видимъ,  что  а^  -\-  I  должно  длиться  на  одно   изъ  чиселъ  ряда  (54),  что 
нел'Ьпо. 

§  121.  Предложснк.  Простые  делители  выражешя  а:^-^-а^  полагая, 
что  а  не  дЬлится  на  р^  им-Ьютъ  форму  2>=8п  +  1- 

Доказательс^пво.  Если  р  есть  д-^литель  выражешя  х^-^-а^^  то  мы 
имъемъ. 

а;*  +  «*  =  ^Щ)    или    х^  =  —  а\Мр) 

Возвышая  об"]^  части  этого  сравнешя  въ  —. —  найдемъ: 

4 

а;Р-1=г(_1)  ^  а'^^Мр) 
зам]Ьчая,  что  по  предложешю  Ферма  мы  им^мъ 

х'"^  =  1  (Мр)    ,    аЯ-1  =  1  (Мр) 
найдемъ 

р—1 
что  тогда  только  возможно,  когда  число  ^--г-  есть  четное,  т.  е.  когда 

4 
4 

откуда 

р  =  8п+1 

Точно  также  легко  показать,  что  делители  выражен1я  л®  + «®  будутъ 
им-бть  форму  16п4"1  и  вообще  будемъ  им4ть  следующее  предложеше: 

Предложенге.  Д'Ьлители  выражешя 
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полагал,  что  опи  взаимио-иростые  съ  а,  будутъ  им'Ьть  форму 

2"  Ь1 .  /г  +  I  (55) 

Откуда  сл'Ьдуетъ,  какт»  выше,  что  ость  пе;п1исленпое  множество  просвыхъ 
чиселъ  формы  (55). 

Въ  письм'Ь  къ  Паскалю  Ферма  говорить  относительно  числа  22"-|-1, 
что  числа,  заключающ1ясл  въ  :)той  <|юрмул'Ь,  век  простыл. 

„С'е8(;  ипе  уег1(ё  (1е  1а(111е11е  ,]е  Уои8  геропгЬ.  Ьа  с1ёто]181гаНоп  еп 
ее!  1:гё8-ша1  ахзее,  е1  ]е  Уои8  ауоне  ^ие  ,]е  п'а!  ри  епсоге  1а  <;гаиуег  р1е1не- 
шеп1;  ^е  не  Уои8  1а  ргоро8ега18  рая  роиг  1а  сЬегсЬег  81  ^'еп  е!;а18  уони  а 
Ьои!". 

Такое  мн'1ш1е  анамепитаго  <})ранцузскаго  геометра,  который  много  за- 
нимался теор1ей  чиселъ,  но  когда  п'Ьтъ  строгаго  доказательства  изв1хт- 
наго  оредположен1л,  то  отв1>чать  за  ел  верность  нельзя. 

Вотъ  какъ  Эйлеръ  показалъ  ложность  предложен1л  Ферма. 

Простые  д'Ьлители   числа 

22^4-  1=2^2+  1 
какъ  мы  видели,  должны  пмЬть  «{юрму 

Ит-^  1 
Эти  делители  суть 

103  ,  257   ,  и\)  ,  577  ,  Г)41   ,     .     .     . 

и  легко  нов-Ьрить,  что  число 

23->_}-1  =420406721)7 

д'Ьлится  на  041.  Частное  ()70()417   не  д1;ллн1,еесл  ни  на  одно  чис.ю  формы 

16/»+!'  заключающихся  между  641  и  1/б700417,  именно  760,  1153,  1217, 
1409,  1601  есть  число  простое.  II  мы  имЬемъ 


22'+  1  =  641  .6700417 
Первушинъ  и  .Тукасъ  показали,    что 

22'' +  1      и      22'' +  1 

числа  составныя.    Первое  д1п1ится  на  114089,    а   второе  —  на  167772161, 
Оба  эти  числа  им-Ьготъ  форму  16>^-["1. 
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Выше  было  показано,  что  простыхъ  чиселъ  безчисленное  множество, 
но  н^тъ  легкаго  пр1ема  съ  помощью  котораго  можно  бы  было  показать, 
что  данное  число  простое,  когда  это  число  очень  велико.  Теорема  Виль- 
сона даетъ  способъ  удостов'Ьриться,  что  данное  число  простое,  но  она  къ 
большимъ  числамъ  практически  не  приложима.  И  въ  самомъ  а^л%  чтобы 
удостовериться  есть-ли  число  р  простое,  надобно  показать,  что 

1.2.3.4.5  ....  О— 1)+1 

д'Ьлится  на  2>1   а,  это  практически   не  выполнимо,   если  р   очень  большое 
число. 

Намъ  известны  два  очень  больш1я  простыл  числа.  Эйлеръ  показалъ, 
что 

281—1  =  2147483647 

есть  простое  число,  а  Первушинъ  показалъ,  что 

2в1—  1  =  2307843009213693951 

4  к  .  к  »  ( 

есть  простое  число.   Это  самыя  больш1я  числа  изв'1стныя  до  настоящаго 
времени. 

§  122.  Бели  будемъ  составлять  числа  изъ  суммы  квадратовъ  чиселъ, 
въ  наименьшемь  числ'Ь,  то  найдемъ: 

1  =  12   ^    2  =  12+12    ,    3=12+12+1«    ,    4  =  2»    ,    5  =  12+2», 
6=12+12+22   ,    7  =  12+12+12+22    ,    8  =  22+22,    и    т.д. 

■ 

число  квадратовъ,   составляющихъ  числа,   какъ  видимъ,   не   превосходнтъ 
четырехъ. 

Вотъ  какъ  Эйлеръ  и  Лагранжъ  доказали  вообще  это  предложеше. 

Предложенге,  Д']&литель  числа,  состоящаго  изъ  суммы  двухъ  квадра- 
товъ, есть  сумма  двухъ  квадратовъ.  Д'Ьлитель  числа,  состоящаго  изъ  суммы 
четырехъ  квадратовъ,  есть  сумма  четырехъ  квадратовъ. 

Доказательство.  Вспомнимъ  сначала,  что  произведете  суммы  четы- 
рехъ квадратовъ  на  сумму  четырехъ  квадратовъ  есть  сумма  четырехъ  ква- 
дратовъ, произведен1е  суммы  двухъ  квадратовъ  на  сумму  двухъ  квадратовъ 
есть  сумма  двухъ  квадратовъ  (§  66,  пр.  2,  3).  Посл^  этого  зам'Ьчашя  по- 
ложимъ: 

а2  +  Ь2  +  с2  +  й2=^,у 

ГД*  1>^У. 


Ф        ••>  ч* 
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Если  иозьмемъ: 


:.  (а  —  а;))2  +  (/;  —  р7>)2  +  {с  —  усЯ  +  {Л  —  Ьр)^ 

то  эта  сумма  дЬлнтсл  также  на  р.  Если  числа  а,  3,  у.  ^  опред-Ьлили  такъ, 
чтобы 

с\. '  а  —  ар     ,(г  Ь  —  р^>     ,с  ГС  —  -гр     ^^.-(1  —  Ьр 


были  меньше  гр^    то  сумма  ихъ  киадратовъ  будетъ  меньше  4.  -=2Л    а 
такъ  какъ  она  имЬетъ  <|)орму  рр\  то  р  <.р. 
Пусть  поэтому 

откуда  найдем  ь,  какъ  выше 

гд'Ь  а,  Р,  -(,  о  можно  такъ  определить,    что  р"  <,2"- 

Если  перемножимъ  сумму  четырех ь  квадратовь,  которая  равна  рр, 
на  сумму  четырехъ  квадратовъ,  которая  равна  2"р"\  то  будемъ  им-Ьть 
проиуведен1е 

рр  -р 

но  квадрат».  <?оставлякщ1е   1гроизведен1е 

(«2,  -\-ь\ +с\  +^")  { («1  -ч>Г'  +  С',  -Р^'")^  +  (^1  -^У-  +  (^-8/)'' } 

Д'Ьлитсл  на  ^У^.  .СлЬдовательно,  будемъ  имЪть 

а\  +  Ь\  +  г-2  +  А  =;^'"' 

Продолжая  подобнымь  образомъ,  найдемъ: 

т.  е.  число  р  есть  сумма  четырехъ  квадратовъ.  Если-бы  въ  этомъ  доказа- 
тельств'Ь  рассматривали  сумму  двухъ  квадратовъ 

а^  +  Ь'^^^рр 
то  пришли-бы  къ  формул'Ь 

А^-\-В'=р 
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Надобно  зам^^тить,  что  сумму  двухъ  квадратовъ  можно  разсматри- 
вать  какъ  сумму  четырехъ  квадратовъ 

«2  +  52  =  ^2  ^Ь2^02  4- 02 

§  123.  Предложенге.  Всякое  простое  число,  им']^ющее  форму  4п+1. 
есть  сумма  двухъ  квадратовъ. 

Доказательство.  Мы  выше  вид'кяи,  что  уравнен1е 

или  сравнен1е 

х^  =  —  а\Мр) 

только  тогда  возможно,  когда  простое  число  р  им^етъ  форму  4п-|-1.  Сле- 
довательно, д-Ьлитель  |>  =  4п  -|- 1 ,  сумма  двухъ  квадратовъ,  долженъ  быть 
самъ  сумма  двухъ  квадратовъ,  какъ  выше   было  показано, 

Примгьръ. 

5  =  4.1+1=12+23     ,     13  =  3.4+1  =2*+32     ,     17  =  4.4+12+4« 

и  т.  д. 

Слчьдствге  1.  Всякое  составное  число,  не  имеющее  простыхъ  множи- 
телей формы  4п  +  3,  есть  сумма  двухъ  квадратовъ.  Это  сл^дуетъ  изъ 
того,  что 

2  =  12+12     ^     а    ^  =  4п+1=а«  +  Ь2 

а  умножая  сумму  двухъ  квадратовъ  на  сумму  двухъ  квадратовъ,  им'Ьемъ 
сумму  двухъ  квадратовъ. 

§  124.  Предложенге.  Всякое  простое  число  р  формы  4п  +  3  делить 
ж2  +  у2  +  1,  а  следовательно  есть  сумма  четырехъ  квадратовъ. 

Доказательство.  Ёсли-бы  предложеше  не  им^ло  места,  то  полагая 
1?  =  4п  +  3,  необходимо  чтобы  сравнеше: 

«*  +  У^  +  1^0(Л(р) 
не  было  возможно,  а  для  этого  (§  113)  необходимо: 

(-(у^+1))"2~  =  -1(^Ир) 
для  всехъ  значен1й: 

у=0    ,1,2,...,    р—\ 
такъ  какъ  у*+1  не  есть  кратное  числа  |?  =  4п  +  3. 
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Число   —  \^  =(1   нечетное,   с[>авиен1е 

*^ 

удовлетворяется  числомъ  г/  =  О,  сл'Ьдователт.ио  необходимо  чтобы  сравне- 
Н1е: 

7/-з+гу//''-^+  ....  +^^  0(Л//>) 

удовлетворялось  числами: 

у=\     ,     2     ,     8     , р—\ 

что  невоаможно,  такъ  какъ  у  можетъ  получить  только  р  —  3  :шаче1пн 
меньтихъ  р.  Следовательно  существуютъ  значен1я  для  у  удовлетворяюи^я 
сравнен1ю: 

откуда  сл1'.дуетъ,  что,  давая  у  и  х  иавЬстпыя  иначеш'я,  .^^-|-?/^+1  бу- 
детъ  д'Ьлиться  на  р  =  Ап  +  3. 

С.пьОгпте  2,  Всякое  число  есть  сумма  четныхъ  кваяратовъ. 

Мы  вынге  показали,  что  всякое  простое  число  есть  сумма  четырех  ь 
квадратовъ,  а  прои:шеден1е  такихъ  чиселъ  есть  также  сумма  четырехъ 
квадратовъ  (§  06) 

§  125.  Докажемъ  еп1,е  одно  аамЬчательное  предложеп1е: 
Предложение.    Удовлетворить  цЬлыми  числами  уравнен1ю: 

0-^  +  2/^  =  .-^ 

невозможно. 

Доказательство.  Можно  положитг.  числа  .г,  ?/,  ,г  взаимно  простыми. 
Въ  самомъ  дЬл'Ь,  если  -  бы  они  имЬли  обп1,аго  дклителя  /.-,  то  положивъ 
г^=^и^   этотъ  дЬлитель  сократится. 

1.  Числа  X,  у,  2  не  могутъ  быть  всЬ  нечетными,  ибо  первая  часть 
уравнен1я  была  бы  четная,  а  вторая  нечетная,  что  невозможно. 

2.  Уравнен1е  ог.^  -^  %/  =  г^  невозможно  если  л,  //,  х  числа  нечетныя, 
а  г  четное.  Въ  этомъ  случаЬ  мы  бы  имЬли  невозможное  С[)авнеп1е: 

2-0(3/4) 

3.  Уравнен1е  гг^  +  2/^  =  '^^  невозможно,  если  одно  изъ  чиселъ,  нанри- 
М'Ьръ,  д:   будетъ    четное,    а   у   и    г  числа    нечетныя.    Иоложимъ   д:=2"у>, 
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р  число  нечетное,  то  уравненхе  (56)  сдЬлается: 

Если  этому  уравнен1Ю  дадимъ  форму: 

(2"- V)*  +  5*  =  ^*     - 
а  загЬмъ  посл'Ьдовательно  приведемъ  его  къ  форм'Ь: 

Г^  -^  1€^  =  и^ 

гд'Ь  щ  гс^  V  числа   нечетныя,    то   увидимъ   невозможность   удовлетворить 
данное  уравнеше  ц'Ьлыми  числами. 

Изъ  уравнен1я: 

(2"р)*  +  у2  =  0« 
мы  им^емъ: 


Множители,  ^г  +  у^,  г — уг^  коихъ  сумма  равна  2^ег,  а  разность  2у^  могутъ 
имЪть  общимъ  множителемъ  только  число  2.  Сл'Ьдовательно  можно  по- 
ложить: 

я±у^  =  2Ь^    ,    ^ег  =ц  у2  =  2*"-^*    ,    р  =  гп 

откуда: 

Изъ  формы  квадратовъ  видимъ,  что  только  верхн1Й  знакъ  можетъ  им'Ьть 
м'Ьсто  т.  е.: 

■ 

у«  =  ^  — 2*— М    или     2^-^  =  ^*  — у2 
сл'Ьдовательно.* 

I 

складывая  найдемъ: 

ЧТО  и  требовалось  доказать. 

Слгьдспше.  Такъ  какъ  уравнеше: 

а:*  +  у*  =  ^ег« 

невозможно  въ  Ц'Ьлыхъ  числахъ,  то  невозможно  и  уравнен1е: 

д;4  +  у*  =.-  е^  =  (;?2)2 
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По  мн'Ьн1Ю  Ферма  уравнен1е: 

■г 

I 

Ж'"  +  У"  = -г*" 

если  т  >  2,  невозможно.  Это  иредложен1С  известно  подъ  именемъ  поолш)- 
няю  прегЬюжетя  Ферма.  Оно  доказано  Куммеромъ  для  всЬхъ  нростыхъ 
чиселъ  т,  исключая,  когда  т  =  87,  59,  ОТ,  для  которыхъ  остается  еще 
дока:1ать  это  иредложеп1е.  Анализъ  Куммера  выходитъ  изъ  пред'Ьловъ 
настоящаго  курса,  онъ  основапъ  па  теор1и  составныхъ  чиселъ  и  эд1аль- 
ныхъ  множителей. 

Чтоже  касается  до  уравнен1я: 

ГГ^  -[-  2/2  =  2^ 

ТО  оно  всегда  возможно,  такъ  какъ  мы  всегда  имЬемъ  тождество: 

(«2  —  Ь-Я  +  (2а6)2  =  («2  +  Ь^У 

§  126.  Рттн'ьс  двучлениаго  сравнсшя,   Уб-Ьдившис!.,  что  сравцен1е 

х^=В{М2))  (1) 

возможно  (р  есть  простое  число)  и  признакъ  для  этого  есть 

или 

/  п  \ 

=  +  1 


(Л- 


Остается   найти    его  корни.     Мы   разсмотримъ  два  случая,   когда  простое 
число  2^  им-Ьетъ  форму  4п-^'д  и  когда  имЬетъ  форму  4и+1. 

'Случай  1.    ^>  =  4  +  3. 

Такъ  какъ  сравнен1е  возможно,  то  имЬемъ: 

или 

иомножая  на  В  будемъ  им-Ьтб 
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сравнивая  съ  (1)  найдемъ,  что 

Случай  2.   р  =  4п-{'1. 

Въ  этой  форн'Ь  содержатся  дв'Ь  формы: 

р  =  8к+1      и     ^р  =  8А;-^-5 

1.    /?  =  8*  +  5. 

Такъ  какъ  сравнен1е  возможно,  то 

2)2  ^1(Мр) 

или 

2)*~+2  =  1(л^р) 

откуда: 

(2)2*-ы  +  1)  (2)2*4-1  _  1)  ^  о(Жр) 

а  это  даетъ 

2)2*+1  —1  =  0  (Жр)     или     2)2*+^  +  1=0  (Мр) 

Въ  первомъ  случае,  помножая  на  2)  и  сравнивая  съ  (1),  найдемъ 

х  =  ±1)^-^КМр) 

а  во  второмъ  случае  полагаемъ  и  =  В^'^^   откуда: 

«*2  =  2)«*^2=  — 2)(Жр) 

и  данное  сравнен1е  сд^^лается: 

х^  +  и^  =  0{Мр) 

Но  число  р  им'Ьетъ  «ф^Р^^У  ^^  ~Ь  ^ «   следовательно   есть  сумма  квадратовъ 
двухъ  вэаимно-простыхъ  чиселъ  (§  123),  следовательно  можно  положить: 

^,  =  «2  +  ра 

откуда: 

(аа-}-р2)  (^2^^2)  =  (а^=з^)2  ^  (а0—^1)^  =  О  (Мр) 

где  ^  к  0  можно  определить  услов1емъ: 

«л  —  Р^  =  и 
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откуда  очевидно,  что  данное  сравнен1е  удовлетворяется  выражеи1емъ: 

2.    ^;  =  8|г+1- 

Въ  этомъ  случа/Ь  рЬшать  сравпен1е  (1)  возможно  только  ощупью,  на- 
добно вычислить  рядъ  членовъ: 

р-\'В     ,     2р  +  В     ,     ^\1>  +  В  ,  .  .  .  (2) 

пока  не  найдемъ  полный  квадратъ.  Это  всегда  случится,  такъ  какъ  сравне- 
Н1е  возможно  и  такъ  какъ  искомый  квадратъ  меньпю  \р^,  то  число  членовъ 
ряда  (2)  до  полнаго  квадрата  не  нревзойдетъ  1р. 

Изложенныя  въ  настоящей    и    предъидущей  главЬ  главныя  свойства 
чиселъ  достаточны  для  теор1И  алгебраическаго  р'Ьшен1я  уравнен1Й. 


ГЛАВА    X. 


Сииметрическ1я  функц1и. 


$5  127.  Симметрическою  функцкю  н-Ьсколькихъ  количествъ  называютъ 
такую,  которая  не  изменяется  отъ  нерестановлеп1я  этихъ  количествъ,  на- 
прим'Ьръ: 


(1) 


•^1  "Т"  »^2     I     ^6  '^''  1     Г  'г'*2     I     »'^*"з  -'"1  ^2  ~Г  •^1  -^З     I     *<  2^3 

^1  +  ^2  +  -'З 

суть  симметрическ1я  функфи  количествъ  Г),  ./о,  ^з» 
§  128.  Ко;зфи1иенты  уравнен1я: 

г/о^"-1-^'1-^"'^  + ^'2Г"--+ -]-ап-\хЛ-ап  =  ^)  (2) 

которое  мы  часто  будемъ  писать  въ  (|юрм11: 


;•      }< 


У  ^(,.г«-'  =  О  (3) 


гд'Ь  сумма  21  распрост1)аняется  на  всЬ  значен1я  г  отъ  О  до  п  включительно, 
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{^^        суть  самыя  простыл  симметрическ1я  функцщ  его  корней  д^ь  л?21  л^з»  •  •  •  I  ^ 
Въ  самомъ  д'Ьл^^,  намъ  изв'Ьстдо,  что: 

!     «2  =  (— 1)^00(^1X2 +  д-,а;з  +  д:,.Г4+ +^Гн-1д:«)  =  2л;,лг2 


•  •  •  •  • 


•  •  • 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


.     (4) 


••••••••• 


«••  =  (— 1)"  «о  (л?1а;9-^8^4 Хм) 

гд'Ь   знакъ   2   распространяется    на  различныя   соединен1я   п  корней   по 
одному,  по  два,  по  три  и  т.  д. 

129.  Часто  уравнете  (2)  пншутъ  въ  одно1)одной  форм*: 

аоЖ~  +  а,а;"-»у  +  ааа^-у+ +«пУ  =  0  (5) 

или: 


^  аг^-уг  =  О  (5') 


.  г=0 


Для  большей  симметр1и  въ  однородныхъ  уравнен1яхъ  вм^Ьсто  коэфи- 
щентовъ  ао ,  а!  ,  «2 ,  .  .  ,  а"  пншутъ  съ  бином1альнымн: 

п(п— 1)  п(п— 1)(п— 2) 


па,       -у;у-а2       -17У.З ^» 


•     •     •     • 


н  тогда  его  изображаютъ  символомъ: 

(«о  ,  «1   ,  аа  ,  .  .  а«1д;,у)"  =  0  (10) 
или 

(0,п1а;,у)"  =  0  (10) 

Если  же  коэфищенты  ао ,  а!  ,  аг  ,  .  .  ам  не  сопровождаются  коэфи- 

цхентами  бинома,  какъ  въ  уравнен1и  (5),  то  его  изображаютъ  символомъ: 

(ао  ,  «1  ,  аз  ,  .  .  ап5л;,у)'*=0  (И) 
или 

(0,пХгс,у)*«  =  0  (1Г) 
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Такъ,  папрнм'Ьръ: 

а^т-  +  2г/,  ху  +  0^1/  =  {(1о  ,  а, ,  а^^х ,  2/)^  =  О 
(1,)Х-  +    г/,  ./■//  +  (ш/  =  (по  .  Ох ,  ^/г!-^' » //)^  =  ^> 

и  т.  д.  Очевидно,  что  пеодпородпое  уравпеию  и.'^образится  или  символом!.: 

(0,пХг:,1Г  =  0  (12) 

или: 

({^^пХх,1У  =  0  (12') 

смотря  потому,  сопровождаютсл-ли  коэфии1епты  г/о ,  ^/1  ,  ((2 ,  •  •  ^'"   ко;)фи- 
Ц1ентами  бинома,  или  н'Ьтъ. 

§  130.  Возвратимся  теперь  къ  симметрическимъ  <1>ункц1ямъ  корней 
уравнеи1я  (2)  и  покажемъ,  что  всякую  ра11,1ональиую  симметрическую  функ- 
щю  можно  выразить  рацюпальпо  въ  функц1и  К()Э([)И1ивнтовъ  уравнен1я,  или, 
что  тоже,  въфунк1ии  простЬншихъ  симметрическихъ  функций  (4). 

Чтобы  показать  это  важное  предложен1е,  разсмотримъ  составъ  рац!!)- 
нальной  симметрической  фуцкц1и.  Дробная  ра1иональная  симметрическая 
функщя  есть  частное  двухъ  цЬлыхъ  рац1ональныхъ  симметрическихъ  фупк- 
ц1й,  следовательно,  надобно  умЬть  выражать  въ  коэфид1еитахь  уравнен1Я 
только  ц+элыл  рац10на,1ьныя  симметрическ1'я  функц1и.  Всякая  цЬлая  сим- 
метрическая функгия,  неоднородная,  состоитъ  изъ  суммы  пТ.сколькихъ  одно- 
родныхъ  симметрическихъ  функ1ий,  следовательно,  надобно  умЬть  выра- 
жась  въ  ко;4фиц1антахъ  уравнен1я  только  одпородныя  симметрическ1'я  функ- 
ции. Наконецъ,  однородная  симметрическая  функц1я  можетъ  содержать 
члены,  въ  которыхъ,  хотя  суммы  показателей  равны,  но  пока:$атели  не 
равны  каждый  каждому;  въ  этомъ  случаЬ  напха  симметрическая  функцхя 
будетъ  состоять  изъ  суммы  нЬсколькихъ  симметрическихъ  функщй  одной 
степени,  но  различныхъ  между  собою,  и  которыя  мы  будемъ  вычислять 
отдельно.  Изъ  всего  ска;заннаго  видимъ,  что  вопросъ  сводится  на  Ц'Ьлыл 
ращональныя  одпородныя  симмегрическ1я  функьии,  въ  которыхъ  показа- 
тели корней  одни  и  тЪ  же  во  всЬхъ  членахъ.  Такая  функд1я  будетъ  из- 
вестна, если  будемъ  знать  одинъ  ея  членъ  и  все  буквы,  входящ1я  въ  него. 

Так1я  симметрическ1я  функц1и  мы  будемъ  называть  простыми  и  раз- 
делимъ  на  порядки.    Пгрвшо   порядка   мы  будемъ   называть  те,  въ  кото- 
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рыхъ  каждый  членъ  содержитъ  одну  только  букву;  общ1Й  ихъ  типъ  есть: 

а;1"+а?2"*  +  ^з'"+     .     .     .     +Хп'^  =  ^хГ  (13) 

Функц1ями  втораю  порядка  или  двойными  мы  буденъ  называть  так1я, 
въ  которыхъ  каждый  членъ  содержитъ  дв"]^  буквы  съ  одними  и  тЬши  же 
показателями  въ  каждомъ  членЬ;  общ1Й  ихъ  типъ  есть: 

а^]Х^2  +  ^1^^в-\-^\^^4'^  •  •  •  +л?*п-1Л+  •  •  •  =2ж"1я;Р2     (14) 
ОбщШ  типъ  симметрическихъ  функц1Й  третьяю  порядка  есть: 

и  т.  д.: 

§  131.  Займемся  симметрическими  функщями  перваго  порядка  и  по- 
кажемъ,  что  он'Ь  выражаются  рац10нально  въ  коэфиц1ентахъ  уравнен1я: 

/'(х)  =  а^  +  «1  ^"^  +  «2^**~^  +  •  •  •  +  йп-~1Х  +  аи  =  О  (16) 

по  (§  88)  им^емъ: 

^(х)  =  ао(х — Х1)(х — Х2){х — х^){х — х^)  .  .  .  +(а; — Хп-1){х — Хп)  (17) 
Если  возьмемъ  производную  об^^ихъ  частей  (17),  то  найдемъ: 

/'(х)  =  а^(x  —  Х2)  (х  —  х^)...(х  —  а:„)  + 

"Ь  «о(^  —  ^1 )  (^  —  ^з)  •  •  •  (^  —  Хп)  -{-Оц^х  —  Д?1 )  (л^  —  х^) ...  (а; Хп)  "!"... 

разделяя  1^(х)  на  ^х\  получимъ: 


^> !-+-!-  +  -!-+  . . . .  +-^ 

/  (X)  X  —  Х\         X  —  ^2         X  —  Жд  X  — 


Хп 


(18) 


откуда: 

Д^)=_А^  +  .Л^^  +  _А^+  ....  +^^1-  (19) 

X Хх  X  —  Х2  X — Х^  X  —  Хп 

зам'Ьчая  что: 

/•(ж,)=0     ,    ГМ  =  0    ,    Да:з)  =  0 ,    Ахп)  =  0 

/л 

выражеше  {ж)  можно  написать  въ  форм'Ь: 


Х  —  Х1  Х  —  Х^  '  '  Х  —  Хп 
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откуда    легко  видЬть,    что  каждый  членъ  второй  части  есть  цЪлый  поли- 
номъ.  Въ  самомъ  дЬлЬ,  членъ,  наприм^ръ: 

X Ху^  X — Хг 

по  разд'Ьлен1И  даетъ: 

у^-=ао(х*'--^  +  х^^~^-Хг  +  х''-^Хг-\-х^^  ....  +Хг'^-') 

-\-а^(x'^~'--]-X'^-'x^  +  X'^-*X^'{'X'^-^X^-\'    ....    +  Хг""'-) 

4- 

I  ....а....  I  ^^ОI 

+  а,._з  {х^  +  ХХ2  +  х\) 
+  ап-2  {х  +  Хг) 

+  (1и-\ 

Давая   въ  этомъ  уравнен1и   индексу   г   всЬ  значен1я  отъ  1  до  п  включи- 
тельно и  складывая  результаты,  получимъ: 

Да:)  =  а^пх'^-^  +  («о'**^!  +  ^Щ )  ^" '^  +  (^'о'^2  +  «1  ■*?!  +  ^^щ)  ^'"'^  +  •  •  •  +   л'^ 

(23) 

гд-Ь  символъ  8{  означаетъ: 

5<  =  х\  +  х*2  +  ^  у+  .  .  .  .  +  Д>п  =  2  л:') 
Приравнивая  коэфиц10Нты  выражен1Я  {'2\)  коэфиц1ентамъ  производной: 

Лл?)  =  Шол:"-14<^г— 1)а,.т"-2+(^^— 2)«2'г'"-'^+--+(>^-  (24) 

найдсмъ  сл'Ьдующ^я  уравнен1я: 

«0.*?!  +  па\  ==  (п — 1)а1 

«0'*?2  +  ^^1'^1  +  *г«2  =  (П 2)  «2 

ао.*?з  "1~  «I  ^'•'г  +  «2-^1  +  ^^^^3  =  (^^ — •^)  <^2 


ао8{  -{-  Пх  8(-1  +  а28(-2  +     .    .    •    +  ^Ш4  =  (п — О  «' 
▲ЛГЕВРАИ7.    АНАЛИЗЪ.  25 


(2С) 
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которыя  МОЖНО  написать  въ  форм1^: 

ао8\  -{-а|  =  О 


«0^3  "Ь  «1^2  +  «2^1  +  ЗОз  =  О 


(26') 


ао5/  +  а15*-1 +  Яа5<-2  4"  •  .  .  +^«/  =  0 


или  въ  форм'Ь: 


0051+052+    05^+0^4+ +05/  = 

«151+0052+   058+054+ +05/  = 

<*251  +  «1^2  +  «0^8  +   054+ +05/  = 

0851  +  «2^2  +  «I  ^8  +  «0*4  + +05/  = 


—   «1 

—  2аа 

—  Зоз 

—  4а4 


(27) 


а/51  +  «<-152  +  С^/-258  +  «/-854  + +  «о^/  = ^/ 

Изъ  теор1И  опред'Ьлителей  нзв^^стно,  что  если  всЬ  элементы  опред'Ьлителя, 
лежащ1е  по  одну  сторону  д1агояали  равны  нулю,  то  опред'Ьлитель  обра- 
щается въ  главный  членъ  (§  62,  свойство  5,  сл'Ьдств1е  3),  т.  е.: 


«0 

0 

0 

0    . 

.     .     0 

«1 

«0 

0 

0    . 

.     .     0 

«2 

«1 

«0 

0    . 

.     .     0 

а» 

• 

«2 

•                    • 

«1 

• 

• 

.     .     0 

•              «              • 

• 

«/-1 

•                  • 

Ж-2 

• 
•         • 

•                    •                     • 

•        •       «0 

а  потому  изъ  выражешя  (27)  найдемъ: 


=  а'о 


\       «о  / 


а1  ао  О  0  0 
202  «1  Оо  О  О 
Зоз     «2     «3     «о     О 


•     • 


О 
О 

о 


^/     О/— 1     0/-2     0/-8      •       •      .       0} 


(28) 
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Откуда  и  видимъ,  что  .<?^  есть  рац10нальная  функц1я  коэфиц1ентовъ    урав- 
нешя,  которая  будетъ  цЬлая,  если  «0=1. 

Давая  числу  I  значен1я:  1,  2,  3,  ,  ...  ,  найдемъ  сл-Ьдугопия  выра- 
жен1я  для  суммы  квадратовъ,  кубовъ  и  т.  д.  корней  урнвнен1я  (16) 


51  =  — 


«1^ 
«О 


1 


а\        «о 


^2  —        2  . 


с/1 


=  -^(а^— 2ао«2) 


5з  =  —  I   2а2     «1      «о 


=  -  -„  (а^1  —  За^пх  «2  +  Зао*^«з) 


а 


^4  = 


«о 


1 

1 

Зосз 

«2 

«4 

«1 

«0 

0 

о! 

1 

^«2 

а, 

С1о 

1 

1 
1 

— — 

Заз 

«2 

(11 

«о; 

С 

4^4 

«3 

«2 

«1 : 

о 


(29) 


=    '4  ^^^^1 — 4аоа21а2+4«о^Л1«з+2ао2а^2 — 4ао^«4) 


«о 


и  т.  д. 

Что-же  касается  до  б'о,  то  оио  равно  п,  т.  е.: 

5о=  п 

§  132.  Эти  формулы  даютъ  суммы  5/  не  выше  и — 1-й  степени,  какъ 
видно  изъ  тождества  (24),  а  чтобы  получить  суммы  корней  высшихъ  сте- 
пеней, начиная  съ  «-й,  возьмемъ  уравнеи1я: 

/*(ж)  =  ао.г*' +«1*с*'~^ +  «2*2^*'"-  .  .  .  -{- аи-1Х -\- ар1  =0 
X  Дт)  =  аог"+^  +  щ  х''  +  «2^"  "^  .  .  .  +  а„-1л;-+«нЖ  =  О 
ж2Д.г)  =  ао.г-"  Ь2  +  а,.г"-^1  +  а.х^'     .     .     .     +  аи-1Х^+а»х^=  О       (30) 


д^"/(гг)  =  аоЖ"-^''*+«1'г'"-^''*  Ч'^^'""^"'"'^  •  •  •  +ап-1х'"'-^+(1иХ'"=0 


И    подставимъ   въ   каждое   изъ  нихъ   посл'Ьдовательно   всЬ  корни  д?!  ,  а:г , 
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х^,  .  .  .  у  X**  и  каждую  группу  сложимъ,  то  въ  результат^Ь  получимъ: 

^О^н  +  ^5п-1  +  02511-2  +       .       .       .      +  СЫ^ХЗх  -}-  ПОп  =  О 


ОоЗп^г  +01 5н  +  а^Зн-г  +     .     .     .     +  Ои— 152  +  ОпЗх  =  о 

ао5л+1+а15|.-|-1-|-а25п+      .       .      .       +0^-158  +  01152  =  0 


(3!) 


ао51н|-т+015м-|-т-1+025||4-1н-2+  •  . .  +01|4-1511»+1+0||5т  =  О 


Такъ  какъ  изъ  уравнешя  (29)  всЬ  суммы,  до  5и  исключительно,  из- 
в'Ьстны,  то  изъ  настолщихъ  уравнешй  можно  посл'Ьдовательно  опред^Ьлить 
суммы: 


8п 


5и4-1       ,      8п-{-2 


8п-\-т 


Чтобы  определить  суммы  отрицательныхъ  степеней  корней  уравнен1я 
До;)  =  О,  надобно  его  преобразовать  въ  другое,  коего-бы  корни  были  обрат- 
ные корнямъ  даннаго  (§  55),  а  это  д'Ьлается  подстановлешемъ  вм'Ьсто  х 

его  обратнаго  значен1я  — ,  но  такое  подстановлеше  изуЬняетъ  коэфищенты 

X 

Оо ,  01 ,  02  ,•••  Оп  на  Оп ,  Ом-1 ,  Ом-2  9  •  •  О} ,  Оо ',  сл'Ьдоватольно,  если  въ 
уравнен1яхъ  (29)  сд-Ьлаемъ  такое  зам-Ьщеше,  то  найдемъ  суммы  отрица- 
тельныхъ  степеней  корней  даннаго  уравнешя: 


51  =  — 


0||-1 
Оп 


58  =  — 


1 


а\ 


82  — 


Оя-1      От 

2ап-\-1    0||-1 


1 


=  -ТГ  (о\-1 —  20м-20м) 


О 


(32) 


Ом— 1      Ом 


О 


20п— 2      Ом-1       Ом 
ЗОм-3      Ом— 2      Ом-1 


1 


=  —г-  (а^1 —  Зом-20м— 10м  +  Зом— за5) 


0*м 


и  т.  д.  до  5м  исключительно. 

ВЫСП11Я  отрицательный  степени  дадутъ  уравнешя: 

Ом5м  +  Оп-15и4-1  +  Ом-25м-|-2  +      .       .      •      +  О]  51  +  ^Щ  =  О 

Ом5м-1  +  Ом-15м  +  Он-25и+1  +      .      •       .       +  0x52  +  0о51  =  О  (33) 


И   Т.   Д. 
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Зам-Ьтимь,  что  въ  выражен!яхъ  (29)  для  5/  сумма  индексовъ  въ  каж- 
домъ  членЬ  есть  величина  постоянная  и  равна  всегда  степени  корней  — 
эта  сумма  называется  висомъ  симметрической  функщи  .<?<.  Коэфищенты  Пг 
и  ап-г  называются  до^юлнгинельнымн. 

§  133.  Уравнен1я  (27)  предъидущаго  параграфа  можно  написать  въ 
следующей  форм'Ь: 


8г(^0'\-82Щ  +  51  «2  +  3^3   +  ОйГ4  +    .    . 
в^ао  +  с«з«'1  +  '^2('2  +  ^1  «3  +  ^«4  +    .    . 


.  +  Ош  =  о 
.  -{-  От  =  О 

.  +  Оа^  =  О 


(34) 


81ао-\'8(-1Щ  -\-8^-2^(2-\-8^-^^а;^-\-8(~4а^~\-  .  .  .  +  ^(И  =  О 


изъ  которыхъ  найдемъ: 


щ  = 


^"1 

1 

1 

0 

0    .  .  .  .  0 

6\) 

^1 

2 

0     .  .  .  .  0 

1  » л^»0 ш^  »  .  .  • 

^N'2 

^1 

3     .  .  .  .  0 

* 

.        . 

ш               т 

...  ^—1 

(35) 


Эта  формула  даетъ  ко:и))П1иепты  уравнРП1я  въ  функгии  гуммъ  одинаковыхь 
степеней  его  корней.  Давая  послЬдовательно  индексу  I  значен1я  1,  2,  3, ...  , 
найдемъ: 

^1 


^1   =  — 


а 


о 


«2  = 


N,1        1.2' 


1  .  2     .<?.> 


(3()) 


«3=  — 


а^ 


«4  = 


«о 


1.2.3.4 


51 
.<?2 

^3 

^4 


1.2.3 
1 

^2 
^3 


1       О 


^2       ^1        2        -=  -  ~  ^  (^^  -  3^,  ^2  +  ^^з) 


,93        .N'2       •'^'1 


О 
2 

^2 


О 

О 


^'о 


Ч      '   =    1    О  Т7  ^''^'"'1  "~  ^''^'^1  '"^-^  +  ^''^1  '^3  +  35^2  —  Г) 6*4) 


^^^1     . 


И   Т.   Д. 
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§  134.    Перейдемъ  теперь  къ  симнетричесвииъ  функц1яиъ    втораго, 
третьяго  и  т.  д.  порядковъ. 

Если  умножимъ  об%  части  уравнен1я: 
на  8г  ,  то  получимъ: 

или: 

81^81^  =  8г^^г^  +  2  я^^'Х^ 

откуда: 

2л^^^,'  =  5<,4  — «<1ЧЛ  (37) 

* 

Если  ^1  =  ^2 )  1^0  предъидущая  формула  из1г]^нится  въ  сл^^дующую: 

ибо  въ  сумм*  Хо1^01г^  будвтъ  ПО  два  равныхъ  члена  зс^а^  =  (х^^^х\^  и  т.  д. 
Умножая  об'Ь  части  уравнен1я  (37)  на  8^  будемъ  им^^ть: 

5<,  2  Ж(1Ж*»  =  81^81^8г^  —  81^^ф^ 

Но: 

5(з  2  а^*»л;**  =  2  а?*»+^ж^  +  2  а?*'ж5»+^  -^  2  л^,»л;5»л^» 

Сл'Ьдовательно: 

откуда,  соображаясь  съ  (37),  найдемъ: 

Если  ^1=^2=^3)  то  посл^^днюю  форму  надобно   изм'Ьнить  въ  сл^^дующую: 


'•ч     — 


2^^^  =  ГГз  («*.  -  3««.««.  +  2»«. )  (40) 

ибо  въ  суин^  2:2^>яфа;^  будетъ  по  шести  чденовъ  равныхъ.  Легко  вид^^ть 
также,  что  если  ^1  <=  /д ,  то: 

2  ж5<ж*,>я^  =  4  (4Ч  —  %,««,  —  2-"'<,+«Л  +  2«»,+<,)  (40) 
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Помножая  об'Ь  части  у1)ав11еп!я  (38)  па  -'■/д  и  соображаясь   съ   формулами 
(37)  и  (38),  нандемъ: 


-Ь  •%-^<1+',+'4  +  •'"/',-1  '2  •^',)  +  («',+<Л-| '.  +  '"'',+'.•4-;  '4  +  «'н  '4-'''2  Из)  — 

Легко  вид'Ьть  по  что  изменится  :>та  формула  если  /|  =  (о  или  ^1  =  /^  =^  ^з 

или    ^1  =  /2  =  /з  =  /4- 

Общей  формулы  для  выражепхя  функц1и: 
въ  функц1и  суммъ  .9/  ,  .<?/  ,  .9^  ,   .  .  .  1  с<?^  4- ^  1  •  •  •    ^^^  приводемъ  зд'Ьсь  по 

1*3  1    I      X 

ея  сложности,  замЬтимъ  только,  что  мы  вообще  им'Ьемъ: 

-^'1  •'•/'*;<      •    •    •    '^«       —  ^»^^^^       ...     •',„.1  ^'*^/^    «^     •     •     •        ,«_1    

\'  /уЧ]  7''2-^''"7'Ц  пг*т-  1  V  'У*\у*чпг1а-\  т  /Ат — 1  


'      '  т—2        1/1—1 


»| 


откуда  видимъ,  что  если  известна  симметрическая  функщя  п — 1-го  по- 
рядка въ  функд1И  суммъ  корней,  то  будетъ  известна  и  симметрическая 
функщя  п-го  порядка.  Такъ  какъ  симметрическ1я  фупкщи  5/  суть  цЬлыя 
и  рад10нальния  функц1и  коэфигиентовъ  уравнен1я,  когда  а^^  =  1  то  изъ 
предъидуп1;аго  видимъ,  что  и  функц1и: 


т 


суть  также  Ц'Ьлыя  и  рац1ональния  функц1и  ко:^фиц1ентовъ  уравненш  и  съ 
помощью  предъидущихъ  формулъ  ихъ  можно  вычислить,  но  ;1Т0  вычисле* 
Н1е  сложно,  и  побудило  математиковъ  искать  другихъ  прост-Ьйшихъ  пр1е- 
мовъ  для  него,  которые  мы  и    изложимъ  въ  слГ.дующихъ  параграфахъ. 

§  135.  Мы  пока:тли  выше,  что 

1х{^х^х[^ x^"^  (41) 
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есть  ц'Ьлая  рац10нальная  функц1я  коэфищентовъ  уравнен1л,  поэтому  мы 
можемъ  положить: 

2  ж^1д:^«ж«8 =2  аа^а^а^  .  .  .  (42) 

гд%  знакъ  суммы  2  распространяется  на  различныя  значен1я  показате- 
лей Ль  %2э  ^8-  •  •  Мы  покажем'ь  теперь,  что  всЬ  эти  значен1я  должны 
удовлетворять  уравнен1Ю: 

А1  +  2А2  +  ЗА3+   .    .    .   =^1  +  <2  +  <3+   .   .    .  (43) 

Зам^тимъ  для  этого,  что  каждый  изъ  коэфиц1ентовъ  уравнен1я  есть  ли- 
нейная функц1я  каждаго  изъ  корней  уравнен1я,  сл'Ьдовательно  форма  ка- 
кого нибудь  коэфиц1ента  <ц  будетъ: 

гд%  Лг  и  В{  суть  функщи  остальныхъ  корней  уравнен1я.  ЗамЪтивъ  это, 
уравнен1е  (42)  можно  написать  въ  следующей  форм'Ь: 

24^«л^'-..=  2а(Л,а;а+Д)^(^2а:2+А)'^  .  •  •  (АтХ^+Вш)^     (44) 

сравнивая  об-Ь  части  этого  тождества,  найдемъ  что  сумма  *!  +  Лг  +  Аз  + 
4-  .  •  •  +Лт  показателей  должна  быть  равна  наибольшему  изъ  показа- 
телей ^1,  ^2,  ^,  .  .  .  Но  Л14-А2  +  А8+  .  .  .  есть  степень  функщи  (41), 
разсматривая  ее  какъ  функц1ю  коэфиц1ентовъ,  сл'Ьдовательно  степень 
функщи: 

Юга^а^а^  .... 

будетъ  равна  наибольшему  изъ  показателей  ^^у  ^2  >  ^з  #  •  •  •  ^  который  озна- 
чая чрезъ  ^^  будемъ  им'Ьть: 

^1  "Ь  Ад  -|-  Аз  "Ь  •  •  •  •  <  ^  (45) 

ИзмЪнимъ  теперь  корни  Хх^  х^^  ^з»  •  •  •  въ  Хд:,,  Ьгз,  \ос^у  . . .  ,  то  коэфи- 
щенты  уравнешя,  какъ  изв']^стно  (§  49),  сд']Ьлаются  Ха^  Х^оз,  Х'оа, . ..  под- 
ставляя эти  величины  въ  уравнен1е  (42)  будемъ  имЬть: 

Х*1-И«+'|4-."  '2^(х*хо1^а^  .  .  .  ^ х*1+2^-нЛ.+- +*Лп  2а•л^«^  • . .  «!^    (46) 
Но  уравнен1е  (42)  должно  существовать,  сл-Ьдовательно  мы  должны  им*Ьть: 

*!  +  2А2  +  ЗАд  + +  пАп  =  ^1+  ^2  +  ^8  +  •  •  •  •  (47) 
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Виражен1е  Л]-}-2//2  +  «^Лз-Ь  •  •  •  + ''/'»  пааыиаотсл  вшомъ  фупкц1*и: 

а  фупкгцл  пазывается  }1.юо((ричгскою. 

Если    въ  уравпеп!!!  (42)    В();;(таповимъ  ко:м1ипио11тъ   г/о,    который  мы 
до  сихъ  поръ  полагали  равиымъ  однпт^Ь,  ^/о^=1,  то  будомъ  нм'Ьть: 

1^:^,^.г^/х[^ г=  --^- 1  Г\/Л^(''гЛгф  .  .  .  (48) 

при  услов1яхъ  (47)  и 

Ло  +  Л!  +//2-1-^3+ +Ьп  =  (  (40) 

Шъ  уравпен!л  (48)  мы  видимъ,  что  снмметричоская  фупкц1я  «-го  норлд- 
ка  есть  ц'1'.лал  (^  по  обращал  впиман1л  па  мполштоль  -  ,  )  рагмональпая, 
однородши!,  <(»ункп,1л  /-и  стопопп  въ  ко:»(|)иц,1счггахъ  уравпен1Л. 

П  такъ  съ  помо1Ц1'1о  уравиеп1й  (47)   и  4!))  мы  можемъ  пайти  форму 
функщи: 

1сМ:'((^а]'0^!' 

надобно  только  1)а(П1ро(.'трап1ггь  ;шакъ  суммы  ^1  па  всГ)  ;п1ачоп1"л  Ло,  Ль 
Ло,  Л:ь  .  . .  ,  удовлотворлют,1я  у1)авпен1лмъ  (47)  и  (4!)). 

Прилпьръ  1.  Пусть  даппал  симметрическая  <(»упк1ил  будетъ: 

2  .Г-1  Го 

В'^съ  этой  фупкгии  ОСТ!»  :»,  а  паибольпий  показатель  2,  следовательно 
/'о?  Л],  Ло,  Лз,  .  .  .  ,  должны  удовлетворять  уравнен1ямъ: 

Л,  Ч-2^,  +  :^//з  =  3 
Ло  +  //I  +  Л.  +  Лз  =-  2 
Пзъ  коихъ  найдс'мъ: 

Л,^  =  0     ,     //1=1      ,     ]12=1      ,     Лз  =  <^ 
//,=-1      ,     А,  =0     ,     Л,>  =  0     ,     Лз=1 

сл'Ьдовательно  пап1а  функ1цл  будеть: 
А  я  В  суть  неизвестные  ко:к1)И1иенты. 


ЛЛГББГАНЧ.    АИАЛи;}Ъ. 


ы 
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Прхшгьрь  2.  Пусть  еще  будетъ  дана  функц1л: 

В'Ьсъ  этой  фупкщи  есть  4,  а  наибольш1й  показатель  2,  сл'Ьдовательно 
Ао1  *!»  ^2»  •  •  •  1  должны  удовлетворять  слЪдующимъ  уравнен1ямъ: 

Л,  +  2*2  +  ЗАз  +  4*4  =  4 
Ло  +  Л1  +  'Ч!  +  '*з  +  Л4  =  2 
изъ  которыхъ  найдемъ: 

Ао  =  О  ,  *!  =  1  ,  ^2  =  О  ,  Ьг  =  \  ,  ^4  =  О 
Ьо  =  0  ,  А,  =  0  ,  7*2  =  2  ,  7*3  =  0  ,  Л4  =  0 
Ь^=\     ,     *!  =  О     ,     7*2  =  О     ,     Лз  =  О     »     А4  =  1 

следовательно: 

а1 2  а:^1ГГ2ЛГз  =  Ааха^  -[-  Ва\  +  С!^о^4 

-4,  В  и  С  суть  неизв'Ьстные  коэфиц1енты. 
Примгьръ  3.  Точно  также  найдемъ: 

Вообще,  чтобы  найти  форму  изв-Ьстной  симметрической  функц1и,  в'Ьсъ  коей 
есть  п,  а  наибольш1й  показатель  т,  надобно  рЬшить  въ  ц'Ьлыхъ  и  поло- 
жительныхъ  числахъ  два  уравнешя: 

7*1  +  2*2  +  37*3  + +  ^Л»»  =  ^ 

7*0  +  7*1  +  ^2  +  *з  +     •     •     •     •     +   Ли  =  т 

число  такихъ  р'Ьшен1Й  и  даетъ  число  членовъ  въ  предложенной  симметри- 
ческой функцш. 

§  136.    Остается   опред-Ьдить   коэфищенты  Л,  Д  С,  .  .  .   Покажемъ 
это  на  частныхъ  прим1^рахъ.  Возьмемъ  пр.  1  тамъ  мы  нашли: 

а1 21  х\  Х2  =  Аах  аг  +  Ва^а^  (50) 

Чтобы  опред'Ьлить  А  V^  В  возьмемъ  два  совершенно  произвольныя  урав- 
нен1я,  коихъ  корни  были-бы  изв'1;стны,  а  следовательно  и  числовая  вели- 
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чипа  симметрической  функции  ихъ  корпей,    возьмемъ,   напризгЬръ,    весьма 
простыл  уравиен1я: 

а;2  —  2х  -1-1=0 

(х-_  1)3  =  х^  —  Зт'  +  Зл-—  1  =  О 
Въ  первомъ  ураииеи1и: 

^/о  =1    ,    (([  =  —  2    ,    ((2  =  1    ,    ((-^  =  0    ,    ./'1  =  I    ,    Хо  =  1,2  х\  х.у  =  2 
слЬдовательпо: 

А(^\^^2  4"  ^>(Ь)((•;^  =  —  2  Л  =  2     ,      Л=  —  1 
Во  второмъ  у})авпеп1*и: 

откуда: 

Аи^  а.  +  ЬV^/^^  =  —  О  Л  —  В=  (>     ,      Л  =  3 

следовательно: 

а';,  2  Х'1  .г,  =  ЗгГо^/з  —  ^'1  ^^2  (^  ^ ) 

Возьмемъ  пр.  2,  тамъ  мы  нашли: 

Для  опред'1',лон1'я  .1,  2?  и  С  по:^1>мемъ  три  ураинсчпя: 

т^  —  Зх^  +  Лг—1  =0 

((„  =1      ,     (/1  =  —  3     ,     (^^  =  3     ,     (/з  =  —  1 

г,  =г=  1      ,     г.  =  1      ,     г..  =  I 

/^  +  :г^— .Г— 1=0 

('о  -=^1      ,     <г,  =  1      ,     (^2  =  —  1      ^     '^^  —  —  ^ 
■^1  =1      1     г.   -^  —  1      ,     ./'з  =  —  1 

у     .2      .  I 

.с^  —  \х'^  -\- {\.г^  —  Ах -\-  1  =  0 

а^^=  \      ,     ''1  =  —  -^      ^     <'1  =  <>     ^     ^^3  =  —  -^      1     ^'4  =  1 
.,;,  =  1      ,     .г.,  =  1      ,     г.л=^\      ,     г,  =  1 
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Подставляя  эти  величины  въ  уравнен1е  (52),  наЁдемъ: 

А-{'ЗВ  =  —1     ,    —Л-{-В  =  —1     ,     16Л  —  36В-{-С=12 

откуда: 

А  =  1    ,     В=0    ,     С  =  — 4 

Сл-Ьдовательно: 

а1 2  л:^|  Х2Х^  =  ах  а^  —  4аоа^  (54) 

Возьнемъ  еще  прии'^^рь  3. 

а1 21  х^1  х\  =  -4ло^а5  +  Ва^а\  а^  +  СооОдаз  +  Вах  а\  +  ^Е!а^1  аз      (54) 

Для  опред']^лен1я  коэфищентовъ  А^  Д  С,  I),  Е  возьмемъ  пять  уравнешй: 

х^  —  2х+\=0 
ао  =  1     ,    а!  =  —  2     ,    а^=^  \     ,     а4  =  О     ,     05^==^ 

г?!  =  1      ,     д^  ==^  1 

2  д:»1д:22  =  2 

ж»— з.г2+3а;  — 1=0 
ао  =  1     ,     ах=  —  3     ,     о^  =  3     ,     ад  =  —  1     ,     а4  =  О     ,     аз  ==?=  О 

Х\  =  1      ,     д?2  =  1      ,     ^Гз  =  1 

а;*  —  4^3  ^  бд;2—  4^  +  1  =  О 

ао  =  1     ,     а1  =  —  4     ,     аг  =  6     ,     аз  =  —  4     ,     а4  =  1     ,     аз  =  О 

^1  =  1     »     а?2  =  1     »     Д^з  =  1     .    0^4  =^  1 

2а:3,д;22=  12 

ж^  —  50^4  -+-  ЮдгЗ  _  10д;2  +  5л  —  1  =  О 

ао  =  1     ,     а]  =  —  5     ,     02  =  10     ,     а8=  — 10     ,     а4  =  5     ,     а5  =  —  1 

Хх  =  \    ,     Х2=\     у     х^=1     ,     а;4  =  1     ,     ^"5  =  1 

1х\х\  =  20 

х^  —  х^  —  х  +  1=0 
ао  =  1     ,     а|  =  —  1     ,     аг  =  —  1     ,     аз  =  1     ,     а^  =  0     ,     аз  =  О 

л:1  =  1     ,     ^2  =  1     ,     Тз  =  —  1 
Ъх\х2  =  2 


2;  а^з  д,2  ==  (5 
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Подставляя   эти    величины   въ   (54)   уравиенхе,    найдемъ   слЪдующ1я 
уравиен1я: 

22)  =  — 2     ,     —С—В-\-Е=2     ,     —  ЗС— 271)  — 9г;=6 

—  4Б— 24(7— 1441)-()4^;=  12     ,     —Л— 2.3В— 100(7— 5001)— 250^=  20 

изъ  которыхъ 

В  =  —1     ,     ^=  +  2     ,     6'=+1     ,     В  =  —  Ъ     ,     ^  =  +  5 

Сл1>довательно: 

§  137.  Коэ<|>иЦ1енты  А^  Д  С,  I),  .  .  .  можно  вычислить    вообще  съ 
иомощью  сл-Ьдующаго  11редложси1я: 

П1)е().южен1с:  Всякая  симметрическая  <1»ункц1я  вида: 

2  хЬхЬосЬ 


'3 
1  "    3  '    3 


которую  будемъ  означать  всегда  черезъ  ср  удовлетво1)яетъ  сл'1'>дуюп1.ему  урав- 
нен1ю  въ  частпыхъ  ди(|н]>ерен1иалахъ: 

Локаштсльгтпо,  Га:н*матривая  '^  какъ(|>упкц1ю  К();и})И1иептовъ  а^^  а^^ 
«з,...^^»,  а  :)ти  коэ«()нц1еиты  какь  фупкц|*и  суммъ  .^1,  ^\),  .^з ,  .  .  .  (§133), 
будемъ  имЪть: 

д^  г)'-р  да^    ,    г)ср  да^    ,    г)(р  (Ьо^  д^  да,, 

д8г~ дщ  д^^~^да^д^,.~^ да^дзг'^  '  '  '  '  '^Опид^г  ^^^'^ 

Покажемъ  теперь,  что  мы  вообще  имЬемъ: 

V  -  =  о  если  I  >  г 

д<п  I 

,     = а       если  1=г  (57) 

(')(П  1 

,  = (ц  г  если  /  <  г 

ов,  г 
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Для  ЭТОГО  преобразуемъ  уравнен1е: 
аоа^-{-а1  л?"-*+а2Ж**"2  +  . . .  +  а«-1д:+ап  =  ао{х — л;,  )(ж— Лк,) {х — х„) 

подстановлешемъ  х  =  — ,  оно  сд-блается: 

или: 
1  +  ^и+^г1^  +  ^и^  +  ...  +  -и-={1-х,и){1—Х2и) (1—Хпи) 

С1о  С^о  (^^  До 

Возьнемъ  неперовск1Й  логариемъ  об1млхъ  частей,  то  найдеиъ: 

\        «о         «о  «о  «о      / 


=  1о8  (1— д;,  и)  +  1о8  (1  —  Хди)  +  •  •  •  +  1о8  (1— а:„гО 


откуда: 


\        «о        ^0  «о     /  2  3  2 

возьмемъ  производную  общихъ  частей  этого  тождества  по  5г: 

д8г\        ао      '  ао  «о     /  \        ао      '  ао  «о     /  *" 

сравнивая  коэфищенты  у  различныхъ  степеней  г«  легко  вид']^ть,  что: 

даг 


дзг 


=  О  если    г  >  г 


-г-  = г       если   г  =  г 

08{  г 


даг  «2-1  .  ^ 

.-    если  г  <  г 


(?5|  г 

Цодставляя  эти  выражен1я  въ  уравнеше  (56)  найдемъ: 

д^  1   д^  I     д^  I     д^  1  д^ 

двг  г  даг  г  даг-\-1  г  даг-]^2  г  оа^ 
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или: 

что  и  требовалось  доказать. 

Приложимъ    это    ура1шеи1о   къ  011[)Од11лон1'ю  кож})Иц1оптовъ  Л,  7)\  Г, 

по   для    простоты    1[0Л0/КИМЪ    Г/о  =  1. 

Ихтмщго  1.    Гкгзьмемъ  симметрическую  |[)упкц1Ю  (см.  §  1И5,  пр.  1): 

Мы  нашли  вы1ие: 

ср  =  и\а^1Ь2-\-  В<(:^  (59) 

если  г/^^,  =  1.  Уравнет'е  (37)  даетъ: 

Ср  =  .Чо.9,  —  .Уз  (СО) 

функцгл    (р   должиа    удовлетворять  сл1".дук)П1.им'ь  дифферепц1альнымъ  урав- 
иеи1ямъ: 


^+..'^+12^^-  =  0  (П!) 

тЛ  »}  »,0 


которыя,  зам'Г.тивъ  что  уравпеп1я  (50)  и  (ОО)  даютъ: 

(Ш1  0(1)  ('<(-Л  ^'•'>'1  ^'•'^^  ^'^'З 

сд'Ьлаются: 

7?  —  3  =  О     ,     Лп^  +  1?^у,  -г  2.4,  =  О 

и.зъ  которыхъ,  зпая,    что  .9,  =  —  ((I,  мы  найдем  ь  7?=3,  ^1  =  —  1. 

Прнлиъръ  2,  15о;и»мемъ  симметрическую  (|>у1[К1ию  (см.  §  1:>5,  пр.  2): 

2  Х\  .Го  .Гз 

Мы  нашли  выше: 
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если  ао  =  1 .  У равнеше  (40)  даетъ: 

52«^  —  253^1  —  5^2  +  2^4 

•?  = 172 

Функд1я  (р  удовлетворяетъ  сл-Ьдующимъ  дифференц1альнымъ  уравненхямъ: 

^1  +  4^=0 

газ  да^  08^ 

(/а  2  «^«3  ^^4  ^^2 

^У-Л^а  ^4-а  ^+а  ^-?-+^=0 


гд*: 


-^  =  0     ,     ^^-  =  Аа,     ,     ^  =  2^12  ,     I* 

^4  <^«8  002  ^<*1 


подставляя  эти  величины  въ  лредъидущ1я  уравнешя,  найдемъ: 

С  +  4  =  0 

Айх  +  Сах  —  З^!  =  О 

2Ва2  +  Аа\  +  Соа  +  «з,  —  2^2  =  О 

этихъ  уравнен1Й  и  достаточно.  Изъ  перваго  им']^емъ  С  =  —  4,  а  второе, 
зам'Ьтивъ  что  ^1  =  —  ах,  даетъ  Л=1.  Подставляя  эти  величины  въ 
третье,  найдемъ  В=0. 

Примп>рь  8.    Возьмемъ  симметрическую  фуикц1Ю  (см.  §  94,  прим.  3): 

2  х\  х\ 
Мы  нашли  уже  выше: 

(р  =  2  ж^1  х\  =  Аа^  4"  -В«1  ^4  +  61*203  +  Вах  а\  +  Еа\с^г 
если  ао  =  1.  Уравнен1е  (37)  даетъ: 

У  =  585а  — ^5 
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Дифференц1альныя  уравнен1л  будутъ: 

';•?  +  г,  ^у  =  о 

^;^.  +  а,  '\Г  +  4  ^1  =  о 

^'^^4  ^^^5  ^^^^'4 

г)ср  /)(р  ()'о  ^)(р 

'^^'2  '^^^1  (^4  Лб\г,  г).ч.> 


гд'Ь: 


1^^  =  Лг(4  +  Па'2  +  2Ь>/,^л, 

Подставлял  :^ти  значРН1'я  пъ  11ред7зНду1Ц1"я    У1)а1шен1я,  два  иорвыя  дадутъ: 

откуда. 

у1  =  Г)     ,     7У  =  Г) 

Третье  уравнегпе,  подставииъ  вмЬсто  Л.  В  и  ^2  ихъ  величины  (20)  даегь: 

изъ  котораго  видимт,,  что: 

Остается  только  опредклителг.  7).  Для  :^)того  мо;кн()  употребить  или  у^^ав- 
нен1е  четвертое  или  пятое,  выгоднТ.е  пятое;    выгода    ^)та    заключается    въ 

томъ,    что  -^~  =  0.  Иосл'Ь  подстановлеи1я  уравнеп1е  ;»то  сдЬлается: 

АЛГЕБРАИЧ.    АНАЛНЗЪ.  27 
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откуда: 

2)  =  — 1 

Примп>ръ  4.  Вычислить  симметрическую  функц1ю: 

Вгьшенк.  Мы  знаемъ  степень  этой  функц1и,  сл'Ьдовательно,  ея  форма 
въ  коэфиц1ентахъ  будетъ: 

1^  х\  х\х\х^^  =  А(ц  +  Вах  а^  +  Са^а^  +  ^5окза5  +  Еа^^ 

Если-бы  функщи  ^€\!с\х\х^^  мы  выразили  съ  помощью  формулъ  §134  въ 
функщи  .9],  52,  5з, . .  . ,  то  логко  вид'Ьть,  ЧТО  ВЪ  Нее  войдутъ  только  сум- 
мы четырехъ  степеней  $2,  8^,  %,  ^в*  Сл'Ьдовательно,  мы  должны  им'Ьть: 

Ъх\  х\х\х^^  =  ^     >     х~  ^л\х\х\х^4^  =  О 


прилагая  къ  этимъ  уравнешямъ  формулу  дифференцирован1я  (58),  найдемъ: 

Айъ  +  Ва^а^  +  Са^а^  +  1)(«2вз  +  <^ь)  +  ^Еаха^  =  О 

Апх  +  Вах  =•  О 

Изъ  этнхъ  уравнен1Й  мы  им']^емъ: 

А  +  В  =  0    ,     С+7)  =  0    ,     В  +  А  =  0    ,    В+2Е=0 

Но  ^?=  1,  такъ  какъ  для  уравнен1я  4-й  степени  мы  им-Ьемъ  2х\х\х\х\  = 
=  а\ ,  сл'Ьдовательно: 

Б=— 2     ,     А  =  2     ,     С=  — 2     ,    В  =  2 
откуда,  возстанавливая  ао,  будемъ  им']^ть: 

а1  2  ж^|  х%х%х^^  =  2ао«8  —  2а1 07  +  2а2ав  —  2аз«5  4"  «^4 
11рим9ьръ  5.  Вычислить  функц1ю: 

Ргыиенге.   Такъ   какъ  ея  вЬсъ  есть  6,  а  степень  3,  то  ея  форма   въ 
коэфиц1ентахъ  есть: 

2  х\х\х^  =  Аа^-\-Вах  а^ + СНяг^ + ^«^  «4 + ^5^а^з^-^С7  ^  ггг^з + 1^\ 
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эти  функц1И,  вираженныя  въ  суммахъ  ,*?1,  52,  ,931  •  •  •  будутъ  (§134): 

Дифференцируя  эти  два  уравнешя  по  л^,  пайдемъ  изъ  перваго  —  ^-,а  изъ 

О 

втораго  2,  сл'Ьдовательно: 

—  -  =  2     или     ^=  — 12 
о 

Дифференци[)уя  ио  ^.'5  тЬ  же  два  уравпен1я,  найдемъ: 

Ащ  +  Б(1\  =  Ьзх  =  —  5д1 

откуда: 

Б=7 

Дифференцируя  по  ^4^  будемъ  имЬть: 

Аа2  +  Ва\  +  Са.  +  Ва\  =  4.9.  =  4(^2^—  о^./) 
откуда: 

откуда  наконецъ: 

2)  =  — 3  С=4 

Легко  вид'Ьть,  что  Ь  =  О,  такъ  какъ  при  уиичтожеи1и  и  —  2  корней 
этотъ  коэфиц1ептъ  уничтожается.  Если  и  —  3  корней  въ  у[>авиен1и  равны 
нулю,  то: 

2  х\  ;Лгз  =  Х\  .г^.Гз  2  .>/-! Х2  =  —  «3  ( —  ^'1  ^'з  +  ^^'з^  =  ^'1  ^^2<Ч  —  За'-^з 


откуда: 

7^  =  — 3  К=\ 

Следовательно  мы  будемъ  имЬть  возстаповляя  а^у 

а1^х\х\х<^  =  —  12^/;-;(^о4-7г(оГ?,('/5+4г(^/Г2«4— ^^'V'4— Зг/о«-з+<'1^'2^'з 

§  138.    Такъ   какъ    всЬ   симметри»1еск1я    фупкц1и    корней    уравнеи1я 

выражаются  функщями  типа  ^.>'/.?''/ .  . . ,  то  составлены  таблицы  такихъ 
функц1Й.  Мы  не  станемъ  говорить  объ  устройств-Ь  и  употреблен1И  такихъ 
таблицъ,  зам'Ьтимъ  только,  что  таблицы  симметрическихъ  функц1й  корней 
уравнен1Й  до  10-й  степени  были  вычислены  въ  1819  г.  Мейеромъ  и  Гир- 
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шемъ  и  напечатаны  при  ихъ  „Алгебре".  Подобнаго  же  рода  таблицы 
были  вычислены  англ1Йскимъ  геометромъ  Келе  (Сау1еу)  въ  1857  г.  и  на- 
печатаны въ  147-мъ  том*  „РЬНозорЫса!  Тгапзасиоп".  Въ  концЪ  нашего 
сочииешя  „Теор1я  опред'Ьлителей  и  теорхя  формъ",  К1евъ,  1877  г.,  поме- 
щены таблицы  симметрическихъ  фунБЦ1й,  до  девятой  степени  включитель- 
но, въ  коэфиц1ентахъ  уравнен1я. 

Можно  еще  вычислить  симметрическ1Я  функц1и  формы  2)  ^^^  . . .  , 
следующими  частными  прхемамы: 

Примгьрь!.  Вычислить  функцш  ^х\х2Х^  корней  уравнешя /*(я;)  =  О? 

Влшенге.  Перемножимъ  уравнен1я: 

2  а?!  =  —  а\    и    ^Х\  х^х^  ^=  —  Оз 

мы  полагаемъ  оо^Ь  Произведеше  х^хх^х^  входить  только  разъ,  членъ 
Х1ОС2Х3Х4  входитъ  четыре  раза,  какъ  произведеше  Х1  яд^х^х^х^^  Гг  на  ХхХ2Х^^ 
х^  на  ххх^х^,  и  х^  на  х^х^х^^  следовательно  мы  имеемъ: 

21  Х\  Х^Х^  +  4  2  Д?!  Ж2^3^4  =  «1  «8 

откуда,  замечая  что  2:^10720^3^4=^4)  найдемъ: 

1.х\х,х,  =  а,а^-^а, 


или  возстановляя  а^  будемъ  иметь: 

а?  2  х\  х^х^  =  а1  Оз  —  ^а^а^  (а) 

Прштръ  2.  Вычислить  '^х\х\. 
р1ыиенге.  Возвышая  въ  квадратъ: 

2л;|Д:2  =  «2 
найдемъ: 

2  х\х\  +  22  х\х2Х^  +  6  2  д:1д:2Д?з^4  =  «^2 

Возвышая  въ  квадратъ  легко  видеть,  что  членъ  ХхХ^ос^х^  произошелъ  отъ 
произведен1я  Ххос^  на  х^х^^  ХхХ^  на  л;2^4>  ^1^4  на  а;2^8»  следовательно  коэ- 
фиц1ентъ  у  этого  члена  будетъ  6,  такъ  какъ  каждое  произведенхе  взято 
дважды  при  возвышен1И  въ  квадратъ,  а  потому  будемъ  иметь: 

2  х\  х^2  =  «^2  —  2а1  Оз  +  2а^  (Р) 
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или: 

а1  2  .т\  х%  =  а'^о  —  2а,  аз  +  2аоа4 

возстановллл  коэфихцентъ  а^^. 

Прпмгьръ  о.  Вычислить  2.Г^2- 
Р^ыиснге.  Перемножал: 

2  0:^1  ==  а^!  —  2а2      и      2  х^  х^  =  а^ 

найдемъ,  какъ  выше: 

(Со  {а^\  —  2а2)  =  2  х^1  х^  +  2  .г^^  х^^х^ 


откуда: 


2  .г*^!  Га  =  ((Г\  (ц  —  2а^2  —  (Ц  аз  -\-  '^^а 


или: 


а?,  2  х\х2  =  а^, ао  —  2аоа%  —  а^^(^^ а^  +  4а^а4 

Примщуь  4.  Вычислить  ^х\хЧх-^. 
Р^ьшеигс.  Иеремножимъ: 

2  XI Х2  =  а2       и       2  X,  Х^Х:^  ==  —  «3 

то  будемъ  им'Ьть: 

^  Х\  я'з  2*  Х\  д*2*^з  ^^^       (^^^^'^ 

Чтобы  вид'Ьть  как1е  члены  войдутъ  и  сколько  разъ,  ра^смотримъ  это  про- 
изведен1е  только  при  илти  корнлхъ  х^х^г^^х^^хг,.  Очевидно  членъ  х\х'^2^^ 
войдетъ  только  ра:^ъ,  такъ  какъ  онъ  происходитъ  изъ  нроизведеп1л  ХхХ2 
на  ХхХ2Х^.  Члены  типа  х\х2Х^х^  войдутъ  каждый  три  раза,  такъ  какъ 
х^х^х^х^  происходитъ  изъ  произведенш  х^х^  на.г,д;2Жз^  или  ХхХ^  на  :Г1.^2-^'з 
или  Ххх^  на  ХхХоХ^  и  иначе  произойти  не  можетъ.  Членъ  XxX2(^гX^x^  вой- 
детъ деслть  разъ,  такъ  какъ  онъ  происходить  отъ  умножен1л  каждой 
пары  на  остальныл  три,  а  всЬхъ  соединен1Й  изъ  плти  буквъ  по  дв1,  де- 
сять, следовательно  будемъ  имЬть: 

2дг1  д-з  2  Хх  Т2Х^  =  2  х\  т-2  г^  +  3  2  .г'",  .ГоТз-г^  + 1  о  2.Г,  ХоХ^^х^Хъ  =  —  агаз 
Легко  вид'Ьть,  что: 

2  Хх  2  Хх X^^X:^X^^  =  2  Г-,  .Г2.Г3.Г4  +  52  Хх  ХуХ^Т^Х^ 
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или: 

откуда,  наконецъ,  найдемъ: 

2  х\  х\  ягз  =  —  офг  +  За|  «4  —  5а5 
или 

а2  2  х\  х\  х^  =  —  о^Оз  4"  3»!  «4  —  5ао«Г5 

Пргшгьръ  5.  Вычислить  2л;^1Ж^2^8^4• 
Р^ьшбм^в.  Перемножимъ: 

ллХхХ^        И        ллХхХ^Х^Х^ 

и  разсмотримъ  это  произведен1е,  ограничиваясь  только  шестью  корнями 
ХхХ^х^х^х^х^,  Членъ  х\х\х^х^  войдетъ  только  разъ.  Члени  типа  л^^ЖйЛ^з^Л 
войдутъ  каждый  четыре  раза,  такъ  какъ  они  происходятъ  изъ  произведе- 
шй  ХхХ^  на  ХхХ^х^х^у  ХхХ^  на  ХхХ^х^х^^  х^х^  на  Х1Х2Х^х^  и  ХхХ^  на 
ХхХ^х^х^,  Члешь  х^х^х^х^х^х^  войдетъ  15  разъ,  такъ  какъ  онъ  происходитъ 
изъ  соединешй  каждой  пары  изъ  шести  корней  съ  четырьмя  остальными. 
Сл']Ьдовательно  будемъ  имЪть: 

^Х\Х^^  Х\  Х^Х^Х^  =  2  Х^1  х\х^Х1  -|-  4  ^  х\  ^2^3^4^5  "{"^Ь^Хх  Х2Х^Х^Х^Х^ 

но: 

^Х\21Хх  Х^Х^Х^Х^  =  2x^1  Х2Х^Х^Х^  -\-  62лХ\  Х2Х^Х^Х^Х^ 

откуда  наконецъ: 

2)  х^хХ^х^х^  =  а2Л4  —  ^ща^  -|~  *^^в 
или: 

а'о  2  х^х  ^^2  ^8^4  ^^  ^^4  —  4а1  а5  +  Эао^в 

Иримгьръ  6.  Вычислить  2х\х\х%. 
Ригиенге.  Возвышая  въ  квадратъ: 

2  Хх  х^х^  =  —  из 
найдемъ: 

(^^1Х2Х^)   =а*з  = 
=  ^>Х^1х\х%-\'22>х\х\Х2Х^-\'6  ^»Х^1Х2Х^Х^Х^-^2^^ХхХ2Х^Х^Х^Х^ 
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откуда: 


или: 


2!  л;^1  х'^2^\  =  ^'^3  —  2г/2^Т4  -|-  2^1  аг^  —  2а^^ 


п1 2  х\х\х\  =  а\  —  2п2ГН  +  2^'1%  —  ^о^'о 


§  13!).  Пзъ  какой  нибудь  симметрической  функц1и  корпей  ура1ше1пя, 
выраженной  иъ  ко:зфиц1Снтахъ  уравнеи1я,  можно  вы  весть  нЬсколько  дру- 
гихъ  симметрическихъ  функцгй  въ  корияхъ  и  ихъ  выражеп1я  въ  коэфи- 
щентахъ. 

Пусть,  наприм'1>ръ,  ср(г,  ,,^2 ,  .  . . . ,  Хп)  будетъ  симметрическая  функц1*я 
2)'Го  порядка,  и  ея  выражен1е  въ  ко:»фи1иентахъ  2^(г7о  ,г/,,гь , . . . ,  г/„),  то 
мы  им'Ьемъ: 

«Г^'С^!  ,-^2  >  •  •  •  1  ^п)  =  Г{ао  ,  ^1  , .  .  .  ,  Пп)  (Г>1) 

Положимъ,  что  ^1,^*2,..  Хн  суть  корни  уравнеи1я: 

^(x)=аоX'^-}-7^щx''-^-\~—----x'^'--а2-^,   .    .   .    -\-  П^п- -\Х']-аи  =  О    (02) 

съ  бином1альпыми  коэфигцептами. 

Если  это  уравнет'е  нреобраауемъ  въ  дру1'ое,  котораго-бы  корпи  были 
меньше  корней  даннаго  количества  //,  то  зависимость  (Г»1)  сделается: 

<ср(д:1  —  и  ,  .Г2  — Л  ,  .  .  ,  Хч  —  ]1)=Г(щи^  ,  ?^,)  (СЗ) 

гд*  (§  56): 

?^0=^0       ,       ?<1=Г/оЛ  +  Г(1        ,       ?Г2  =  Г/оЛ^  +  2г(,//+^'2       ^       •       •       • 

Если  въ  уравнении  (03)  сравнимъ  коэфиц1енты  у  степеней  Л,  то  най- 
демъ  несколько  симметрическихъ  функц1й,  выражеиных7>  въ  ко;^фиц1ентахъ. 

Зам-Ьтимъ,  что  если  ср(.г1,Г2 , . . .  ,.Ги)  есть  симметрическаи  функп.1я  раз- 
ностей корней  уравпеп1я,  то  настоящее  преобразовапге  не  новедетъ  къно- 
вымъ  симметрическимъ  функциям ь,  такъ  какъ  въ  этомъ  случаЬ  функ1ия 
у(^1  »^2»  •  •  •  1  ^«)  не  изм'Ьняется,  когда  Хх  ^хо.х^^,. . . ,  Хп  замещаются  выраже- 
Л1ЯМИ  Хх — к ,  0*2 — ^'  1  •  •  •  ?  -^и — Л  . 

§  140.  Часто  встрЬчается  необходимость  нмГ/гь  производную  ко:^фи- 
щента  Пг  по  какому  нибудь  изъ  корней  уравнет'я: 

ааХп-\-П1Х**~^-{-а2х"~^  .  .  .  +^'"^""'4"  •  •  •  -\-Пп-1Х-\-ап=  О  (04) 
наприм'Ьръ  по  х^. 
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Бели  Х1,Х2у.>  .^Х{.  ..^а^п  суть  корни  предъидущаго  уравнен1я,  то  мы 
ин^емъ  (§  42): 

аод;"+а1Д5"~^+«2Л^""^+  •  •  •  +агД^~''+  ....  -\-ап--1Х-\-а^  = 

откуда  дифференцируя  06*6  пасти  по  ^,  найдемъ: 

дх{  дх%  '  '       дх4  I    •  •    I      ^^^  дхг 

сравнивая  коэфищенты  у  одинаковыхъ  степеней  х,  найдемъ: 

дат 


да{ 


=  —  {п^^.г-1 


(ого^/-*  +  а,  аг/-^  4"  •  •  •  +  «г-2Л?,  +  «г-О  (65) 


Давая  индексу  г  всЪ  значен1я  1,  2,  3,...  и    и  складывая  полученные  ре- 
зультаты будемъ  им'Ьть: 

Если  обратимъ  вниман1е  на  формулы  (26),  то  легко  видеть  что 

м 

^^  =  -(«-г+1)аг-,  (66) 

1  * 

гд%  сумма   I  распространяется   на  всЬ  значен1я   индекса  г  отъ  1   до  п 
включительно. 

Бсли-бы  уравнеше  (64)  было  дано  съ  бином1альными  коэфиц1ентами, 
то  въ  предъидущей  формул^^  надобно  зам'Ьстить  йг  вообще  выражен1емъ: 

м  (п  —  1 )  (п  —  2 ) (п  —  г  + 1 ) 


1»^«1)а   •    •    •   •   •    # 


ЧТО  даетъ: 


V  дОг 


(67) 
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или 


II 


V 


«1 


Если  символъ  — Л,1"  означимъ  чрсзъ  8,  то  будемъ  им11ть: 

1 

Ьаг  =  гаг~1  (С8) 

откуда  видимъ,  что  д'Ьйствхе  символомъ: 

п 

надъ  деоэфиц1ентомъ    «,  относительно  индекса  сходно   съ  Д'1>йств1емъ  сим- 

д 
вола  ^—  надъ  степенью  .г". 
ох 

§  141.  Если  возьмемъ  сумму: 
и  ея  производную  по  .г,,  то  будемъ  имЬть: 

^'^'  =  гхг-'  (69) 

пх, 

полагая  послЬдовательно    /=1,  2,  3, . . .  п    и  складывая  результаты,  най- 
демъ: 

или: 

5<?г  =  Г5г-1  (70) 

т.  е.  символъ  8  имЬетъ  такое  же  Д'1,йств1е  надъ  .9г  какъ  и  надъ  аг,  исклю- 
чая знака. 

§  142.    Пусть   будет  ь   дана  симметрическая  функхця  корней  уравне- 
Н1Я  (64),  выраженная  какъ  въ  корняхъ,  такъ  и  въ  коэ<1)иц1ентахъ: 

«о?(^ь^2  1  .  .  •  .Хп)=^01(),г(^.а2,  .  .  .  ,а„)  (71) 

АЛГВВРАИЧ.   АНАЛИЗЪ.  28 
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Возьмемъ  производную  обЬяхъ  частей  этого  уравнен1Я  по  Х{^  то  будемъ 
им-Ьты 

е,Р^1  =  ^^+— ^^+  .  .     4-——+...+  —  —      (72) 
"  ЙЛ      дах  дхг      да%  дх{  диг  дх%  доп  дх% 

положимъ   въ  этомъ   уравнеши  последовательно  {=1,  2,  3,...,  щ  и  ре- 
зультаты сложииъ,  будемъ  нм^ть: 

рУ^  =  — У^4-  — У^^?4-      4-  — V  — 4-     4-— V  — 
^шдхг      даг  ^^дх{      да2  шдх{  дагШдХг       '  '"*  да«  л^дт.- 


''      1 


откуда,  соображаясь  съ  формулами  (66)  и  (67),  найдемъ: 


~'^и= 


Если  коэфиц1енты  въ  уравнен1яхъ  имЪютъ  бином1альную  форму,  то  предъ- 
идущее  уравнен1е  будетъ: 


-»'?-&= 


дТ  дР  дР  дР  дР 

=  ^0\ Н  2«1  Т~  +  ЗОа  1 [-..•  +  ^Ог-!  ^ [-•••+  ПОп^!  -^ —         (74) 

дах  0(12  00^  дот  дОп 


или 

п 


сл'Ьдовательно: 


VI 


Но  мы  положили  выше  (§  140),  что: 


п 

л    д 


Х^=' 


дХ{ 
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сл^Ьдовательно  символъ: 

Ь  =  По- 1-  2а, Ь  Зйз  -, }-...+  ш„-2 1 —  (75) 

00]  Ш2  (7Пз  оап 

Если  символъ  второй  части  означимъ  чре;1ъ  В,   будемъ  имЪть: 

а^Ъ'^{х1 ,  ГГ2, . . . ,  Гп)  =  ВГ(ао  ,  а, ,  а  о, . . . ,  Яп) 

Если  коэфиц1енты  уравиен1л  (64)  не  им'Ьютъ  бином1альной  формы,  то 
символъ  В  будетъ  имЬть  форму: 

В  =  ппо  ■     -  +  (п — 1)а1  -т Н  {п — 2)а^ 1- +  ^ь»-!  -^ —     (7С) 

Ш1\  (/«2  <^(^3  ООи 

Изъ  уравнеп1я: 

а1Ь^^=ВР  (11) 

видимъ,  что  если  симметрическая  функц1я  получена  изъ  ^{.ц ,  Гг , . . . ,  Хп) 
д'Ьйств1емъ  символа  5,  то  ея  выражен1е  въ  коэфи1иентахъ  получится  изъ 
-^(^0  » «11  •  •  • »  «")  Д'Ьйств1емъ  символа  В. 

Такъ  какъ  Вер  и  ВГ  могутъ  быть  взяты  вмЬсто  функц1Й  ср  и  Р^  въ 
уравнен1И  (77),  то: 


Если  ^(г, ,^'21- •  •  »"^")  ^^ть  симметрическая  фуикц1я  ра;шостей  корней 
уравнен1я  (04),  то  мы  будемъ  им^ть: 

«оТС-^! — Л  ,  ^2 — и  , .  .  .  ,  Хп — /о  =  1\а(^,  а,  ,  ^2  ,  .  . . ,  а»)  =  а^5р(.г1 ,  ^2  , . . . ,  г,,) 
такъ  какъ  Д  исчезаеть  изъ  функции  ср,  которой  форма  ест1»: 

2(.Г1  —  Г2У'1(а;1  —  Х^У'г    .... 

Но: 

откуда: 

?>(р  =  0     ,     82=0  , 


а,  сл'Ьдовательно,  и: 

ВГ(ао  ,  а,  ,  .  .  . ,  Он)  =  О     ,     В^Г{ао  ,  «I  , .  •  .  ,  ^п)  =  О  ,  .  . , 
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Тождество: 

I) Д ао  I  «I '  •  •  •  >  «^)  =  «о  ^  +  2а1  —  +  Зоа  ^  + . . .  +  поп-г  ^  =  О    (78) 

можетъ  часто  служить  для  опред^ен1я  коэфищентовъ  симметрической  функ- 
Ц1И  разностей  корней,  форма  коей  въ  коэфиц1ентахъ  уравнен1я  опред'Ьлена. 
Это  тождество  (78)  недостаточно  только  въ  томъ  случа']Ь,  когда  существуете 
Н'Ьсколько  сннметрическихъ  функц1й  разностей  корней  одной  степени  и 
в1ьса. 

Прим9ьръ  1.  Найти  симметрическую  функц1ю  разностей  корней,  коей 
в^ъ  и  степень  равны  тремъ. 

Рптенге.  Форма  такой  функц1и  въ  коэфищентахъ  уравнен1я  есть: 

дифференцируя  символомъ  2),  найдемъ: 
или: 

откуда  (78): 

ЗЛ1а2  +  Б^оа  +  2Ваоа^1  +  3(\а\  =  О 
или: 

{ЗА  +  В)а1а2  +  (2Б+  30)аоа«,  =  О 
откуда: 

3^  +  Б  =  0    ,    2В+ЗС=0 

полагая  ^.=  1,  найдемъ: 

Б=— 3    ,    С=2 

следовательно  (см.  §  63,  18): 

1Хао ,  О!  .  .  . .  ан)  =  а^а^  —  Зооща^  +  2а*1  =  Сг 

Пршлгьръ  2.  Найти  симметрическую  функц1ю  разностей  корней  урав- 
нен1я,  коей  степень  есть  4,  о  вЪсъ  6? 

Ргьшенхе,  Форма  такой  функц1и  въ  коэфиц1ентахъ  есть: 
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ди(|м[)еренцируя  символомъ  2),  найдемъ: 

ВР=  Аа1Ва\-{-Ва\Всц  +Вах  Ва\-\-Са\  Всн+Са^Ва^  +Еа\  Ва\  + 

ИЛИ  (78): 
ВТ=^А1(на^Лг^а^(^\^^^Ш\-^'^Са\(н-\-Ъ^^^^ 

или: 

(6^+^)аX^/з^-(6Б+3^+2Ь>о^(1а22+(ЗС+4^)«Vь+(ЗС+2^)а^^^^^ 

откуда: 

6^+1,  =  О     ,     0Б+31,+21;=0     ,     3(7+4^;  =  О     ,     ЗС+2  =  0 

полагая  Л  =  1,  найдемъ: 

в=\    ,    (7=4    ,    г:=  — 3    ,    /.  =  —  6 

следовательно: 

§  143.  Пусть  симметрическая  функция  ^Сг!,^'.,,...  ,х,^  будетъ  выра- 
жена въфункц1и  суммъ  степеней  корней  уравнен1я,  т.  е.: 

дифференцируя  об'Ь  части  по  т, ,  найдемъ: 

дхх       д8\дх1       д>^1дх1        '  •  •  •        (),<:,.  Ох I        •  •  •  •        Озпдхг 

полагал    последовательно    г  =  1 ,  2  ,  2  ,  .  .  .  .  м    и    складывая    результаты, 
найдемъ: 

у  ^ср  ^  ()  ^^  VI  ^      г)  2^  у  ( )  N ,  4-  ^  ^  V  "^  ""^^ 

^я^дx^      (1ч^  ^Л()х1      <)$2^^^Х1        дЗп^гЪх 

соображаясь  съ  формулою  (()9),  найдемъ: 


1» 
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или: 

или  наконецъ: 

—  Ь^  =  В,Р 

гд-Ь  Вв  есть  сииволъ  такой  формы  относительно  ^,  какую  им^етъ  символъ 
В  относительно  а.  Помножимъ  об^  части  предъидущаго  равенства  на  а^, 
будемъ  им'Ьть: 

но  мы  им'Ьемъ: 

а;8(р  =  ВР 

сл']^довательно: 

Вш  =  —  а^В 

Изъ  этого  сл-Ьдуетъ,  что  если  Р{а^ ,  а! , . . . ,  аи)  есть  фунвщд  разностей  кор- 
ней уравнен1я,  то  и  Е{8^ ,  «1 . . . ,  в»)  будетъ  также  функщя  разностей  кор- 
ней уравнен1я.  Въ  самомь  Д'Ьл'Ь,  въ  этомъ  случае  им'Ьеиъ: 

ВР(а^ ,  01, 02 , . . . ,  «п)  =  О 
а  сл'Ьдовательно  и 

Но 

Вз=  —  а^о1> 
сл'Ьдовательно  и 

Т.  е.  1^(5о1^ь—)^и)  есть  симметрическая  функц1я  разностей  корней  уравненхя. 
Примгьрь  1.  Легко  видеть,  что  (§  54,  26): 

есть  симметрическая  функщя  разностей  корней,  такъ  какъ: 

В71  =  0 
следовательно  и  функц1я: 

«0^4 45154  + 35*2 

есть  симметрическая  функцхя  разностей  корней. 
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Иримщгь  2,  Точно  также  найдемъ,  что: 


В 


«о       «I        «2 


ах      (12     ^/з 


(12       «3       (14 


11:0 


следовательно  и 


^0       •*»!        ^2 
^1        ^2       '"^З 


^2       ^3       *^4 


есть  симметрическая  функщя  разностей  корней. 
§  144.  Мы  выше  видЬли,   что  если: 

есть  симметрическая  функц1я  разностей  корней  уравнен1я,  то  имЬемъ: 
()а1  дао  (/«3  ^'<ь« 


или: 


()« 


I 


да» 


если  уравнен1*е  дано  съ  мином1альными  ко:)фиц1ентами. 
Ди<|)ференцируя  эти  тождества  по  а„,  пайдемъ: 


д  дР.^       ^,      ()  ()Г, 

пао  т— Н  и— 1)«1  г  -  \"  + 

дах  дап  (Щ  ('(^п 


+  ап-1  7-  ,— —  о 
(к1п  да» 


или: 


да\  дип  0а2  дан  Оа^  дпп 


,  д  дР_^ 

()(1н  Оа^ 


«п 


откуда  видимъ,  что  если  Г(ао,а1, . . . ,  а«)  есть  симметрическая  функц1я  раз- 
ности корней  уравнен1я,  то  и  ея  производвая  по  а»,  т.  е. 


-—  Р(ао  ,  (II ,  «2 , . . . ,  ап) 
Оап 


есть  также  симметрическая  функщя  разностей  корней  того  же  уравнеН1я« 
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Нрим9ьръ  1.  Легко  видЪть,  дифференцируя  сииволомъ  В  функцхю: 

что  ВР=:0^  следовательно  это  симметрическая  функщя  разностей  корней 
уравнен1я,  откуда  и 

дР 


д(н 


=  2а1а^  +  4«'|  —  6ао<^\(12 


есть  также  симметрическая  функц1я  разностей  корней  уравнен1Я. 
1[ргшп»ръ  2.  Если: 

^Р=  Хвооахо^а^  —  ^а\  —  ^а\а^  -}-  а\а\  —  27а^а^8 
то 

следовательно  и: 


т.  е.: 

дР 


=  9аоа|  02  —  2а\  —  27  а1а^ 


есть  симметрическая  функц1я  разностей  корней. 
Прымпфь  3.  Функщя: 

Р  =  0002^4  4"  2а1  а^а^  —  а^а^  —  а^|  а^  —  л*2 

есть  симметрическая  разностей  корней,  такъ  какъ: 

ВР  =  0 
откуда: 

^^  2        тт 

=  00^2  —  а*!  =  -« 


есть  также  функц1я  разностей  корней,  такъ  какъ: 

В—^ —  =  0 

§  145.   Разнщемъ  еще  несколько  симметрическихъ  функцШ  корней 
уравненхй  3-й  и  4-й  степеней,  которыя  намъ  будутъ  необходимы  ниже. 
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Прнмщ)ь  1,  Найти  для  кубическаго  уравнен1я: 

^0^:^  +  ^^п^х'^  +  га.2Х  +  ^'з  =  О  (79) 

сл'Ьдую1ц1я  симмет1)ическ1я  фупкд1*и  его  корней: 

2  Хх  (Х2 — .г•з)^  =  г,  (.Тз— Жз)^  +  Хо  {х^ — х^  У^  +  х^  {х^  —х^У^ 
2  д:2,  (Х2—Х'^)'  =  д-2,  (гго— :гз)2  +  х\  {х^—Х\  )2  +  х\  {хх—х^)- 
Легко  вид'Ьть,  что: 

г/^2т?(.^1— ^2)^=  18(«2,— г/о^ь)  =  —  18Я 
«2  2 Хх{х2 — л'з)^  =  О  (аоб/з — а1а2)  =  +  \ЪНх 
а1 2  Г?(Г2— Гз)2  =  1 8  («2,  —а,  аз)  =  -  18Я2 
Прнмгьръ  2,  Найти  выражеше  квадратпаго  уравпен1я: 

{х—ХхУ'  (д^2— ^з)^  +  {х—ХоУ-  {Х'^—Хх  )2  +  (д:— Л'з)^  (д:1— ^'2)^  =  О 

гд*  д:1,л;2,ггз  суть  корни  уравнен1'я  (79),  въ  коэфищентахъ  этого  уравнешя. 
Отв1ьтъ: 

Нх^-  +  2НхХ  +  П2  =  0 

11рим1ьръ  3,  Найти  выраженхе  функц1и: 

(2хх—Х2—х^)  (2.Г2 — Хх — Гз)  (2.Гз  -д-]— ГГз) 

въ  коэфищентахъ  уравнен1я  (79)? 
Легко  вид'Ьть,  что: 

За, 


2а;1  —  Х2  —  лгз  =  Згг,  —  Хх  —  Х2  —  Жз  =  Зхх  + 


2X2 Хх  *"""  Х^  —  0Л^2 Хх  """  *'^2         *^3  —  <^Д^2    1 ' 


«О 

ЗД! 

«О 


г»  I  Зй! 

2д:з  —  Я^1  —  ЛГз  =  Зд'з  —  Л?1  —  Х2  —  х^  =  Зх^  Н 

«о 

▲ЛГВБРАИЧ.   АНАЛИЗЪ.  29 
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откуда: 


л?1  +-^-  =  о  (2ж,  —  дга  —  а?2) 

«о  ^ 

д:2  +  — =  ■х(2д:2  —  ^х  — х^) 
«о         ^ 

Я?8  +  7^  =  о  (2^8  — Я?1  —^2) 

перемножая  и  соображаясь  съ  §  54,  найдемъ: 

а1  (2хх  —  Х2  —  ггз)  (2д;2  —  Хх  —  х^)  (2х^  —  Хх  —  х^)  = 
=  —  27  {а1(н  —  Заоа,  Оа  +  2а2, )  =  —  276? 

Примпрь  4.  Возьмемъ  уравнен1е  4-й  степени: 

а^х^  +  АахЯ^  +  боаЖ*  +  4а8а;  +  а4  =  О  (81) 

пусть  его  корни  будутъ  Хх,  а?2»  ^в»  ЛГ4. 

Найти  внражен1е  симметрической  функц1и: 

1(Х1—Х2У(Х^—Х4,У  = 
=  («1  — «2)*  (Л?8~Л?4)*  +  (Л?1  — ^)^  (Г2— а?4)^  +  (Л^1 " Л?*)*  (л^" Л^)* 

перемножая  найдемъ: 

2  (Хх  — х^У  (а?8 — ^^4)^  =  2  2  гг*!  а:^2  —  2  х\  х^х^  + 1 2  д?! а?2^зР8^4 

соображаясь  съ  (§  138,  а  и  0)  найдемъ,  вводя  въ  выраженхе  (а)  и  (0)  бино- 
М1альные  коэфиц1енты: 

а§  2  (хх—х^У  (зСь—х^У  =  24  (а^^а^—^ахО^+За^^)  =  ^^^^ 

Примпрь  5.  Возьмемъ  попарно  произведетя  четырехъ  корней  урав- 
нешя  (81): 

Х\Х2      )      ХхХ^      ,      Х\Х^      ,      Х%^      ,      ^2^4       I      ^8^4 

И  составимъ  суммы  этихъ  пронзведетй: 

ХхХ^  +  ^^4       >      ^1^8  4"  ^2^4       »       ^^8  4"  ^1^4 

составимъ  слЪдующхя  дв'Ь  симметрическ1Я  функцхи: 

{Хх  Х^+Х^Х^Х^^х  ^+Л?$Л?4)  +  (а?1  Я?2  +Л^Л?4ХЛ?2^8+Д^1  Л?4)  +  (а?!  а?8+-^'2Д^4)(л?2Л?8+Л?|  ГГ4) 
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И 

(ДГ,  Х2  +  ^30:4)  (Х^  Л-з  +  ГГ2Х4)  (ХоГз  4-  XI  Х^) 


положЕмъ: 


ЭТИ  симметрическ1я  функц1и  будутъ: 
Первая  изъ  нихъ  будетъ: 

а  вторая  -г:12?2^з»  будетъ  им'Ьть  форму: 

^1  ^^2,^3X4(3^2,  .Г^з^^з)  +  Д;2,  .Г^оГ^зД^^  (  ^У  +  ^2-  +  ^~  +  ^2 

^Х  1  X  2         *<^  3        ^4, 

откуда  легко  найти: 

(^%^2^з  =  8(2(?о«^з  —  Зло«2^'4  +  2а2,а4) 

Примгьрь  в.  Найти  следующую  симметрическую  функц1Ю  корней  урав- 
нешя  (81): 

{(.Гз— .Г1  Х-Го— .Г4)— (д'|  — ГоХ-^'з— -^4)}  {(.г'1  — л:2Х-^з— ^4)— 

(82) 

— (^2— Л:з)(.Г1  —  ./;4)}  \{С2—Х^\Хх  — Х4)— (Хз— X,  )(.Г2— Х4)} 

это  весьма  важная  функц1я  въ  теор1и  биквадратнаго  уравнешя. 

Вотъ  правило  состава  этой  функщи:  взять  три  корня  Хх ,  ^2 ,  тз  и  со- 
ставить разности  круговымъ  закономъ  ого — Тз^Гз — т,  ,  х, — ^2,  затЬмъ  изъ 
каждаго  изъ  трехъ  корней  х^^х^уХ^  вычесть  четвертый  ^4,  получимъ  раз- 
ности Хх — ^4 ,  Х2 — Х4 ,  Хз — ^4 ;  на  эти  разности  помножимъ  посл'Ьдовательно 
предъидущ1я,  это  даетъ  произведен1я: 

(^2— Хз)(х,— Т4)     ,     {хг—Гх){хг—х^)     ,     (х,— .Г2)(.Гз— д:4) 

данная  симметрическая  функц1я   есть   пронзведен1е   предъидущихъ   трехъ 
разностей. 
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Если  возьмемъ  значен1я  ^1,^2 ,  Лз  изъ  предъидущаго  примера,  то  бу- 
демъ  им'Ьть: 

— ^2+^8  ==  (^2 — ^гХ^\  — ^а)    >    — ^8+^1 = (^ — ^\  Х^ — ^^) 

Откуда  видно,  что  надобно  найти  выражен1е  для  произведен1я: 

или: 

(3^1 —  2  гг1а:2)(3;8?а  —  ^ХхХ^ХЗа^  —  2  ХхХ^) 

въ  коэфицхентахъ  уравнен1я  (81).  Подставляя  въ  это  произведете  вместо 
^ххос^  его  значен1е  и  перемножая  результаты,  соображаясь  съ  значеи1ями 
2^9^,  2^11^  ,01^е^2)?3  9  данными  въ  предъидущемъ  прим'Ьр']^,  найдемъ: 

=  —  432(ао(12^4'\~^с^1(^2^ — Ло«^8 — а^а^ — а\)  =  —  432еГ2 

Функщи,  данный  въ  прим'Ьрахъ  3,  4  и  7,  весьма  важны  въ  теор1И  вуби- 
чесваго  и  биввадратнаго  уравнен1й. 

Примпрь  7.  Найти  симметрическую  фунвщю  корней  уравяешя  (81)? 

2(д:1— д:а)*  =  (л?1— д:2)*+(я?1— л?8)^-Кл:1— а?4)*+(д;2— л^8)*+(«2— л:4)*+я?8-Д^4)' 
возвышая  каждый  изъ  членовъ,  легко  найти,  что: 

а1  2  {хх—х^)^  =  48(а«1— аоОг)  =  —  48Я 
Примгьрь  в.  Показать,  что: 

а11{х1—Х2У=  ЩЩаоа2—а\У—а1(аоа^—^а2+За\)}  =  16(48Я2— а^еТ!) 
Притп^ръ  9.  Показать,  что: 

(^1(Х2-\-Хг—Х1—Х^)(Х2'^-Х1—Х2—Х4)(Х1-{'Х2—Х2—Х4)  = 

—  32(а?а8— Заоа1а2+2а*|)  =  32(? 
Прим1ьръ  10п  Вычислить  симметрическую  функц1ю: 

а*  2  (а?а  —  х^^х^  —  Хх  У(х1—  Х2)^ 
которой  Хх^Х2^х^^х^  биквадратнаго  уравнешя  (81)? 
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Отвгьть:   Такъ   какъ   степень   функц1и  есть  4,  а  в^съ  6,  то   можно 
положить: 

а1 1  (т2-х,Пх,-х,  )2(.'г,  -х,)^  =  Ш^,  +  ^^ао^2  (83) 

X  и  (Л  суть  неопределенные  коэфицхенты,  которые  можно  опред'Ьлить,  взявъ 
два  частныя  уравнен1я,  напримЬръ: 

X*  —  ж-  =  О 

коего  корни  суть  0,0,  1, — 1,    а 

3  ^         1 


^  —  8   ,    Н — ;,         ,       0\  —  7><>        1       «^ 2  — 


подставляя  эти  величины  въ  (83),  найдемъ: 

[1  —  ЗХ  =  192.9 

Поступая  точно  также  съ  уравнеп1емъ: 

л:^  — 6д:2+5  =  0 

коего  корни  суть  =1:  ]/  5  ,   ±  1 ,  найдемъ: 

2  =  768  ,  Н=  —  1   ,  /,  =  8  ,  ^2  =  —  4 
откуда  уравнен1е  (83)  будетъ: 

р.  +  2Х  =  — 192 

откуда: 

Х  =  2.192     ,     [1  =  3.192 

и  наконецъ: 

а^  2  (.^2— .Гз)2(.гз— ГР,  )Нх1—ХоГ-  =  1 92(Зао^2— 2Я/, )  (84) 

Примуьръ  11,  Возъмемъ  уравпен1е: 

^*?(>^4  +  4е*?1  Х^  -\-  ()>\2.г2  -[-  ^,%Х  +  .94  1^  Л   {х -{^  ХгУ  =  О 

Означимъ  черезъ  Н, ,  ^^,з ,  ^1,8  фуикц1и  такъ  составленныя  изъ  5о ,  51 ,  ^2 ,  ^з ,  6^4  > 
какъ  Ц,^^,^2  составлены  шъ  а^,а^,ау^а;^,а^. 
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Отв1ьтъ: 


тт-      ч^'^       г  _  ^(48Я^-а«Л)        _ 

хь  —        о  — 2"    ,    е/а  —  I ,    (г*  =  — 


2810 


а;  "  а;  а? 


откуда,  зам-Ьчая  что  6?*  +  4Я'  =  а2(Яе71— ооеТ'а),  найдемъ: 


ГЛАВА   XI. 

Н'Ьиоторыя  приложен1я  сиииетрическихъ  функцИ. 

§  1 46. Если  цЪлая  ф7нкц1и,  составленная  иэъ  элементовъ Хх , Х2, х^,...Хп 
не  есть  симметрическая,  то  при  перемЪщен1и  элементовъ  межд^  собою, 
она  изм'Ьняетъ  и  форму  и  величину.  Перем-Ьщеше  элементовъ  между  со- 
бою, т.  е.  зам%щен1е  однихъ  другими  называется  подспшнавленгемь. 

Если  фувкц1я  симметрическая,  то  произвольное  перем'Ьщен1е  элемен- 
товъ между  собою  не  изм^Ьняетъ  формы  функц1и,  напротивъ,  въ  другой 
какой  нибудь  функц1и,  при  перем']Ьщеши  элементовъ,  ея  форма  изм']Ьняется. 
Наприм'Ьръ,  функц1и: 

х\—х\-{'х\—х\    ,    Х1х\х^-^х^Хь+х^    ,    а;'1+Д+^8 
при  перем'Ьщен1и  Хх  и  х^  изм-Ьняются  въ 

— х^+х^-^х^—х^    ,    х\х2Х^-{'Х^х^-{'Х^     ,    а;*8+л^*1 +л?з 

при  перем'Ьп^еши  элементовъ  Хх  и  х^  первыя   дв%  не  изм'Ьняются,  а  по- 
следняя изменяется  въ 

и  т.  д. 

При  всевозможныхъ  перемеп^ешяхъ  элементовъ  а;|,я^ ,  . . . ,  ^  ц^лая 
функщя  можетъ  получать  одно,  два,  три  и  т.  д.  значен1я,  так1я  функц1и 
называются  однозначными  или  симметрическими,  двузначнымщ  тризнач- 
ными  и  т.  д, 
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Найти  функции,  которыя-бы  при  перемЬщепхи  элементовъ  ее  состав- 
ляющихъ,  им'Ьли'  данное  число  значен1Й,  есть  одна  изъ  самыхъ  трудныхъ 
аадачъ  анализа  и  одна  изъ  самыхъ  важныхъ,  какъ  увидимъ  ниже,  въ  тео- 
р1и  р-Ьн1ен1я  алгебраическихъ  уравнен1Й. 

Мы  будемъ  всегда  полагать,  что  элементы  Х1,  .Г2,...г„,  составллю- 
пце  ц'Ьлую  рац10нальную  функщю,  суть  корни  уравпен1л  м-й  степени: 

§  147.  Предложете,  Если  рац10нальная  функгия: 

у  =  (р(.г,,л-2,а:з,...,х„) 

элементовъ  .Г) ,  а^з , . . . ,  л*,. ,  которые  суть  корни  уравнен1я  (1),  им'Ьетъ  {х  зна- 
чен1Й  при  всевозможныхъ  перем4щен1яхъ  между  собсю  элементовъ,  то  всЬ 
ея  [1  значен1й  суть  корни  уравнен1я  [х-й  степени,  котораго  коэфиц1епты 
суть  рацюнальныя  функщи  коэфищентовъ  уравнен1я  (1). 

Локазательство.  Положимъ  что  въ  составъ  <1)ункц1И  (р(дг1  ,йГ2 ,  . . . ,  Ти) 
входятъ,не  вс'Ь  п  элементовъ,  а  только  ш  изъ  нихъ,  то  очевидно  всЬхъ 
перем'Ьщен1Й  элементовъ  функд1и  ср(гг, ,  д*2 , . . . ,  сст)  будетъ  столько,  сколько 
есть  различныхъ  сочетанш  изъ  п  буквъ  по  ш,  а  такихъ  сочетан1Й  есть, 
какъ  изв'Ьстно: 

п{п—1)(71—2)(п—3) (?1—т  +  1) 

Если  не  ВС'Ь  значен1Я  функщи  ^(Л1,Г2 , . . .),  соотвЪтствуюпия  этимъ  перем4- 
щешямъ,  будутъ  различны,  то  функц1я  ср  будетъ  им'Ьть  значен1й  меньше 
выше-написанпаго  числа;  пусть  число  различпыхъ  значен1Й  будетъ  [х.  Сле- 
довательно мы  будемъ  им'Ьть: 

[I  значен1Й.  Составимъ  изъ  этихъ  значен1й  уравпеше: 

(у—у\)(у—У2)(у—уз) (у—у\^)  =  о 

или: 

у^  +  А,у^-' +  А2г^^-'^  + +Л-12/  +  Л  =  0 

гд4: 

—  Лх  =2/1+У2+Уз+ +У\^ 

Л2=У\У2+У\УЗ+ +У\^-1Уу^ 

—  Л^=УхУ2У^Л-У\У2У\+ +У{^-22/(*-12/м. 


{—\УАу.  =  ухУт 2/н^-2.3/1л-1.у 


I* 
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Коэфиц1енты  ^11,^2,  Лз  ,...,^|1  суть  симметричесв1я  функцш  значешй  у,, 
Уз )  Уз  •  •  •  Уя  Ф7НКЦ1И  ср,  а  следовательно  они  суть  и  симметричесв1я  функ- 
цш элементовъ  или  корней  Х1,Х2,...Хп  уравнешя  (1),  такъкакъ  при  все- 
возможныхъ  пере]гЬщешяхъ  х  функц1я  ^(ух^я^^.^.^Хт)  получаетъ  только 
[к  значен1й.  Если  Ах.Л, ...,  Л^  суть  симметрическ1я  функщи  корней  урав- 
нешя (3),  то  они  суть  рац1ональныя  функц]и  коэфиц1ентовъ  уравнепхя  (1) 
и  могутъ  быть  легко  вычислены  съ  помощью  способовъ  изложенныхъ  выше. 

Приведемъ  несколько  примЪровъ: 

Ирилиьрь  1.  Пусть  Хх^х^, х^  будутъ  корни  уравнен1я: 


а^а?  +  ^(Н^^  4"  ЗоаЛ?  +  «з  =  ^ 


(4) 


Составить  уравнен1е,  котораго-бы  корнями  были  три  значен1я  функц1н: 


^{ХхХ^Х^  ^  оо^х^  -|- 


Ргыиенге.  Означимъ  эти  три  значешя  чрезъ  ух,  уа»  Уз- 

Ух  =  Х^Х^  '\-—      ,      У2  =  ^1^3  -Г  —      I      Уз  =  ХхХ^  -|-  — 

Хх  х%  х^ 


или: 


_   ХхХ2Х^  +  ^ 

Ух 

^1 


но 


следовательно: 


У2 


ГС|а?2Д?8   I   1  ХхХ^х^-^-Х 

—  I  »       Уз 


ХхХ^^ 


х^ 


=— ^ 

«о 


^ 


_ До  —  (Н  .,  _До  —  <Н  ,,  _ао  —  Дз 

У^  —     г,  ^  »      Ув  —  """"!  ?      Уз  —  — — - — 

«0^1  До^2  ДО^З 


ИЛИ  вообще: 


откуда: 


_  Др  —  Дз 


^ До  —  Дз 

X  = 


ДоУ 


подставляя  это  значен1е  въ  уравнен1е  (4),  найдемъ: 


Д?Д8У'+ЗдоДа(До— Дз)у'+За1(ао— Д2)*у+(до— Дз)"  =  О 
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[[ри.юьръ  2.   Составить   уравнен1е,   котораго-бы    корнями    были    три 
значения  функц1и: 

ср(.г, ,  Хо  ,  д;з)  =  гг,  (Га  +  а:з) 

корней  уравнен1я  (4)? 

Р>ыи€шс,  Три  аначен1я  этой  функфи  суть: 

откуда: 

У\  -\-  ?/2  +  .Уз  =  2  (^1  ^2  +  ^1  ^3  +  ^г-^з)  = 


0^2 


Г/ 


О 


У\У2-\гУ\У^-^У2Уг  =  ( -  /'  +  ^\\  Л  ^2  +  \~^  +  Д'^2  )  ^1-^3  +  (  Т^  +  •«''^1  )  ^2-^з 

^а\   ,  _  Оа^а  _•    ^^П\  «з  __  ^^'^2  +  -^^'1  «з 

—  ^    +  ^'1^2Г3..^1  -  -  2-  -+-      ;,2   -  —  -       ,,2        - 

0.<> 

У\У2^^  =  ^\^2^'2('Р\  +''^2X^1  +^з)(^2+-^'з)= С^1  +^'2)(^1  +^з)(^2+^з) 

«О 


но: 


откуда: 


^1+^2  = '— ^3     ,     •'Г,  4-^3=- .    — -^'г     ^     ^2  +  ^3  =  --     -    —  ^1 

^0  "О  ^'о 

сл-Ьдовательно: 

У|2/2Уз  =  -'1      -3-    +^1     ,/2-  +  ^^1-^'2-,      +ХхХ.Х^ 

сл-Ьдовательно  искомое  уравнен1е  будетъ: 

,      бао   о  ,     0а22  +  '^«1^з  «з(0а,гь  — «о«з)        ^ 

^'-^^'+ ^ ^ «! =  ' 

ИЛИ  наконецъ: 

<^1у^  —  Са^а2^/^  +  «о(9«^2  +  '^а^а^) у  —  Яз  (9а1  ^2  —  ^о^/з)  =  ^ 
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или: 
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Прилиьрь  3,  Составить  уравнен1е,  коего  корни  были-бы: 

^1  "Ь  ^2       1      ^1  +  ^8       э       Л^  +  ^8 

^19  ^)  ^8  суть  корни  7равнен1я  (4)? 
Отвплпъ: 

«?Уз  +  бооа!  у"  +  (9«^  +  ЗлоОз)  у  +  9а1  аз  —  с^(Н  =  О 

Примпръ  4.   Составить    уравнен1е,    коего  корни   были-бы   квадраты 
разностей  корней  уравнен1я  3-ей  степени  (4)? 

Ргыиенге.  Бели  Хх,  х^,  х^  суть  корни  уравнешя  (4),   то  корни  иско- 
маго  уравнешя  суть  три  8начен1я  функцхи: 

^{ХхХ2Х^)  =  {Хх—Х2)^ 

Если  эти  значен1Я  означииъ  чрезъ  уху  уг*  Уь^  "^^  будемъ  им'Ьть: 

Ух={х^  —  х^)^     ,    Уа  =  (я^!  —  л?8)*    I    У8  =  (л?!  —  а?9)^ 

РЪшимъ  эту  задачу  сначала  для  кубическаго  уравнен1я,   въ  которомъ  не- 
достаетъ  втораго  члена.  Пусть  это  уравнен1е  будетъ: 

^+1>^  +  г  =  0  (5) 

пусть  его  корни  будутъ   Я],  е^^  яз,  сл^Ьдовательно  корни  искомаго  уравне- 
Н1Я  будутъ: 

означимъ  эти  значешя  чрезъ  у1,  уг,  уз,  будемъ  имЪть: 

НО  1^1+Я2  +  ^8  =  0э  следовательно: 

(я, +Яа  +  Я2)*  =  я«,+я«з  +  ^%  +  2Ма  + 2^1^3  +  2^2^3  =  0 

откуда: 

Л  +  ^*2+Л  =  — 21)    а    Я1Я2Яз  =  — д 
следовательно: 
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такъ  что  вообще  можно  иоложить: 

ИЛИ 

2^  +  (у-^2р)г  — 2(1  =  0 
вычитая  это  У1)авнен1е  изъ  уравнен1Я  (5),  иайдемъ: 

{у-\-р)г  —  37  =  0     или    ;?  =  — :  — 

Р  +  У 

подставляя  это  вы1)ажен1е  для  ^  въ  уравнение  (5),  иайдемъ  искомое  урав- 
нев1е: 

у8  +  6;)у2  -|-  9^>2у  -\-  4;>з  +  21  ц^  =  О  (б) 

Иреобразуемъ  теперь  данное  уравнен1е: 

въ  уравнен1е  безъ  втораго  члена,  то  будемъ  имЬть  (§  53): 


.2Н    .а      ^ 


2^ 


следовательно  р  и  ^  имЬютъ  сл'Ьдующ1я  значен!»: 

зя  а 

подставляя  эти  значеи1я  въ  уравнен1е  (6),  иайдемъ: 

у'Л-^-у'  +  ~1-у+^,-{о^Л-ш^)  =  ^  (7) 

1*0  "о  ^0 

Корни  ЭТОГО  уравнен1я  суть: 

(,Г2  — 5-3)2     ,     Ст,  —  д-з)2     ,     (а:1— лгз)^ 

Если    умножимъ   корни   уравнеп1я  (7)   на  а^,  т.  е.  положимъ  а1у=щ  то 
оно  сд-Ьлается: 

1*3+  \8Ни'-  +  8\1Ри  +  27(С;2  +  4ЯЗ)  =  О  (8) 

корни  ЭТОГО  уравнен1я  суть: 


• — 


236         ГЛАВА  XI. — НФКОТОРЫЯ    ПРИЛОЖЕШЯ   СИММЕТРИЧЕСКИХЪ  ФУНКЩЙ. 

Произведенхе  корней   этихъ  равно  последнему  члену  уравнешя  (8),   взя* 
тому  С'ь  протиэнымъ  знакомъ,  т.  е.: 

аЦхх  —Х2)\Х1  —Хг)\х^—х^У  =  —  27(е«+4Л«)  (9) 

Изъ  §  58  (33)  видно,  что  Сг^-}-4Н^  содержитъ  множитель  а^ ,  и  въ  самомъ 
дЪл^  мы  им']^мъ  уравнеше: 

(т*+*-ЬГ^  =  а?(а2а\ — 6аоа1а2а8+4аоа*2+*л^аз— За*1а^2)  =  а%Н^x—(ц^^^  = 

=  а1  Дз  (10) 

Выражете  Дз  называется  признанною  (с[18спттап1е),  оно  играетъ,    какъ 
увидимъ  ниже,  важную  роль  въ  теорш  кубическаго  уравнетя. 

Примтьръ  5.   Пусть  корни  уравнен1я  (4)  будутъ  Хх^х^^х^^   составить 
уравнете,  коего  корни  были-бы  значешя  функцш  ^(х1^Х2^х^)^=^х\. 

Ргыиенге.  Значешя  функцш  ^{хх^х^.х^)  суть: 

У1—х\     ,    У2  =  х\    ,    Уь  =  х\ 
откуда  мы  имЪемъ: 

У1  +  У2+У8  =  ^2       э      У1Уа+У1У8+»2У8  =  ^х\х\       ,      у,у,у8  =  х\х\х\ 

или: 

следовательно,  искомое  уравпен1е  будетъ: 

а?У  •  —  (а\  —  2аоаа)у«  +  (9а\  —  вах  (н)у  —  а\=0 
§  148.  Пусть  данное  уравнен1е  будетъ  4-й  степени: 

Оож*  +  4^1^;»  +  боаа?*  +  4а8Д?  +  а*  =  О  (11) 

а  его  корни  пусть  будутъ  Хх^х^^х^.х^. 

Примгьръ  1.  Составить  уравнете,  коего  корни  суть  значен1Я  функщи: 

^{ХхХ^Х^Х^  =  Х^Х^  +  ХхХ^ 

Зта  функц1я  при  всевозможныхъ   примЪнетяхъ  корней  ХхХ^х^х^   им^еть 
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три  значен1я: 

откуда  мы  имЪемъ: 

У1+У2  +  !/з+У4  =  — " 

"о 

,  ,  4  (а]  аз — йф^ 

У\  Ут  = Тз 

"о 

следовательно,  искомое  уравнен1е  будетъ: 

^Ь/ — 6ао«2!/^+4ао(4а1аз — аоа^)у — 8{2аЧ% — ЗаоС12^^-\-2а\а4)  =  О     (12) 

Примгьрь  2,  Составить  уравнен1е,  коего  корни  были-бы  значен1л: 

{Х1'-'Х2)(Х1—Х^)       ,       (Х2—Х1)(Х2—Х^)      ,      {х^—Хх){х^—Х2) 

корней  уравнен1я  (4)? 
Отвгьтъ: 

аЪ/  +  9а?,Я^/2  —  27(С2  -[-  4ЯЗ)  =  О 

Пргшгьръ  3.    Составить    уравнен1е,    коего   корни    были-бы    значен1Я 
функщи: 

?(^1  Д^2^з)  =  (^2 Л^з)^С-^1— ^2— ^з)^ 

корней  кубическаго  уравпешя  (4)? 

Эта  функщя  им^еть  три  значен1я: 

2/1  =(%— я'з)Ч2^1— л'2— ^з)'^ 
У  2  =  (^3— '^1  )Ч2д:2— **^1  — ^з)^ 
2/3  =  ('^1  — .Г2)2(2.гз— а?1  —Хо)- 
Зам-ЬчаиЯ,  что: 

(гз  —  .г,  )2  —  ( .Г1  —  Т2У  =  (Х2  —  Х^)(2Хх  —  Хг—  Х2) 

мы  можемъ  составить  искомое  уравнен1е,  составляя  уравнен1е,  коего  корни 
суть  квадраты  разностей  квадратовъ  разностей  корней  уравненхя  (§  107, 
прим.  3), 
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Примгьръ  I.  Составить  уравнен1е,  коего  корни  суть: 

^11^)^8  суть  корни  уравнешя  (4)? 

Отвптъ,  Если  искомое  уравнен1е  будетъ:  . 


то: 


то: 


-    9(а|Да — ЛоЛз) 

-^1 1в 


< 


ш    27(аоа% —  Зора!  а2Д8Ч"Д?Д^+ Д'|  Да) 

«о 

.    _      27а8(4аоа•а+а?л'8+*«^в8 — За^а*^ — ^офуОф^ 

-Аз -5 


Прштрь  5.  Составить  уравнен1е,  коего  корни  суты 

У1=Х\+2Х2;С^      ,      у^  =  х\-\-2Х1Х^      ,      УЬ  ="  Х%'^2Х2Х1 

Отв^ьтъ.  Если  искомое  уравнен1е  будетъ: 


.  _      За?  .  _  27аа(2д«1 

-Л1  —      -"2"     ,     -^2  —  ;д 


2. 


Оо^) 


а;  а« 


~^ а* 

Прим1ьръ  6.  Составить  уравнеше,  коего  корни  были -бы: 
х\-]гх\  —  ^\     »    х\  +  х\—х\    ,    х\-\'х\  —  х\ 

^1 9  ^2  9  ^  ^7^  корни  кубическаго  уравнешя  (4). 
Отвптъ: 

оУ  =  8о*(Зо«1— 2оо02)у*  — 6а2(9о*,— 12ооа^02+*»2Д|а8)у  + 
+2(240о^— 486ооО*10а-|-108о§о«,Оз+324оМ«*2— 72о;о,О8Оз+*а^л^)=0 
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Примщуь  7.  Составить  уравнен1е  коего  корни  суть: 

^-~         > ) ^  — 

Л'З         Х2  Хх  ГСз  Х2         Хх 

^ь  ^2 » ^3  суть  корни  кубическаго  уравнен1я  (4): 
Отвтпъ: 

аЬг^у^  —  Зао(Заха2а2—ао(1\)у^  -{-  3(9аV^з— Ь'>«о«1«2«з+«о^^з+^«оЛ^)у— 
—  (81а^1а^2 — 54а^аз+*^С«о^^1«2% — 54аоа^2 — ^'?«^  =  ^ 

§  149.  Задача.  Составить  уравненхе,  коего  корни  суть  квадраты  раз- 
ностей корней  уравнея1я: 

аоа;"+а1л:"-"^  +  Я2л;*'~^+  •  •  •  •  +ап-1а:  +  а"  =  0  (13) 

Функщл  корней,  коей  различный  значен1я  суть  корни  искомаго  уравнен1я, 
въ  настоя  П1;емъ  случае  есть: 

<((Х1уХ2,...,  Хи)  =  {Хх  —  Х2)^  (14) 

Такъ  какъ  всЬхъ  различныхъ  соединен1й  изъ  п  элементовт.  по  два  есть 
— г-^ —  =И-1  то  функщя  (14)  им'Ьетъ  [х  значешй,  которыя  будутъ  кор- 
нями уравнешя  (л-й  степени: 

у^  +  Аху^"' +  А2У^-' + +Л-11/  +  Л,  =  0  (15) 

Если  чрезъ  Ух,  у2,  у^-'-Уп  означимъ  всЬ  [х  значен1й  функфи  (14),  то 
коэфищенты  Ах,  Лд ,  Лз , . . . ,  А^,  будутъ: 

{—1)Ах=ух  +  У2Л-Уг+ +У\^  =  ^Уг 

(—1)2^2  =  1/11/2+2/13^3+ +У^^-гУ\^=^УгУ^ 

(16) 

(— 1)3^3  =У1У2УЗ+У1 2/22/4+    •    •    .    +У^~^У\^-УУ\^=^УгУзУ( 


{—\УАу.  =  ухУ2УьУ^ У\^-'^У\^-1У 


к 


Эти  коэфищенты,  симметрическ1я  фупкщи  корней  Хх,  Х2,  л-а.-.д:,,,  можно 
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бы  было   вычислить  съ  помощью  способовъ  иаложенныхъ  выше,   но  есть 
прхемъ,  который  ведетъ  легче  къ  ц'Ьли.  Онъ  состоитъ  въ  слЪдующемъ: 

Положимъ: 

ф(х)=:(х—Хх)^  +  (х—Х2)^'^+  ....  +{Х—Хп)^  (17) 

подставляя    въ   это   выражеше   последовательно   вместо  х  его  значенхл 
Хх^х^  ^. ..  уХп  и  складывая  результаты,  найдемъ: 


г=.п 


к2т 


2^Ф(Хг)  =  (Х1—Х^)^  +  (Хх—Х^)^+    ....    -{-(Хх—ХпУ 
+  {Х2—Х1У'* -{- (Х2—Х^)^  +    ....   +(Х2—Хп)^ 

+ (18) 

+  (Хп—Х1)^'^(Хп—Х2)^-\-   ....    +  (Ж«— аРи-О*" 

Означая  вторую  часть  чрезъ  28т  будемъ  и]гЬть: 

N 

28ш  =  ^Ф(хг)  (19) 

1 

Съ  другой  стороны  нзъ  (17)  ни^мъ: 

1  .А 


2м 


+ х*-  -  2тх*^'  «а  +  ^"*^^Л    '^  ж«— ^а;^  +  .  .  .  +  а*" 

+ (20) 

1  .^ 


или: 


Ф(х)  =  ♦»*"—  2«1в,а;*-»  +  ^"'/^Л    ^^ «8»*"-»  +  .  .  .  +  «2-      (21) 

полагая  въ  этохъ  выражешн  посл'Ьдовательно  х^^Хх^я^,  х^,...Хп  и  скла- 
дывая результаты,  найде1гь: 

Ф{Хг)  =  2/&,  в  П^гт  —  25, 52т-1  +    ^    ,^ 5в521Н-2  +  •    •    •  +  •»«««•     (22) 
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такъ  какъ  члены  равпоотстолиие  отъ  концевъ  равны,  то  мы  имЬсмъ: 

о  ^  I   2»К2ш— 1)  , 

1.2  " 

1     2ж(2ж-1)...(ж4-1) 
^  2  1.2.Я....т  '"•'"•  ^^'^^ 

Такъ  какъ  снмметрическ1я  функц1н  .Ч|,  я,,  л^з  •  •  •  иивЬстны  (>!  1:И,  29),  то 
давая  числу  ш  значенЫ  т=-\,  2,  8,...  мы  найдемъ  /?|.  *^^,  .%,..  Какъ 
приложо111е  возьмемъ  уравненхе  М-ей  степени: 

и  составимъ  уравнев1е,  корни  коего  суть: 

(.г,  —  ХоУ'     .     (.Г1  —  Хз)2     ,     (^^^,  —  х^У- 
пусть  это  уравнеи1е  оудеть: 

эту  задачу  мы  уже  рЬшали  выше  (>^  148,  пр.  Ч). 
Въ  §  131  мы  пагали  с.гЬдуюпия  выражен1я: 

<?о  =  п  =  3     ,     ^/о^^!  =  —  ^'|      .     ^'о-^^-з  =  ^'^1  —  2«о^?2 

«2^3  =  —  «?  +  ЗЯо«1«2  ~  '"^^'о^З 

а^в^  =  а|  —  4^го«^^^2  +  4^/^^/,^^з  —  2«о^'"2 

«0%  =  —  «?  +  '^^^о^'^!  ^'2  —  Г)(/^а-1  а^  —  ^>(Щ1\  ^«^2  +  5а;7'2^'з 

откуда  формула  (23)  даетъ: 

а181  =  а^(3.92 — ^^О  =  2а21 — Гк/о«2 

«^%  =  г4(ЗбЧ— 4.ч,^-з)  =  2а\—12(1оа\а2+18(11сг2 

=  2а\—18аоа\а2'- 1 2(11а  ^,  бг-з + Ыа1а^1  аК-^Ма^ах  ^2^3 — 06«2«-2 — ^  1  «^<^^з 

▲1ГЕВРАИЧ.    АНАЛИЗЪ.  31 
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съ  помощью  этихъ  выраженШ  мы  найдемъ: 

а1А2  =  —а1  — — г-^—  =  а*1 — бйо»*!  «2+^^«?«^8 

а1А,  =  -а*^±^^^^±^-'  =  4а^аз-а2,а22-18аоа^ 

посл'Ьднее  выражен1е  есть  то,  что  мы  назвали  признанною  и  которую  на- 
шли выше  (§  107)  для  кубическаго  уравнен]я  съ  бином1альными  коэфн- 
Ц1ентами.  Если  означимъ  эту  призначную  чрезъ  Аз,  то  будемъ  имЪть: 

Лз  =  (2а\—9аоаха2-{'27а1а^)^  +  4(Наоа2—а\У  =  О^+Ш^        (24) 
гд-Ь  Сг  1л  Н  им-Ьютъ  значен1я: 

Н и     0  = 

которыя  отличаются  отъ  степеней  (г  и  Н  (§  53,  18),  взятыхъ  съ  бино- 
м1альными  коэфиц1ентами. 

Примгьрь  9.  Дано  уравнеше  3-й  степени: 

^(х)  =  аох^  +  За,  х^  +  За^х  +  аз  =  О  (25) 

корни  коего  суть  Х1,Х2^Хя.  Составимъ  уравненхе,  коего  корни  были-бы: 

Ргьшете.  Если  эти  функцш  означимъ  чрезъ  уь  уг » Ув  1  то  будемъ  им'Ьть: 

V  9^  ^  л  27((?2+4Яз) 

2У1=~-;Г     '     2У1У2  =  0     ,     У1У2Уз  = -3 

ао  а„ 

откуда  искомое  уравнеше  будетъ: 

а?У8  +  9а?Яу2  -  27(в2+4Я«)  =  О  (2П) 

корни  этого  уравнешя  суть: 
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Лрилтръ  10,  Состаипп.  уранпош'о,  коего-бы  корпи  были: 

I)  О  о 


гд'Ь: 


О  о  I) 

Легко  «ид'кть,  что: 

откуда  искомоо  уравнеп1*о  будетъ: 

.Тегко  видЬть,  что  ;»то  уравпен1о  тождостиошю  съ  уравиепхемъ  (§  52,  20). 
Примщуъ  11.  Дано  уравнен1е: 

составить  уравпен1е,  котораго  корпи  были-бы: 

ГЬ\)    .    Г\х^    ,    ГЬ,) 

Опгвтпъ: 
аУ  +  32бгУг'//3  Л-  [)Сш:^2I[^^—  ?ш^. Ь/  ---  2Г)0(.7-',  —  27 /\,)  =  О 

§  150.  Способъ  для  составлеи!}!  уравиеп1Я,  корни  коего  суть  значешл 
рац1ональной  функц1и  корней  дапнаго  уравион1я,  прилагается  одинаково 
и  къ  дробнымъ  и  къ  ц'Ьлымъ  <{)ункц1ямъ:  но  можно  всегда  дробную  рацио- 
нальную фупкщю  корней  ./:,,Г2 ,  .Гз . . . .  преобразовать  въ  п,1)Лую  и  т'Ь»1ъ 
облегчить  составлен1е  искомаго  уравнен1я. 

Пусть  данная  рацюпальпая  (|>упкц1я  одного  иуъ  корней  уравпеп1я: 

Д.г)  =  ^/оГ"  +  ^'1.^'""'-Г^'2-^"~^+  .  •  •  •  -\-((и-\х-у-ап  =  0         (27) 
будетъ: 

;>ту  дробную  <|)ункц1ю  можно  написать  въ  следующей  (|юрМ'Ь: 
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знаменатель  этой  дроби  очевидно  есть  симметрическая  функщя  корней 
уравнен1я  (27),  сл'Ьдовательно  можетъ  быть  выражена  въ  коэфищентахъ 
Оо  ах  02 . . .  уравнешя  (27).  Сл'Ьдовательно  будемъ  им-^ть: 

У  =  *.(р(гГ1).ф(Ж2).ф(гГ8) Ф(Ж») 

гд-Ь  к  есть  числовой  коэфищентъ,  зависящ1й  только  отъ  коэфищентовъ 
уравнен1я  (27).  Что  же  касается  до  произведешя: 

Ф(а?2).ФЫ Ф(^") 

то  его  можно  разсматривать  какъ  симметрическую  функцхю  корней 
Хд  ггз . . .  Хп  уравнен1я: 

X — Хх 


+  (а«-1  +  аи-2Л?1  +  .  .  .  +а1л;7~*  +  аож7~"0  =  О 

следовательно  она  можетъ  быть  вычислена  въ  коэфицхентахъ  этого  урав- 
нен1я.  Но  коэфицхенты  этого  уравнешя  суть  функщи  отъ  корня  х^  и  отъ 
Оо,  а1,  Од,...,  коэфищентовъ  уравнетя  (27),  сл'Ьдовательно  можно  по- 
ложить: 

откуда: 

гд'Ь  Ф(х1)  есть  ц-блый  рацюнальный  полиномъ  отъ  корня  хх: 

Ф(хх)=Во  +  ВхХх  +  В2х\+  ....  +В^^ 

Если  степень  [л  этого  полинома  больше  степени  п  уравнешя  (27),  то 
всегда  эту  степень  можно  понизить  до  п — 1.  Въ  самомъ  д'Ьл1*>,  положимъ 
|х>п  и  разд'Ьлимъ  Ф(хх)  на  ^{хх)  =  0^  то  будемъ  им'Ьть: 

ФМ  =  ЯГМ  +  В  =  Фх{хх) 

такъ  какъ  /'(хх )  =  0.  Остатокъ  Фх  (хх )  будетъ  очевидно  полиномъ  степени 
не  выше  п —  1. 

Примчьръ.   Всякая   ращональная  функщя  корня  Хх  уравнешя   3-ей 
степени: 

й?'  4"  Р^^  +  2^^  -^  ^  =  О 
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можетъ  быть  представлена,  по  п{)едъидуп1,ему,  въ  форм*: 

Л  +  Вт^  +  Сг;2, 
а  этому  выражен1Ю  1Можпо  дать  еще  форму  дробную: 


Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  раад1^лиз1ъ: 


на 

Сх'-^  +ВХ1+Л 

то  найдемъ: 

А  +РА  +  агл  +  г  =  д(Сх\  +Бх,-]-'Л)  +  л 
гд*: 

^  =  7^1  -}-  5     ,      а    —  /г  =  (хг,  -[-  Р 

Зам^Ьчал  теперь,  что: 

А  +^а'^  +  (2X1  +  г  =  о 
найдемъ: 

§  151.    Всякую  дробную  рац1ональную  функ1ию  н-Ьсколькихъ  корней 
уравнен1я: 

Я.'г)  =  г(о.с"  +  а1.г"-Ч-«2.г'"-^+  ....  -\- аи-1Х  +  (ы  =  о         (28) 

можно  преобразовать  въ  цЬлую  функц1ю  тЬхъ  же  корней.  Пусть: 

^(«^1  1  '^2  »  •  •  •  1  •^♦л) 

>Р(^Д^1  ,  .^2  ,  .  »  .  ,  Х)п) 

гд*  функции  (риф  содержатъ   не  всЬ   корпи  уравненхя  (28).   Разсуждал, 
какъ  выше,  относительно  корпя  хх,  функц1и  у  можно  дать  форму: 

у  =  и4  +  Бх1  +  Сх\  +  .  .  .  . 

гд-Ь  А,  В,  С,...  суть  функц1и  не  :шключаю1Ц1я  корпя  х^,  поэтому  въ  свою 
очередь  могутъ  быть  преобрагюваны   въ  цЬлыя  рац10нальныя  функц1и  отъ 
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корнл   Г2 ,  аа  тЪмъ    ихъ    коэфиц1енты    могутъ   быть  также  преобразованы 
въ  ц'^^лыя  рацюнальныя  функцш  отъ  корня  х^  и  т.  д. 


Фуииц!!!  двузиачим. 

§  152.  11осл%  симметрическихъ  или  однозначныхъ  функцхй  сл1^дуютъ 
функц1и  двузначныя^  т.  е.  так1я,  которыя  отъ  всевозможныхъ  перестано- 
илен1й  элементовъ  Хх^  гг2,...,я;м,  могутъ  получить  только  два  различныя 
значен1я. 

Мы  сейчасъ  увидимъ,  что  так1я  функцш  существуютъ  и  покажеиъ 
ихъ  общую  форму.  Но  прежде  скажемъ  н'Ьсколько  словъ  о  перестановленгяхъ 
элементовъ  въ  функд1яхъ.  Если,  наприм'Ьръ,  въ  функцш  ср(я;1 ,  я;2 1  ^з  1  ••)  ^м) 
требуется  замостить  элементы Х1^Х2^х^^,,,Хп  элементами  д?1,, гг,„ а:, а, . . , ж,;, , 
гд'Ь  г'],  ^,  «з )  •  •  - 1  Ь|  суть  числа  1,  2,  3, . . . ,  п  только  въ  иномъ  порядк'Ь,  то 
такое  зам'Ьщен1е  называется  подстановленгемъ   и  изобраясается  символомъ: 

Х\     Х2    Х^  •  •  •  Хп  / 

ИЛИ  просто  опуская  элементы,  а  ставя  одни  индексы: 

\   1    2   3  .  .  .  п  / 
такой  символъ  для  краткости  будемъ  обозначать  буквою  8.  Сл'Ьдовательно: 

«•     •»  •  •  •    ••!  \  1((х1,Х2,...,Хп)  =  <р(л:.,  ,л:.2,...  ,а?1„) 

*1     *^2    •  •  •  *^п   / 

или: 

\   1    2  .  .  .  п  / 
Если  н'Ётъ  надобности  писать  явно  подстановлеше,  то  пишутъ: 

8у  (^п  ЛГ2  , . . . ,  Хп)  =  ^(x^^ ,  а:,, , . .  . ,  гг, ^  (31) 

Если  подстановлеше  перем-Ьщаетъ  только  два  как1е  нибудь  элемента,  то 
оно  называется  перемгьщенгемъ  (1гап8ро81иоп)  и  обозначается  символомъ 
(х\  гс^)  =  т,  следовательно: 

(х\  Ху)  у  (а?1  уХ2^х^,''уХ\^ ..  уХ^у.  .^Хп)  =  ^{хх ,  а^а , . . ,  д;|1 , . . ,  а?^ , . . ,  Ли) 
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очевидно: 

'  -"'•   •"'  •  •  -^^^  •  -'^>  •  • '--  \  =  ^,,^  ,.^)  ^  ^  (32) 

Всякое  110дстаповлен1е  можетъ  быть  замЬщепо  })}[домъ  пгрсюьщеюи  слТ.- 
дующнмъ  образом'ь,  сначала  перемЬщаютъ  два  :иемепта,  напримЬръ  .г*1  и 
:л ,  так'ь  чтобы  :)лем(^птъ  .л  былъ  поставленъ  па  требуомомъ  нодстановле- 
П1емъ  мЬст'Ь,  зат'1.мъ  дГ.лаетсл  и()дстановлон1е  остальныхъ  хюментовъ  па 
требуемыл  м'1>ста,  ^)то  последнее  нодстановлсм11е  онлть  намЬщаетсл  поро- 
мГ.щеш'ем'ь  и  нодстаповлеп1емъ  и  т.  д.,  пока  послЬдовательнымн  пером!.- 
п;ен1лми  двухъ  '.^лемонтовъ  не  будетъ  совернюио  требуемое  нодстаповлеш'е: 


( 


от '      от  "7* ' 

»С\     л  2  •  •  •  Хц 


одно  и  тоже  подстановленю  можетъ  оыть,  очевидно,  соверн1ено  различны- 
ми, и  въ  ралличномъ  норлдкЬ,  перем'Ь1цен1ЛМИ. 

Ирнмуьрь.    Возьмем'ь  наирим1.р'ь  иодстановлен1е: 

Л'З    .^7    ^Ъ     ''4    .'^1     -^0     ''2    \  _  /    ^3    -^'Т     ^^'Ъ    ^'\     -^2     \ 
^1     ^'2    ^3    ^'4    ^'Л     'О    ^'7     /  \    ^-1     «^'2    ^3    ^>,    ^^7     / 

:иементы  .Г4  и  .Го  опуп1,еиы,  такъ  какъ  опЬ  подстановлон1емъ  не  переме- 
щаются. 

Легко  видЪть,  что  данное  подстановлен1*е  можетъ  быть  совериюно 
сл'Г.дующими  перем'Ь1цен1лми: 

=  ^"3^4)  (^5А)  (^1^*7^  (•^3-»'7)  0^1-^0  (^'2-^7)  (-П'^б)  (-^2^  )  (•^2-П)  '^ 

И  какъ  вндимъ  число  нерем'Ьн1,ен1Й  3,  7,  О  каждый  раиъ  нечетное. 

§  153.  Фцннцт  ()в1/ш(1чныя  и  знакоперр.тьнныя,  Положимъ,  что  су- 
ществуетъ  такай  функ1ил  илементовъ  г, ,  Г2,  г-^  , . . . ,  .г,, ,  которая  при  все- 
возможныхъ  иересгановлеп1лхъ  :»лементовъ  нолучаеть  только  два  значен1л. 
Пусть  такая  функц!л  будетъ  '^{хх,Х2,..^,Хп),  а  два  ел  значен1л  ^^^  "  4^2 
или: 

По  свойству  функц1и  ср(.г1,.Г2 , ... ,  .г„)  какое-бы  не  сделали  перестановле- 
ше  элементовъ  всегда  нолучимъ  или  (^^(.Г!,./;^, ... ,./»)  или  '^Лх^.х^  ,^. » ,х,Х 
Точно  также  всЬ  перестановлен1л,  въ  (()упкц,1лхъ  '^\{х1^Х2,.  ,.г„)  и  '>ро(.Г1,./'2,..,х'к) 
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дадутъ  въ  результате  (р|  или  (р^*  Если  въоб'Ьихъ  функц1яхъ  (р1  (071,0:291 -«^я) 
и  (р2(^1)^2  9  •  ••  9^м)  сд'Ьлаемъ  какое  нибудь  перестановлеше: 


Х\     Д?2     •    •    •    0/Ц    / 


ТО  результаты: 

будутъ  очевидно  различны.  Сл'Ьдовательно  перестановленхе,  которое  не  из- 
м'Ьнлетъ  функщю  ^х  неизм'Ьнитъ  и  функщю  (рг*  ^  перестановлеше,  кото- 
рое изм']Ьняетъ  (рх  въ  ср2  изм'Ьнитъ  ср2  въ  у|.  Составимъ  изъ  функц|й  ^х  и 
^2  функщю: 

ф=ь  —  ь 

Всякое  подстановлен1е,  которое  не  изменить  функц1и  ^^  не  изме- 
нить и  функщи  ^2  9  ^  следовательно  не  изменить  и  Ф,  а  подстановленхе, 
которое  изменить  (р^  вь  ср2  изменить  ^2  в'ь  ^1 )  следовательно,  изменить  Ф 
вь  (р2  —  ср1,  т.  е.  вь  —  Ф. 

Изь  этого  заключаемь,  что  если  существуеть  двузначная  функц1л 
элементовъ  аг! ,  а?2 , . . ,  л;» ,  то  существуеть  и  такая  функд1я,  которая  оть 
всевозможныхь  перестановлен1й  меняеть  только  знакь  Так1я  функщи  на- 
зываются знакоперемгьнными  (гИегпёе&). 

§  154.  Если 

Ф{Х1 , 0?2  1    •    •    •    •    1  ^п) 

есть  функщя  знакопеременная,  то  есть  по  крайней  мере  хоть  одно  пере- 
мещеше,  которое  изменяеть  ея  знакь;  пусть  оно  будетъ  (хкх^\  следова- 
тельно: 

Ч*\Х\ ,  Х^  ,  •  •  •  ,  ЯгХ  , .  .  • ,  Д?|1 ,  •  •  • ,  Хп)  '~'~  ~~"  ^\*^\  9  я52  ,  •  •  •  ,  Д>(1 ,  •  •  •  ,  Хк  ,  •  •  •  ,  Хп) 

при  х\=^х^  функщя  равна  сама  себе  сь  противнымь  знакомь,  вь  этомь 
случае  она  равна  нулю;  откуда  будемь  иметь  уравнеше: 

ЧгХ\ ,  Х^  ,  Х^  ,.••,•]/,•••,  Ху, ,  •  •  • ,  Хп)  — ■"  I/ 

коего  корень  есть  х^=^х^.  Если  х^  есть  корень  предьидущаго  уравнешя, 
то  его  первая  часть  делится  на  х  —  х^^  а  следовательно: 

Ф{Х\ ,  Л!;2  ,  .  •  .  )  0:Х  ,  •  .  .  ,  0?|1 )  •  .  •  ,  Хп) 

делится  на  X),  —  х^.  Если  хк-^х^  есть  множитель  функщи  Ф,  то  {хк — х,)* 
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есть  множитель  въ  функц1И  Ф'^,  Но  такъ  какъ  Ф  есть  функц1я  знакопере- 
м1^нная,  то  Ф^  есть  функщя  симметрическая,  а  слЬдовательно,  содержитт! 
всЬ  множители  формы  (гг>.  —  х^У^,  т.  е.  им-Ьеть  множителемъ  функц1ю: 

{Х2—Х^У{Х2  —  Х\)'^ (рГ2 Х^)'^ 

{т^—х.У' (:гз— т.)^  (34) 


Эту  симметрическую  функд1ю  называютъ  признанною  ((118сг1т1пап1е)  и  озна* 
чаютъ  всегда  символомъ  Д„,  она  есть,  очевидно,   ничто    иное^   какъ   по- 
сл'Ьдшй  членъ  въ  уравнен1и,  корпи  коего  суть  квадраты  ра;$ностей  корней 
^1 1  ^2  1  ^3 » •  •  • » ^«  уравнен1Я  (1). 
Такъ  какъ  §  131: 


/^(гг)  =  а^{х — Х2)(х — Гз) . . .  {х — л'„)  +  {х—Хх\х — х^) .  . .  {х—Хп)  + 
то: 

(\Хх  )  ==  ((у^Хх  —  Х2){Хх Тз)  .  .  .  .  и*1  —  .Г„) 

/  \^^2)  ^^^^  (^\)\Х2        Х^  \Х2        Х^)  ....  (.То        Хп) 


/*'{Хн)  ==  а^)(х„ —  XI  ){Хп —  Га) ... .  {Хп—Хп-1) 
перемножая,  легко  видЬть,  что: 

(— 1)~^  .а:;Ап  =  А.г,)/''(а:2) ....  /*Ы  (35) 

§  15.5.  Функгця  знакопсремуьнная.   Легко  виД'Ьть,  что: 

VЪ,п  =  {Xx  —  X2){Xx  —  X:^) {х^  —  Хп) 

{Х2—Х^) {Х2—Х,)  (.36) 


{хп—1 — л:,,) 

есть  функфя  знакопеременная.  Въ  самомъ  дЬлЬ,  если  сдЬлаемъ  въ  ней  пере- 
И']Ьщеше  {ххХ2),  то  первый  множитель  {х^ — х>)  въ  первой  лиши  изменится 
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въ  Х2 — XI,  а  остальные  перейдутъ  въ  множителей  второй  лиши,  а  множите- 
ли второй  лиши  перейдутъ  въ  множителей  первой  лин1И,  остальные  же  мно- 
жители, очевидно,  не  изм'Ьнятся,  сл'Ьдовательно,  функц1Я  У  Ан  изм'Ьнитъ 
отъ  этого  перем']^щен1я  знавъ.  Но  такъ  какъ  1^  Ап  составлена  одинаково 
относительно  каждаго  изъ  множителей  формы  (х\ — х^),  то  каждое  изъ  пе- 
рем^щен1й  формы  (хкх^)  изменить  знакъ  функщи  У  Ап»  Изъ  этого  заклю- 
чаемъ,  что  четное  число  перем-Ьщешй  не  изм'Ьняетъ  функц1ю  V  Д^,  а  не- 
четное изм'Ьняетъ  ея  знакъ.  Но  всякое  перестановлеше,  какъ  мы  показали 
выше  (§  152),  состоитъ  изъ  ряда  перем'Ьщен1й,  следовательно,  каждое  под- 
становлеше,  состоящее  изъ  четнаго  числа  перем'Ьщен1Й,  не  изм'Ьняетъ 
функц1Ю  К  Лп ,  а  состоящее  изъ  нечетнаго  числа  изм'Ьняетъ  ея  знакъ.  Изъ 
этого  можно  вывесть  сл'Ьдующее  предложенхе: 

Предложенге.  Каждое  подстановлеше  можетъ  быть  замощено  только 
четнымъ  или  только  нечетныиъ  числомъ  перемЬщенШ,  въ  какомъ  бы  но- 
рядк-Ь  он'Ь  не  совершались. 

§  156.  Изъ  сказаннаго  видимъ,  что  каждая  знакоперемЪнная  функц1я 
ии'Ьетъ  форму: 

Ф{Хх  ,Х2,..,Хп)  =  Ф(ж.  ,Х2,Х^,...,Хп)1^  Ап  (37) 

гд'Ь  ^(Х] уХ2^. . .  уХп)  есть  ц^Ьлая  симметрическая,  совершенно  произвольная 
функ1ця,  а  V  Аи  есть  квадратный  корень  изъ  призначной  уравнен1я: 

Уб'Ьдившись  въ  существован1И  знакоперем'Ьнной  фуикц1И,  легко  показать 
и  существован1е  двузначной. 

Пусть  ^(х1,Х2уХ^у, ..  ,Хп)  есть  двузначная  функщя,  пусть  ср!  и  <р2 
суть  оба  ея  значешя  при  перем^щешяхъ  элементовъ  Хх^х^^^ .  .<,Хн.  Оче- 
видно, функщи  ср1+ср2  и  ^[ — ^2»  первая  симметрическая,  а  вторая  зна- 
коперем']^нная,  сл'Ьдовательно,  будемъ  им'Ьть: 

?1  +  ?2  =  2ф1       ,       ?1— У2=2Ф2/А^ 

гд'Ь  Ф}  и  ^2  суть  симметрипеск1я  функц1и.  Откуда,  складывая  и  вычитая, 
найдемъ: 

?1  =  Ф1+Ф2/Дн      ,       Ср2  =  Ф1— Ф2»^А^  (37') 

Следовательно,  общая  форма  двузначной  функц1и  есть: 

^  =  ^1+^2^'Ап  (38) 
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1'Д'1»  +1  И  +2  су^'^*  с-имметрическхя  функц1и,  а  К  Ли  есть  квадратный  ко- 
рень изъ  призначной  урав11(>н1л  /'(.г)  =  0.  Обратно,  фуикщя,  им'Ьющая 
предъидущую  <|и)рму,  есть  <)<}1}значная. 

§  157.  Легко   пмп^[)ь  110!:азать,  что  всякая  двузначная    функщя    есть 
корень  квадратнаго  уравиен1я. 

Пусть  '>р1  и  '^2  будутъ  два  ;шачеп1я  (|)унк1ии   ^.     Мы    выше   вид'Ьли, 
что: 

а  соображаясь  съ  (37'),  найдемъ: 

4>14^2  =  Ф^  — +-2А,. 
следовательно: 

ср2_2ф,(р  +  ф^-ф2,Дп=0  (80) 

За  двузначной  функц1ей  слЬдуютъ  функщи  зшогозначныя,  о  которыхъ  бу- 
демъ  говорить  ниже,  здТ>сь  скажемъ  еще  нЬсколько  словъ  о  ||)ункд1и  ;ша- 
коперем1»нной  и  н'Ькоторыхъ  симметрическихъ  (|>ункц1яхъ  ра^шостей  кор- 
ней уравнен1я. 

§  158.  Если  дгх^.Го , . . .  ,.о<  суть  корни  уравнеп1я: 

Д.г)==  г^,г-''  +  б/,.г''-1-|-бЬ.г'''-'-+ -\-аи-10Г  +  аи  =  ()         (40) 

легко  показать,   что: 


1 

1 

1 

1 

.Г1 

.Го 

.Га 

Хи 

^^1 

•               • 

•         • 

•          • 

» 

• 

• 

/*.  »— 1 
^1 

•         • 

-1 

• 

'^З 

■ 

-1 

• 

К 

(41) 
(го — л;з)(Г2 — .т^)  ....  (То — т„) 

(''•3—^4) {оГ^—ОГп) 


\Хп — 1       ^^^ ) 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  при  х\  =  .гу  иродъиду1ц,1й  определитель  обращается  въ 
нуль  нрн  вс'Ьхъ  значен1яхъ  X  и  р.  отъ  1  до  и  включительно,  X  всегда 
меньше  [х.  Сл'Ьдовательно,  ;гготъ  оиредЬлитель  составленъ  изъ  множителей 
п — х^,  а  отличается  только  ко:и|ж1иент(»мъ  независимымъ  отъ  я>.  Но  если 
ра;$вернемъ  опредЬлителя,  то  найдемъ,  что  и  ко:)фиц1еиты  одинаковы.  11зъ 
этого   видимъ,   что   опред'Ьлитель   представляетъ   знакопеременную   функ- 
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цш  У~Кп*    Если  его  возвысииъ  въ  квадратъ,  то  соображаясь  съ  §  70, 
найдемъ: 


Лп= 


^0  ^1  ^8 

^1  52  ^8 

5^  ^3  ^4 


•       • 


«••-1 


5м 


5||+1 


8п-1      8п       5п+1    .      •      82п—2 


(хх  — х^  )^(а?^  — х^)\х1  — . 


-Х^)\Х1 
{Х2 


Х^)\Х1 
(«8- 


'Х^)^  .  .  •  {Ху 

•^аУ  .  .  .  (а!2- 
-Х^)^ .  .  .  (Жз" 


(42) 
-ХпУ 
-ХпУ 

-ХпУ 


(Хп-1 Хп--шУ  (Хп^1—ХнУ 

Если  т<п^   то  по  §  68,  легко  вид-Ьтб,  что  существуетъ  сд^^ующее  вы- 
раженхе: 


«0 

«» 

«,          .      , 

.      5т- 1 

«I 

«8 

«3         .      . 

.      Вт 

•             • 

8» 

•            • 

«4           .       . 

■             •            •             1 

5т4-1 

•       •      • 

•             • 

•            • 

•            ■             •            < 

5т+1     •       < 

•       •       ■ 
521Я— 2 

=2 


1         1         1 

Хх  Х%  Х) 


х\ 


х\ 


л 


Хш 

Хт 


хТ'^  л?-^  жГ"^   .     .    аС 


«-1 


гд-Ь  симводъ  2  обозначаетъ  сумму    всЬхъ  опред'Ьлителей,   которые  изъ 
даннаго   получаются   выбирая  изъ  п  корней  :Г],  агг,  х^,...^Хн  по  т  кор* 

ней  Хх^  Х^у   Х^,.  ш.  у  Хт^ 

Примп»ры: 


$0      5| 
51       5^ 


=  2  (Х1  —  Х^У 


50  51       52 

51  52      5з 

52  5з      54 


=  2  (хх  —х^У  (хх  —х^У  (х^—х^У 


$0  81  *  $2  8г 

8{  5а  5з  54 

5з  5з  54  55 

5з  54  55  5в 


=  1(хх—Х2)Чх1—ХгУ  {хх—х^У{х2—х;У  {х2—х^У{хг—х,У 


и  т,  д. 
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Это  суть  симметрическ1л  функции  разностей  корней  ура1шен1я: 

Если  предъидущ1е  определители  означимъ  символами: 

1У\{^л,^2)     1     ВЦосх.х^.х^)     ,     В1(х^,хч,х^,х^)    ,     .... 


то  будемъ  им'Ьть: 


В1{х,х^) 


^0       •'>1 
^1       ^^'2 


51        а^)82  +  ^^1  .VI 


п      {п — \)а\ 


«1 


2а, 


^0       •'>1 

10      0      0 

1 

1>з(^1^2-3^з)  — 

.91        .4^2 

1 

«3  '  — 

0        ^0       '^1         '^2 
5о       -91        .92        ^9з  1 

1  ^2       .9з 

--ч' 

1 

^1        ^'2       -^3        '^4   1 

1 

а, 

«^ 

аз 

!о 

^0 

«0^*1   +  «1  ^^0 

а^)Я2  +  01 .9,   +  «2-^0 

^0 

«0^1   +(1x4 

«0^2  +  ^'1  ^^1 

+  ^'2'^0 

«О-'^З  -[-  «1  'Ь'о  +  «2^1   +  (^^8о 

51 

«0-52  +  «1  ^1 

«0,9з  +  Л1.*?2 

+  «2-'>^1 

«0^4  +  (Н'^3  +  ^'2-^2  +  ^'3'^'1 

1           «I 

^^2 

«3 

0          7^ 

ы- 

1)^1      (п — 2)^1 

п       (и — 1)( 

^1        (П 

■2)^2     (и — 3)б^з 

«1 

2ао 

^((^ 

4а4 

и  т.  д. 

§  159.  Подобно  тому  какъ  мы  нашли  выражен1е,  составленное  изъ 
квадратовъ  разностей  корней  уравнеи1я,  известное  подъ  именемъ  дискри- 
минанта или  призначной,  существуетъ  еще  другая  зависимость  между 
корнями,  составленная  изъ  произведеп1й  ихъ  суммъ;  такое  выражеше  но- 
ситъ  назван1е  геминанта  (^епмпапО  и  представляется  формулой: 

Сгп  =  ±(Х1-\-Х2)(Х1-]гХ'^)(х^'\-Х^) (Т1+Хп-1)  (х^-^-Хп) 

(л:2+-'^з)и2+-^4) (Х2+Хп-1)(Х2+Х„) 

(•'•3+^4) (Х^'\-Хи~1)  (Х^+Хг,) 


{Хп-.\-{-Х,г) 

ДальнМшимъ  изсл'Ьдован1емъ  свойствъ  подобныхъ  виражен1Й  мы   не  зай- 

)1рМСЛ  у 
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ГЛАВА  XII. 

Исключен1е  —  эли11инац1я. 

§  160.  Если  дано  п  однородныхъ  уравнешй  между  п  переменными 
или  неоднородныхъ  между  п — 1  перем'Ёнными,  то  всегда  можно  такъ  со- 
вокуиить  эти  уравненш,  что  получится  уравнен1е  22  =  О,  не  заключающее 
перемЪнныхъ,  и  выражающее  зависимость  только  между  коэфищентами 
уравнен1й,  въ  силу  которой,  данный  уравнен1я  совм'Ьстно  существуютъ, 
т.  е.  удовлетворяются  всЬ  одной  системой  неизв']^стныхъ.  Функц1я  коэфи- 
Ц1ентовъ  В,  выраженная  въ  ц'кюй  рац10нальной  форм-Ь,  называется  выев- 
домъ  (гезиКап!  или  еИш1папО* 

Зх^съ  мы  займемся  въ  особенности  только  двумя  уравнен1ями  съ  од- 
нимъ  неизвЪстнымъ.  Въ  этомъ  случа'Ь  В  =  0  выражаетъ  услов1е,  что  два 
уравнешя  совместно  существуютъ,  т.  е.  оба  удовлетворяются  одною  и 
тою  же  величиною  перем'Ьннаго.  Покажемъ,  для  поясненхя  сказаннаго,  на 
частномъ  примЪр'Ь  какъ  получить  функщю  В. 

Пусть  будутъ  даны  два  уравнен1я: 

аох2-|-2а|Л;  +  аа  =  0     ,    ЬоХ^ -[- 2Ь1Х -{- Ь^  =  О  (1) 

рЁшая  эти  уравнен1я  и  приравнивая  полученныя  выражен1я  для  х,  будеиъ 
им'Ьть: 

«О  ^0  Ьо  Ь^ 

помножая  об'Ь  части  на  ао&О)  найдемъ: 

аоЪх — «1  Ьо  =  «о  )/  62  —  1^ь^  —  ^^  )/  ^а — ^^^^ 

возвышая  об'Ь  части  въквадратъ  и  разд'Ьляя  на  аоЪо  (22  не  уничтожается 
съ  уничтоженхемъ  ао  или  Ъо)  и  возвышая  еще  разъ  въ  квадратъ,  найдемъ 
наконецъ: 

22  =  4(0002— а^О  {ЪоЬ^—Ъ^)  —  («0^2+02^0 — ^сцЬхУ  (2) 

Такой  способъ  нахожден1я  вывода  22  весьма  ограниченъ,  такъ  какъ  вообще 
я'ктъ  возможности  выразить  алгебраической  формулой  корень  уравнен1Я 
выше  четвертой  степени.  Сл']^довательно  необходимо  было  искать  для  этого 
друпе  способы,  мы  теперь  къ  этому  и  приступимъ. 
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Слособъ  иси^ючен1я  съ  помощью  сииметричесннхъ  функц1й. 

§  101.  Пусть  дапныл  дна  уравнен1л  будутъ: 

Д.г)  =  По  /;"  -{-  </,т"-^  +  ^о.г"--  +  . . . .  +  ((и-гт  +  а,.  =  О  (Я) 

/;(.Г)  = />о.г"'  +  ^.^"'  ■'  +  ?^"~^+  ....  -\-К-1Г  +  Ь,„  =  0  (4) 

требуется  пайти  услоихе,  при  которомъ  :)ти  уравнегпя  илгЬютъ  общ1Й  ко- 
рень V 

Пусть  :г1.Г2,.Гз , . .  ,.г,,  будутъ  корни  уравпен1л  (Я),  а  л:',,.Г2'.  г^', . .  ,.г'„4 
корни  ура1шен1я  (4).  Если  уравиеп1я  (3)  и  (4)  имЬютъ  общ1Й  корень  гг, , 
то  необходимо  и  достаточно,  чтобы  уничтожалась  одна  цлъ  (|>ункц1й: 

/;(л-, )     ,     /^,(^0)     ,     /К.тз)  , ,  /;(.г,,) 

а  сл'Ьдоватольно  и  ихъ  нроизведен1е: 

/'16^1). /1(^2). /*|(.^з) 1\М  (5) 

по  это  произведен1е  есть  симметрическая  функц1я  корней  уравнен1л  (Я), 
сл-Ьдовательно,  она  можетъ  бить  выражена  ц1.лой  рац1(>нальн()й  (|)ункц1*ей 
его  ко;м()иц1ент()вь.  Такимъ  образомь  получимт»  ц'1'»лук)  рац10нальиун)  функ- 
Ц1Ю  кон(|)И1иенговъ  уравнеп1й  (Я)  и  (4),  которая  и  есть  искомый  выводъ. 

Такъ  какъ  мы  им'Ьемъ: 


то: 


(^(Х)  =  \,(Т—Т\)(Х — То) С'' Х\п) 

1\{^\)=Ь(1л\—х\){хх—х'2) (.г,— л,) 

и^Л'о)  =Ь^(Х2—л\){(Г2—Хо) (Хо ^'ш)  (С) 


Если  нерем'Ьнимъ  ннакъ  у  шп  множителей  и  пе1)емножимъ  эти  уравнен1я, 
взлвъ  вм-ЬстГ.  множителей  находящихся  въ  однихъ  колоннахъ,  то  найдемъ: 

а::Шх)-1\{х2) ....  ш^)  =  (—1  г'кг^'л  чхс2) . . .  п^-.)        (7) 

следовательно  мы  будемъ  имЪть: 

Е  =  {—\УЧЧ({х\).(^с\,) . . . .  Ах'ж)  =  сС(,{х,Шх.,) ....  ЛЫ  (8) 
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оба  эти  выражен1я  для  72  суть  ц']^лыя  рац10нальныя  функцхи  коэфищен- 
товъ  уравнен1й  (3)  и  (4),  и  уничтожаются  только  тогда,  когда  уравнешя 
(3)  и  (4)  ии-Ьють  общ1Й  корень.  Он'Ь  тождественны  въ  коэфиц1ентахъ  урав- 
нен1й  (3)  и  (4). 

ГТримгьръ,  Найти  выводъ  уравнешй: 

аоа?^  +  а1д:  +  02  =  О      ,     Ьо^*  + 61л:  4*^2  =  0 
Т^ьшенге,  Бели  Х\  и  х^  суть  корни  перваго  уравнешя,  то: 

-К  =  (Ьоя:?  +  Ъ^Хх  +  Ъ^)  (ЬоЛ^?  +  ЬуХ2  +  Ьа) 
откуда  перемножая,  найдеиъ: 

подставляя  вм'Ьсто  симметрическихъ  функц1й  корней  Хх  а  х%  ихъ  выраже- 
шя  въ  коэфиц1ентахъ  00,01,02  будемъ  ин']^ть: 

В  =  (ооЬа  — лгЬо)*  +  («1  Ьо — ацЬх )  (ах  Ъ^ — 0361 ) 

§  162.  Свойства  вывода. — Свойство  1.  Порядокъ  вывода  двухъ  урав- 
яен1й  въ  ихъ  коэфищентахъ  равенъ  сумвгЬ  степеней  уравнен1й  и  при  томъ 
такъ,  что  коэфищедты  перваго  уравнешя  входятъ  въ  выводъ  въ  степени 
второго,  а  коэфищенты  второго  уравнешя  входятъ  въ  степени  перваго. 

Доказательство.  Это  видно,  разсиатривая  формы  вывода,  данныя  вы- 
ражешями  (8).  Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  произведеше,  напр.,  ао1^х(^1ЖМ'-'М^) 
относительно  коэфиц1ентовъ  &о  >  ^ь  ^2  >  •  •  •  1  ^т ,  очевидно,  п^й  степени,  но 
оно  есть  симметрическая  функщя  корней  х\,х^,х^^...Хп, которая  состоитъ 
изъ  симметрическихъ  функц1й  формы: 

*  ^х^х? я^ 

а  следовательно,  т-й  степени  въ  коэфиц1ентахъ  Оо,019  02,Оп  (§  94). 

Свойство  2.  В'Ьсъ  вывода  двухъ  уравнешй  п-й  и  т^й  степени  равенъ 
произведешю  тп  степеней  уравнешй. 

Доказательство.  Мы  выше  вид'Ьли  (7),  что: 

:±:  Д(оо ,  «1,  а2 , . . ,  Он ,  Ьо  1  Ьь  .  • .  Ьп)  =  а^Ь^Дгсх— д?'^)  (Ю) 

гд-Ь  символъ  Р  означаетъ  произведеше  линейяыхъ  множителей  хк — о1^  для 
всЬхъ  значешй  Х=1,2,3,...п  и  |л=а  1,2,3,.. .т,  сл'Ьдовательно,  чи- 
сломъ  пт* 
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Помножимъ  корни  уравцен1й  (2)  и  (3)  на  Л,  а  для  этого,  какъ  ми 
выше  видели  (§  40),  надобно  только  коэфицхенты  а  м  Ь  помножить  на  Л 
въ  степени,  равной  индексу  каждаго  ко;)фиц1ента,  сл'1'>довательно,  мы  бу- 
демъ  им'Ьть: 

но  для  этого  равенства  необходимо,  чтобы  вЬсъ  каждаго  члена  въ  функ- 
ц1и  Е  быль  равенъ  71ш.  Зная,  такимъ  образомъ,  степень  вывода  въ  коэфи- 
щентахъ  уравнен1й  и  его  вЬсъ,  можно  составить  и  его  форму  съ  неопре- 
д'Ьленными  коэфшцентами,  какъ  мы  это  видЬли  въ  симметрическихъ  функ- 
ц1яхъ. 

Иримуьръ.  Пусть  данныя  уравнен1я  будутъ: 

ЩуХ^  -|-  ^1  ^  Ч"  ^ь  =  О 

Такъ  какъ  выводъ  будетъ  втораго  порядка  относительно  коэфиц1ентовъ 
каждаго  изъ  уравнен1й,  а  четвертаго  относительно  коэфи1цептовъ  обоихъ 
уравнен1Й,  то  его  членами  могутъ  быть  только  ироизведен1я: 

но  в4съ  вывода  долженъ  быть  4,  сл-Ьдовательно,  членами  вывода  могутъ 
быть  только: 

следовательно,  форма  вывода  будетъ: 

+  0Ьф\а2-\-На1а\+Кт>\ 

остается  только  определить  коэфитценты. 

Свойство  3,  Если  корни  обоихъ  данныхъ  уравнен1Й  увеличимъ  однимъ 
и  гЬмъ  же  количествомъ,  то  выводъ  уравнен1й  не  изменится: 

ДЛГБВРАИЧ.  АНАлизъ.  ^^3 
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Доказательстьо.  Въ  самомъ  дЬл'Ь  ны  им']^емъ: 

это  очевидно  въ  силу  того,  что  выводъ  есть  прои8веден1е  всЬхъ  пт  раз- 
ностей между  корнями  уравнешй  (3)  и  (4). 

Свойство  4.  Выводъ  22  двухъ  уравнен1й  не  изменяется  (исключая 
знака,  если  пт  есть  нечетное  число),  если  уравнешя  будугь  преобразованы 
въ  друНя,  коихъ  корни  будутъ  обратные  корнямъ  данныхъ. 

Доказательство.  Д'Ьлая  данное  преобразованхе  въ  формуле: 

В  =  аГЬ;Р(дгх— XV) 
будемъ  им'Ьть: 

■Их  —  а^  и^\      1 ;     7—  \т7~^~Г'  '~~\11 

\Х1  Х^  •  •  •  Хп)    \Х  уХ^  т  •  т  X  т) 

но: 

ХхХ^х^  .  .  .  ДV|  =  ( — Т)" —      ,     х\х'^х\  .  .  .  «'*"  =  ( — !)"•  г^ 

подставляя,  найдеиъ: 

Д  =  аГЬг(— О'^Дл^— ^г^)  =  {—\У^П  (1 1) 

Изъ  этого  сл^дуетъ,  что  въ  выводЬ  двухъ  уравнен1й  коэфиц1енты  съ  до- 
полнительными индексами  обоихъ  уравнешй  ао  и  ам  , а]  и  Оп^х ,.,.,ЬошЪт, 
Ьх  и  Ьт-1 , . . .  могутъ  быть  перем'Ьщены,  отъ  чего  выводъ  не  изм^^няется. 

Свойство  5.  Если  оба  уравнен1я  будутъ  преобразованы  подставляя 
вм']Ьсто  X  выражен1е: 

ЛХ  +  & 


7а;+* 


(12) 


и  приведены  къ  ц^лой  формЪ  помноженхемъ  на  степень  множителя  т^-Ь5, 
то: 

д  =(а5  — Зу)"".!? 

гд^Ь  221  есть  выводъ  преобразованнаго  уравнен1я. 
Доказательство.  Мы  им']Ьемъ: 

({х)  =  а^{х  —  Хх){х  —  х^) (х  —  Хп) 

(\{х)  =  Ь(^{Х Х\){Х  —  Х'^) {Х Хгн) 
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Преобраиуя  множители  х — ^.^ ,  х — х\  найдемъ: 

X  —  .Г.,     сдълси'тсл     (а  —  у^\, )    х 


а 


X — .г 2     сд'Ьлается     (а — у^-'о)  (г — 


?>г''о  — 


2-? 

а  —  ^[х  л 


перемножая  исЬхъ  ;ггихъ  множителей,  полагая  г=1,  2,  3,  ...,?г,  въ  пер 
вомъ,  и  >*=1,  2,  Н,...,;>/  во  второмъ  и  замечая  что: 

г?о     Д'Г.лаотся     г(о(а  —  н.^1 )  («  —  Р^г) (а  — [^.г,,) 

г^о     Д'Ьлается     г>о(а — '^Хх){о. — З-'^'з) (а— ^Зг',,,) 

и  что  Хг  и  .г'г  преобразуются  въ 

5.^2  —  ^  Ьх.,  —  р 

найдемъ: 

(а&  — ;^7и^2  — '^'г) 
:?'2  — л-2     сд'Ьлается      ^        -     ..  ,\ 

откуда: 

«;;•  к  Р(.п  —  х\ )     сд'Ьлается     а;"Ь;;  ( а5  —  р7)""'Р(.Г2  —  х'. ) 


т.  е.  выводъ  нреооразованнаго  уравнешя  оудетъ: 

(а5  — ;бт)""'.Л  (13) 

Свойство  6,    Выводъ    двухъ    уравпеп1Й    удовлетворяетъ   следующему 
дифференц1альному  уравнен1ю: 

дВ    .  ^.      дВ    ,   ,       ,,      ()В    ,  ,  дВ    , 

дах  д((2  ^^^'з  ^«" 

+  шЬ,  ']1^  4-  {ш-1)Ь,  '^^  +   .  .  .   +  Ь.-^  ^/^-  =  О  (14) 

или: 

„.  ■*/'  +2„,  '''■  +  ,„,  •'"+...+ -,  !>''  + 

(к11  да  2  Ооз  ^'^^» 

0Ь\  (10.2  Оо-З  (Ют 

если  уравнеп1я  будутъ  даны  съ  бином1альными  ко:)фиц1ентами. 
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Док(1зательство.  Такъ  какъ  коэфищенты  ах^  а^,  а8,...,ам  суть 
функцш  корней  Х\,  ^,...,гси,  а  коэфицхенты  Ъх,  Ъ^^.-.^Ъм  суть  функц1и 
корней  х\ ,  гг'з ,  д;  8 , . . . ,  х^т ,   то  мы  вообще  им^^емъ  сл%дующ1Я  уравнешя: 


дВ дВ  да\    .  дВ  дс^    |  дВ  да^    .  .    дВ  доп 

дхг       дох  дхг       до^  дх%       дйг  дхг    '    '  '  '    '    ^д^  ^^ 

дВ      дВ  дЪх    ,    дВ  дЬ^    .дВ  дЬ^    ,  _.дВ  дЬт 


(16) 


дх'^      дЪх  дх'^       дЬ^  дх'^      дЪ^  йа?у  *        дЪт  йх'у 

Но  легко  вид'Ьть  изъ  формы  вывода,  который  имЪетъ  форму: 

В  =  {хх  —  х'^)д 


что: 


откуда: 


дВ      ^  дВ  ^ 


—  4-— =  0 

дхк      дх\ 


Следовательно: 


п 

? 


т 

дВ 


+  У45-0  (.7) 


дх{      ш  дх'} 


Но 


т  Я1  #м  м 


(18) 


гд^  2  распространяется  на  к%  значешя  <  отъ  1  до  п  ввлютательно,   и 
на  8начен1я  )  отъ  1  до  т  включительно. 

Если  теперь   примеиъ  во  внииаше  формулы   (§  100,  66  и  67),   то 
найдеиъ: 


^^-В  ^Л  г  /      ^.     дВ  ,  ,      ^.     дВ  ,  , 


дВ 


т 


\дВ  _ 

4-  д-'. 


дах  да^  да^      ' '  доп 

(19) 

т*„^  +  (я.-1)г., -^-  +  (п»-2)г,-4- . . . +Ь«-1^ 
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или: 


*| 


^ы  дг{  да,    '         д(Ц  да^  да,, 


(20) 


т 


если  данныя  у1)авнен1л  будутъ  съ  бином1альными  коэфищентами. 

Складывая  уравнен1я  (19)    и  соображаясь  съ  уравнен1емъ  (17),  най- 
демъ  уравнен1е  (14),  а  складывая  уравнен1е  (20)  найдем  ь  уравнен1е  (15). 

Примтьръ.  Для  уравпон1*й: 

форма  вывода,  какъ  мы  нашли  выше: 

В  =  Аа1Ь1  +  ЩК  +  Саф.2Ьф2  -\-  Ва%Ъ2  +  Е<щ1хЪхЬ2  +  Раха2ЬоЬ2  + 

+  Оаф2Ь\  +  Нага",  +  КЬ1Ь\ 

выводъ  этотъ  долженъ  удовлетворять  уравнен1ю: 

^      дК    ,        дВ    ,    .,    дВ    ,.    дВ       ^ 

подставляя  въ  это  уравнен1е  предъидущее  выражен1е  для  В  и  приравни- 
вая нулю  коэфиц1енты  у  рааличныхъ  члеповъ,  пайдемъ  сл'Ьдующ1я  урав- 
нен1я,  изъ  которыхъ  определятся  коэфиц1енты  .4,  Д  С,  ,  ,  . 

42)+2Е+С=0     ,     4(;+2^'+^^=0     ,     А+]:  =  0     ,     П+Г=0 
Б+2^=0     ,  Е+(}-=0     ,  Я=0     ,  В  =  0 

откуда: 

В=А  ,  С=— 2Л  ,  Л=А  ,  Л  =  — Л  ,  2^=— Л  ,  Гг=А  ,  Я=0  ,  К=0 

§  163.    Опред)ьленгв  общшо  корня  двухь  уравнешй.    Если  мы  им'Ьемъ 
выводъ: 

В  =  0 
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двухъ  уравнен]й: 

Яд;)  =  00^:" +  «!»**"■' +  а2^**~*^+ +  ап-1Х-\-ап=0 

(21) 

то  легко  опред'Ьлить  ихъ  общ1й  корень. 

Въ  самомъ  д'Ьл^^,  такъ  какъ  выводъ  Л  есть  однородная  функц1я  т-й 
степени  въ  коэфищентахъ  Оо ,  а^ ,  ад , . . . ,  а»  (§161),  то  онъ  им^етъ  форму: 

дВ  ,      дВ  ,       дВ  ,  ,       дВ  ^      ^ 

о(1о  оа\  оа^  оап 

но  мы  им1>емъ  для  общаго  корня: 

сл'Ьдовательно  степени  общаго  корня  пропорц1ональны  производнымъ  функ- 
Ц1ямъ  вывода  В  но  ао.аьо^  ,...,ап;  т.  е.  мы  им']^емъ: 

с/ао  с/^!  (/о^  (/От 


откуда: 


и  вообще: 


^^^.дВ^дВдВ^  ^дВ^^1В_  . 

йоо  *  да\      да\  '  да^  дат  даг-{-1 


аГ  =  '/'^     или      .^  =  '^:^  (23) 


Примтьръ.  Мы  выше  видели,  что  выводъ  уравнен1й: 

есть: 

В  =  (аоЬа — (12ЬоУ  —  (щ  Ьо—а^Ъ] )  (ах  Ьа — «2^1 ) 

следовательно,  по  нредъидущему,  общ1й  корень  данныхъ  уравнешй  будетъ: 

дВ    дВ        2Ь2^аоЬ.2 — ^о^)  —  Ь[(а\Ъ2 — Ь\а2) 

О^    252    — — —      •      2в5 " ■ 

дйа  *  дах  Ъ^  {а\  Ъ^ — 02^1 )  +  ^2  {щ  Ьо — Ь|  а©) 

Прштръ.  Положимъ,  что  уравнешя  будутъ  числовыя: 
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въ  этомъ  случае: 

подставляя  пандемт.,  какъ  и  слГ.дуотъ,  .г'=  — I  для  общаго  корня.    Точно 
также: 

2  _  ^    ОВ  _   2Ь.2{аф\  —  «1 Ю  —  Ьх  [пх  Ьо  —  02^^\ ) 
(1(!о  *  д((2        — 2Ь^^{((^^2 — а^)())  —  '>1(«1/>о— (^'0^1) 

и  посл'^»  110дстаповлен1я    числовыхъ  :шачеи1Й,    найдемъ   т^=-\-1,    какъ    и 
с'Л'Ьдуетъ. 

§  164.  Геаультаты  предъпдущаго  параграфа  можно  еще  показать  слЬ- 
дующимъ  образомъ. 

Мы  выше  вид'Ьли  (§  101),  что 

/г  =  /'1(-^1)/;(.^2)А(.лО АЫ 

или 

откуда: 

ОаГ     ^^а,   /^•'^>/^"^* +     .).,   Аг^)Г(Х2)  ....  +   .... 

если  ПОЛОЖИМ!»,  что  .г,  =  .г'|   есть  обп1,1Й  корень  уравнен1Й  (21),  то  будемъ 
им'Ьть: 

дП      ()(\х\)       ,  .       ,  , 

(к(р  Оор 

Но  мы  им'Ьемъ,  дифференцируя  первое  изъ  уравнен1й  по  Пр: 


^ЩЛ) 


да. 


слЬдователыю: 

дП 


0(Хр 


точно  также  найдемъ: 


'1^  =  хГЧ(т'2)Г(^\) Л^'"«) 


Изъ  этихъ  двухъ  выраженш  найдемъ: 

дП     дЯ 


^)г^|,  *  да  и  ' 
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Если  ^ — 1)=1  или  ^ — р  =  г,  то  будемъ  им'Ьть,  какъ  выше: 

дВ      ()В  о       дВ       дВ 


^1  л^     '  л^  »      ^  — 


дар     д(1р^1     '      *       дар     да^р^ 

§  165.  Если  уравнешя  (21)  им'Ьютъ  два  общихъ  Еорня,  т.  е.  поло- 
жимъ  что  Хх  =  х\ ,  х^  =  х\ ,  то  не  только  выводъ  уничтожается,  но  и  его 
производныя  110  каждому  изъ  коэфищентовъ  уравнен1Й. 

Въ  самомъ  д^л-Ь  мы  выше  нашли,  что: 

^=а:Г'А^?2)Л^8)  .  ■  •  Л-^-'П^хЖ^г)  .  .  .  +  •  •  •        (24) 
оар 

какое  бы  ни  было  число  р.  Но  по  услов1ю  ({х\ )  =  О  и  ({х^  г=5  О,  сл-Ьдова- 
тельно  очевидно  что  и: 

дВ 


дар 


=  О  (25) 


Общ1е  корни  уравнешй  (21)  легко  получить  сл'Ьдующимъ   образомъ.    Изъ 
уравнешя  (24)  мы  ивсЬемъ: 

д'^В 
оар 

въ  сл'Ьдующхе  члены  будутъ  входить  функц1и  Я^1)>Д(^аХ  &   потому   они 
равны  нулю,  сл-Ьдовательно,  мы  им^Ьемъ: 

^^  =  2хГ'Рх^-'^({х\Жх\) ({х'ш)  (26) 

точно  также  найдемъ: 

д^В 


аЧ 


=  2я?|-^а^-«Да;иЛ^4) Л^«)  (27) 


Если  еще  возьмемъ  производную  по  с^  отъ  выражен1я  (24),  то  найдемъ: 
д^В 

полагая  ^>р  ш  разд-кяня  (26)  и  (28)  на  (27),  найдемъ: 

д^В  д^В      ,       ,,  „  „   д^В     д^В        ,  „  ,      ,^ 
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откуда  найдемъ  квадратное  уравиен1е,  коего  корнями  будутъ  а;!*"'' и  Хг'"': 

Если-бы  данныя  выше  уравнеп1я  (21)  имЬли  три  об1Д1е  корни:  Х\=х\^ 
Х2  =  х'2 ,  ^3  =  ^'з  1  то  легко  вид'Ьть,  что  и  вторыл  произведен1я  вывода  Е 
по  каждому  изъ  коэфищентовъ  будутъ  равны  нулю,  т.  е.  мы  будемъ 
им-Ьть: 

К  =  '  ^''^ 

Обращаясь  въ  этомъ  случа-Ь  къ  производнымъ  третья  го  порядка,  мы  най- 
демъ уравнен1е  Я-й  степени,  коего  корнями  будутъ  общ1е  корни  уравне- 
шй  (21). 

§  166.  Если  одно  изъданныхъ  уравнен1Й  (21)  есть  произведен1е  н'Ь- 
сколькихъ  функщй,  наприм'Ьръ,  если: 

/'1(01^)  =  ь('^)ь(^) 'М^) 

то  выводъ  уравнен1Й  (21)  будетъ  ироизведен1е  выводовъ  уравнен1й: 
1\х)  =  0     и     (р1(г)  =  0     ,     Ал:)  =  0     и     ср2(д:)  =  0  ,  .  .  .  . 

Пусть  выводы  этихъ  уравнен1й  будутъ: 

В\     ,     Во     ^     Ез Ег 

то: 

7^  =  ДД>^з     ....     Л  (31) 

Въ  самомъ  д'Ьл4  мы  имкемъ  (§  101): 

Е  =  /'1(^-\){\(Х2)/'[(Хз) /'\М  = 

'^х(х^)'^^(Х2)^\(Хз) ^]{Хп)  X 

Ъ^^1^'^^('^'2^Ъ^^^^ ^2^^»)   X 

X 

Но  произведен1е  функц1й  <?] ,  ^2  >  •  •  •  •  въ  горизонталяхъ  суть  именно  вы- 
воды Д ,  Дз »  ^3 » •  •  ч  -Кг . 

АЛГЕВРЛ.ИЧ.   1  НАЛ  ИЗЪ.  ^^ 
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Задача.  Показать,  соображаясь  съ  уравнен1ями  (22)  я  (23),  что: 

дВ  дЯ      дВ  дВ 


дор  дац      баз  да$ 
если  р'^^  =  з-\'^. 


=  О  (32) 


Друг1в  способы  ЙСМЛЮЧОН!!. 

§  167.  Исключеп1е  иерем1>ннаго  изъ  лвухъ  уравнен1й,  какъ  мы  ви- 
дели выше,  можетъ  быть  всегда  достигнуто  изложеннымъ  способомъ,  осно- 
ваннымъ  на  свойств'Ь  симметрическихъ  функщй,  но  способъ  этотъ  весьма 
сложенъ,  а  потому  математики  искали  другихъ  способовъ,  которые  вели-бы 
удобнее  къ  ц^Ьли.  Эти  способы  мы  изложимъ  въ  сл'Ьдующихъ  параграфахъ. 

§  168.  Способъ  Эйлера.   Если  два  уравнен1я: 


/"(ж)  =  аод;^ -]- а1  а:""*^  +  ^л:""*  +  ....  -\-ап--1Х -^01^  =  0 


(33) 


Г1(х)  =  ЬохГ^+Ь1аГ-'  +  Ъ^а^'^-{'  ....  +Ьт-1а;  +  Ь«  =  0 

им']^ютъ  общ1Й  корень  х^^  то  они  могутъ  быть  написаны  въ  форм'Ь: 

Дж)  =  (я?— гг1)(р(а;)     ,    /;(л?)  =  (л^— а?1)у1(х)  (34) 

гд*: 

<р(д;)=а1а:"-^  +  «2Д^~^+ -^  ап-\Х -{- Лп 

^ь  ^  9  •  •  •  9  Аи ;  ^1  э  Рз )  •  •  •  9  ^  сг>^ь  неопред'Ьленные  коэфиц1енты.  Помножая 
первое  изъ  уравненхй  (34)  на  ^1{х\  а  второе  на  <({х\  найдемъ: 

Лх) .  у  I  (д:)  =»  (х—х^  Жх)^\  (х)    ,    /;  {х) .  ^{х)  =  (х—хх  )^{х)^х  (х) 

откуда: 

Яд;).<р,(а?)  =  /;(л?).у(д;) 

это  тождество  п-^т—!  й  степени.  Приравнивая  коэфид1енты  у  различ- 
ныхъ  степеней  х  въ  обЬихъ  частяхъ,  мы  будемъ  им-бть  п-\-т  однород- 
ныхъ  уравнешй  относительно  неопредЪленыыхъ  коэфищентовъ  а  и  0,  изъ 
которыхъ  исключивъ  а  и  ^,  получимъ  выводъ  въ  форм^Ь  опред'Ьлителя. 

Примп,ръ.  Пусть  данныя  два  уравнешя  будутъ: 
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Мы  им'ЬвхМъ  тождество: 


(^1^  +  Р2)(«0^^  +(^1^  +  (^2)  —  (^1^  +  «гХМ^  +  С1Ж  +  ^г) 


или: 


откуда,  ириравнивая  нулю  коэфищепты  у  х^^х^^х,  пайдемъ: 

^1  ^^0  +  Р2О  —  «о'^о  —  «20  =0 

31  «1  +  р2^*0  —  «1  ^1   а2'^  =  о 

31^12  +  М1  —  «1^2  —  «2^1  =  О 
?|0    +  ?2^'2  —  «10   —  «2^2  =  О 


откуда,  исключал  ?! ,  Рг  1  «ь  «2  1   найдемъ: 


1г  = 


^'о 

0 

Ьо 

0 

^'1 

«0 

Ьг 

Ьи 

«1 

?>2 

Ь^ 

0 

«2 

0 

Ь, 

результатъ  изв^'.стный. 

§  109.  Спосооъ  Сильвестра  (^ИссМгр).  Англ1йск1й  математикъ  Силь- 
вестръ  предложилъ  способъ,  известный  подъ  именемъ  дшлитическаю  или 
выд)ьлен1я.  Сиособъ  этотъ  приводить  къ  тому  же  выводу  въ  форм'Ь  оире- 
д'Ьлителя,  какъ  и  способъ  Эйлера,  но  онъ  общнЪе  посл'Ьдняго  и  часто  мо- 
жетъ  быть  приложепъ  къ  уравпеп1ямъ  со  многими  пеизв-Ьстными.  Пусть 
данныя  два  уравнен1я   будутъ: 

/;(л•)  =  М'"  +  ^1^'"~^  +  М'"~^+  ....  +Ь,п-1Х+Ъ,,  =  0 
умножимъ  первое  изъ  пихъ  послЬдовательпо  на: 


Л.Н1— 1  />.»»— 2  ,ут— 3 

•4'  ,  •//  ^  Л/ 


X         ^       X       ^       X 


а  второе  на: 


л.«— 1  /*.н— 2  ^,»»— 3 


X' 


X 


X' 
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ТО  будеиъ  шгЬть  слЪдующ1я  уравяея1я: 

яГ-^({х)  =  0  ,  ж*-«Аа:)  =  0  .  .  .  •  х^({х)  =  0  ,  х{(х)  =  0  ,  ({,х)  =  0 
д^1Д(а?)  =  0  ,  з^-%{х)^0  ....  а?(х{х)  =  0  ,  хи{х)  =  0  ,  /;(я?)=0 

числомъ  п-^-т^  которыхъ  достаточно  для  исключешя: 


л' 


м+т— 2 


Я?*     ,    а?     ,     1 


Примльръ.  Возьмемъ  два  уравнен1я: 
изъ  которыхъ  будемъ  ии-бть  уравненхя: 


Ьо*^  +  ЬаЖ  +  Ьа  =  О 


аоД?'  +  а!  а?*  +  <Н^  +  0.1 
Ох*  +  аоX^  +  а1а:+  05! 


О 
О 
О 
О 


откуда: 


Д  = 


Оо 

О 
О 


ах 
«о 


02 

Ь1 


О 
О 


§  170.  Опособъ  Безу  (ВегоаЬ).  Покажемъ  этотъ  способъ  на  частньгхъ 
случаяхъ,  сначала  когда  уравнешя  будутъ  оба  одной  степени,  а  зат^Ьмъ 
когда  они  будутъ  оба  различныхъ  степеней. 

Возьмемъ  два  кубичесшя  уравнен1я: 

оод;^  +  а|  гса  +  ааД?  +  аз  —  О     ,     Ьо'2?*  +  Ь|^^  +  Ь2^  +  ^  =  0 
Умножимъ  посл'Ьдовательно  эти  уравнешя  на: 

Ьо   и   Оо     ,     Ьо^г+Ь1    и   ОоЖ-Ьо!     ;    ЬоЖ*+Ь|Ж-|-Ьа   и  аоХ2+а1а?+а2 

и  вычтемъ,   каждый  разъ,  такъ  составленныя  произведешя,  найдемъ  сл^1^- 
дующ1Я  уравнен1я: 

(аМх^  +  { (аоЬз) + (а^  Ьа) }  л?  +  (аоЬ^,)  =  О 
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исключая  изъ  этихъ  уравнен1й  а;^  а:,1,  найдемъ: 


Ып ) 


(ацЬо) 


(«о^з) 


Л  =  I    («0^2 )     (ао^з)  +  (^'1  Ьг)     («1  Ьз) 

I 

I   ((ф^)  (аМ  (азЬз) 

Чтобы   ясн'Ье   вид-Ьть  законь  образован1я  вывода,  возьмемъ  уравнен1я  4-й 
степени: 

Ьох'  +  «1  а:^  +  Ь2Д^^  +  Ь^л:  +  Ь^  =  О 

Коши  (СаисЬу)  даетъ  следующую  форму  способу  Везу.  Предъидущтя  уравне- 
ния даютъ  сл'Ьдую1Ц1я  уравнен1я: 

«о   «1  ^^  "Ь  ^Ь^^  +  ^3^  4"  «4 

?^  ^1 Х^  +  ^2^^  +  Ьз^  +  &4 

ао-"^  +  «1 ^2^^  Н"  ДзД"  +  ^^4 

ЪоХ  +  ^1  "~    &2Г^  +  ^3^  +  *4 

аоХ^  +  «1  ^  +^^2    _    (УзД^  +  ^4 
Ьо.^^  +  ^1  -^  +  ^2  6з'^  +  ^^4 

аоХ^  +  «1.гу- «2^+3_  =  ^*_ 

Ь^ГГ^  +  ^^1  ^3  +  '^2^  +  Ьз  ^4 

приводя  къ  форм'Ь  д'Ьлыхъ  полиномовъ  и  исключая  х^^  х^,  г,  1  мы  найдемъ: 


Е  = 


((^оЬ\ ) 

{о^>2)                   (яо^з) 

(^^0^4) 

(аоЬо) 

(«О^з)  +  («1  '^г)       ('^'0^4)  +  (^'1  ^з) 

(С1А) 

((^о^н) 

(^/0^4^  +  ^^'1  ^з)       («1  ^2)  +  ((^2^3) 

(сф^) 

(а^Ь^) 

(ахЬ^)                   («2'^4) 

(«3^/4  ) 

Если  теперь  разсмотримъ  два  симметрическте  определителя: 


1     («0^1 ) 

(аоЬ.,) 

(а^)^) 

{^(А) 

(0^2) 

(«о^з) 

и^о^>А) 

]     («162)       {((М 

ж 

(«о^з) 

(«0^4) 

{Щ  ^4 ) 

(<12ь,)  ; 

1 

(«0^4) 

(аЛ) 

(«2^4) 

(^3^4) 

конхъ  законъ   образован1я  ясенъ,   то   увидимъ,   что  выводъ  В  получится, 
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прибавляя  элементы  втораго  опред'Ьлителя  къ  четыремъ  среднимъ  элемен- 
тамъ  перваго. 

Точно  также  выводъ  двухъ  уравнен1й  5-й  степени: 

а^x^  +  6^1^*  +  «2^  +  «з^^  "Ь  «4^  +  «5  =  0 
Ьо^*  +  &!  д;*  +  Ъ^х^  +  Ъ^х^  -|-  а4Х  +  65  =  О 

получится  изъ  трехъ  симметрическихъ  опред'Ьлителей: 


(«0^1 )  («оЬг)  (воЬз)  («0^4)  («оЬб) 

(аоЬа)  (аоЬз)  («0^4)  («о^б)  («165) 

(«О^з)  («0^4)  («О^б)  («1^5)  («а^б) 

(«0^4)  («оЬб)  («165)  (оаЬб)  (взЬб) 

(аоЬз)  (0165)  (афъ)  (аф^)  {аМ 


(щЬ^)    {ахЬ^)    {аМ 
(«Л)    ((^К)    (0564) 

(а!  64)      («2^4)      («8^4) 


{(НЬг) 


прибавляя  къ  9-ти  центральншсъ  элементамъ  перваго  определителя  эле- 
менты втораго,  и,  наконецъ,  къ  центральному  элементу,  такъ  образованнаго 
определителя,  прибавляется  послЪдн1й  изъ  трехъ  опред'Ьлителей. 

Легко  распространить  это  образован]е  вывода  и  вообще. 

§  171.   Остается  показать  способъ  Безу  когда  данныя  уравнешя  бу- 
дутъ  различныхъ  степеней.  Пусть  напримЪръ  будутъ  даны  два  уравнен1я: 

а^х*  +  щх^  -{-  а^х^  +  а^х  +  а4  =  О    ,    Ьо^'  +  61^  -|-  Ьа  =  О 

Умножимъ  эти  уравнешя  посл'Ьдовательно  на: 


ЪоХ  +  Ь, 


(а^х  -{-  а\  )х^ 


и   вычтемъ  каждыя  такимъ  образомъ  полученныя  произведен1я,   найдемъ 
два  уравнен1я: 

(аоЬ|  )х^  +  {а^Ь^х^  —  «зМ  —  «4^0  =  ^ 

(аоЬа)  х^  +  { («I  ^а)  —  (««Ьо) }  ^*  —  {о.Фх  +  «4^0)  ^  —  «4^1  =  О 

Если  къ  этимъ  уравнешямъ  присовокупимъ  два  следующ1я: 

ЬоХ^  +  Ь^а;^  4"  Ьа^  =  О 

Ьол;«  +  М*  +  Ь2   =0 

ТО  будемъ  им-бть  четыре  уравнецхя  изъ  $оих:ь  можно  исключить  я?,  х^^  х,  Ь 
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Результат'!.  исключен1л  будетъ: 

В  =  I 

I      Ьо  ^  —Ьо  О      , 

I      О  Ьо  —Ь,  —Ьо 

Этотъ  опред'Ьлителт»,  какъ  легко  пидЬть,  второй  степени  пъ  ко;)(()ИЦ1еп- 
тахъ  нерваго  уравпеглл,  и  чотворт(»й  въ  ко:и|)иц1ептахъ  втораго,  какъ  и 
должеиъ  быть  выводъ,  слК'1,ователы10  не  :1аключаетъ  вь  сеи'1'>  иосторопияго 
множителя. 

Перейдемъ  теперь  къ  обп^ему  случаю,  когда  дапы  д»а  уравцен1я  п-й 
и  т-и  степени: 

/•(г)  =  г/дГ"  +  ^,л"-^  +  ((о^''-^  +  . . .  +  Оп-\!г:  +  ^,.  =  о 

/1  (х)  =  ЬоС"  +  Ь^  г'"-^  4-  Ьо^с"'-^  +  . . .  4-  Ь,п-1Х  +  Ьт  =  о 

гд1^  п'^т.  Умножимъ  второе  уравненхе  на  г""*,  то  будемъ  имЬть  урав- 
нен1е: 

также  ?/-й  степени.  Это  уравнеш'е  кромЬ  т  корней  уравнешя  /*1(.г)  =  0 
им'Ьетъ  еще  и — т  корней  равныхъ  нулю,  слЬдовательно  въ  выводъ  мо- 
жетъ  войти  множитель  а","'"  вслЬдствте  подстановлен1я  корней  равныхъ 
нулю  въ  уравнеше  Д.г)  =  0. 

Изъ  двухъ  уравиеи1й  Д.г)  =  0    и  (\{ос)  =  0,  какъ  было  показано  вы- 
ше, мы  будемъ  им'Ьть  сл'Ьдующ1я  уравнешя: 

До  ахХ^^~^  +  «20;""'"  +  ....  +  ^'н 


Ьо  &!  X'^-^  +  Ьз^"""^  +  •-.•  +  ЬтХ'' 


т 


—т 


М""^  +  ^1^-^""*  +  •...+  ^^^1  Ь„,Х*^- 


[—т 


которыя,  будучи  приведены   къ  формамъ  цЬлыхъ  полиномовъ,  всЬ  будутъ 
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степени  п — 1,  следовательно  изъ  этихъ  уравнешй  и  изъ  сл']^дующнхъ: 


можно  исключить  п  неизв'Ьстныхъ  ж""~^,  ж*^^, . . . ,  д:^,  ж,  1 . 

Такимъ  образомъ  получимъ  выводъ  въ  форагЬ  опред'Ьлителя  п-й  сте- 
пени въ  коэфищентахъ  втораго  уравнен1я,  и  т-й  въ  коэфицхентахъ  пер- 
ваго,  Бакъ  и  слЬдуетъ.  Изъ  этого  видимъ,  что  выводъ  не  заключаетъ 
посторонняго  множителя  и  неизм'&няется  введенхемъ  корней  равныхъ  нулю. 

Примгьчанье.  Бели  II  есть  выводъ  двухъ  уравнен1й  п-й  степени: 

Аа:)  =  0    ,    /;(х)  =  о 

то  выводъ  уравненШ: 

будетъ: 

(а8  —  ^^^В 

Въ  самомъ  д^л^,  каждый  миноръ  {отЬ^Х  составляющ1Й  элементъ  вывода 
въ  форм']^  опред'Ьлителя,  полученнаго  способомъ  Безу,  д^^ается  въ  этомъ 
случа*: 


=  (а8  — Рт)(агЬ,) 


сл-Ьдовательно: 

д,  =(а8— Рт)^^г 

§  172.   Способъ  Келе  (Сауку).   Способъ  Безу  англ1йск1Й  математикъ 
Келе  представилъ  въ  слЪдуюп^ей  формЪ. 

Если  два  уравнешя: 

т  =  0    ,    (р(а;)  =  0 

йМ'Ьютъ  общ1Й  корень,  то  уравнен1ю: 

Г{х)  +  Щх)  =  0  (35) 
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МОЖНО  удовлетворить  пезависимо  отъ  л.  Положимъ: 

л  =  _ср(У):/-(х')  (36) 

уравнен1е  (35)  сдЬлается: 

/Х.г)  ср(.^')  —  ф)  Г{х')  =  О  (37) 

если   /*  и    ср   им'Ьютъ  общаго    множителя,    то   это  уравнен1е  можотъ  быть 
удовлетворено  независимо  отъ  частнаго  ;шачен1я  х'. 

Это  уравиенхе  д'Ьлится  на  х — х\  разделяя  и  приравнивая  нулю  коэ- 
фиц1енты  у  степеней  х\  нолучимъ  уравиеп1я  изъ  которыхъ,  исключая  сте- 
пени X,  нолучимъ  выводь  §  171. 

Яо^^  -{-  а1Х  -\-  П2  =  О     ,     Ь^^x-  -{-Ъ1Х  -{-1)2  =  о 
им4емъ: 

разд'Ьляя  на  х  —  х\  нолучимъ: 

{ («0^1 )  X  +  («0^2) }  л'  +  { ОФд  х  +  (щЬ2)}  =  0 
откуда: 

исключая  X  нолучимъ  известный  выводъ. 

§  173.  Изложимъ  еще  способъ,  который  часто  употребляется,  но  ко- 
торый им-Ьетъ  то  неудобство,  что  вводитъ  въ  выводъ  посторонняго  множи- 
теля, если  прилагается  къ  уравнен1ямъ  выше  второй  степени. 

Цусть  даны  будутъ  два  уравнен1я  второй  степени: 

помножимъ  последовательно  эти  уравнен1я  на: 

Ъ^     и     «о         >         ^2     и     «2 
и  вычитая  полученныя  нроизведеп1Я,  найдемъ  два  уравнен1я: 

(аоЬ,  )х  -\-  («0^2)  =  О     ,     {аоЬ2)х  +  (^1  «/г)  =  О 

▲ЛГЕВРАИЧ.    АНАЛИЗЪ.  85 
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исключая  изъ  этихъ  уравнен1Й  х^  будемъ  ин^Ьть: 

Л  =  (ооЬа)^  —  (аоЬ,  Хо,  Ъ^)  =  О 

Такъ  какъ  это  выводъ  четвертой  степени  и  в^^съ  его  равенъ  четыремъ,  то 
онъ  и  незаключаетъ  посторонняго  множителя. 

Возьмемъ  уравнен1я  3-й  степени  и  отыщемь  выводъ  этихъ  способомъ. 
Пусть  данныя  уравнен1Я  будутъ: 

аох^  +  «1^;^  4"  ^2^  +  Лз  =  О     ,     Ь^х^ -{- ЬхХ^  +  Ых  +  Ьз  =  О 
помножимъ  посл'Ьдовательно  эти  уравнен1я  на: 


Ьо    к    оо 


Ьз    и    оз 


и  вычтемъ  произведен1я,  найдемъ  уравнен1я: 

(аоЪх  )х^  +  {аоЪ2)х  +  (ао\)  =  О     ,     (аф^)х^  +  («1  Ъ^)х  +  (аф^^)  =  О 

Исключая  изъ  этихъ  двухъ  квадратныхъ  уравнен1Й  х ,  какъ  было  показано 
выше,  найдемъ: 


Л  = 


(«0^1 )       («оЬз) 

(яо^з)     («аЬз) 


2 


(афх )    (аоЬз) 
1  (яоЬз)     («163) 


Степень  этой  функц1и  въ  коэфиц1ентахъ  есть  8,  а  вЪсъ  12,  но  степень  вы- 
вода должна  быть  6,  а  вЪсъ  9,  следовательно,  она  должна  длиться  на 
множителя,  коего  степень  есть  2,  а  в'Ьсъ  3,  форма  этого  множителя  должна 
быть  поэтому: 

1(0162)  + р.  (лоЬз) 

Легко  показать,  что  этотъ  множитель  есть  (ао&з)  и  найти  частное  отъ  д'Ь- 
лен1я  на  него  Е^ .  Для  этого,  удерживая  только  тЬ  члены,  которые  не  за- 
ключаютъ  явно  (аф^\  мы  будемъ  им'Ьть  выражен1е: 

{аф1Х(^Ь^)  { (оаЬ^СааЬз)  +  («АХахЬз) } 

которое  д'Ьлится  на  (ао^з))  такъ  какъ  мы  им']Ьемъ  тождество: 

(ахЪ^Хаф^)  +  (а^ЪоХахЬ^)  +  (аоЬхХа^Ъ^)  :^  О 

и  въ  самомъ  дЪл'Ь  это  тождество  есть  ничто  иное,  какъ  изв'Ьстное  тож- 
дество: 

(Р-7)(а-»)  +  (т-«)(&-5)  +  («-Р)(т-8)  --  О 


ГЛАВА   XII. — ИСКЛЮЧЕН1Е — ЭЛИМИПАЦ1Я.  275 

Разлагая  оиредГ,лителя  Л|   и  {^азд'Ьляя  на  (6/062),  найдемъ: 

+  («г^оЯ^ь'^з)  +  (^'0^1  )(^*1  ЬгУ  —  (а^^Ь^  )(«1  ?>2Х^'2бз) 

эта  фуикц1Я  С-й  стеиепи,  имЬетъ  вЬсъ  9,  сл'Ьдовательно,  есть  выводъ  двухъ 
кубическихъ  уравиепхй. 

Точно  также  мы  можемъ  найти  выводъ  двухъ  уравнен1Й  4-й  сте- 
пени, выводя  изъ  нихъ,  какъ  показано  выше,  исключентемъ,  два  кубиче- 
СК1Я  уравнен1я,  изъ  вывода  коихъ  должно  устранить  посторонняго  мно- 
жителя 4-й  степени,  который  выражаетъ,  что  полученныя  два  кубиче- 
СК1Я  уравнен1я  имЬютъ  общ1Й  корень,  если-бы  данныя  два  уравнеп1я  4-й 
стенени  и  не  имЬли  его.  И  вообще  если  этимъ  способомъ  будемъ  нахо- 
дять  выводъ  двухъ  уравнен1Й  п-й  степени,  то  всегда  необходимо  устра- 
нить посторонн1й  множитель  2/г-й  степени.  Следовательно,  этотъ  снособъ 
уступаетъ  всЬмъ  предъидуп1.имъ  и  можетъ  быть  употребляемъ  только  въ 
томъ  случа'Ь,  кос'да,  по  свойству  уравнен1я,  постороннш  множитель  можетъ 
быть  легко  устраненъ. 

Примщуъ.  Исключить  х  изъ  уравнен! й: 

ао^г'^  Н" щх  -\-  а2  =  О     ,     х^  —  1  =  0 
умножая  первое  уравнен1е  на  х  и  замечая,  что  д;'^  =  1,  будемъ  им1п'ь: 

Умножая  это  последнее  еще  на  х  и  исключая  х^,  найдемъ: 

а2.т-  -)-  а(^х  -\-  щ  =  О 
исключая  теперь  х^,  х,  1  изъ  трехъ  уравнен1й: 

6/оА*^  -["  ^'1  ^:^  +  6^2  =  О     ,     щ  .т-  +  6^2'^  4"  ^'о  =  ^     »     ^^2-^^  ~Ь  ^'о'^  +  б(|  =  о 
найдемъ,  наконецъ: 


П  = 


(Ц  «1  ((2 
(11  ((о  (Ц 
«2        ^'1         «О 


=  О 


Легко  вид'Ьть,  что  выводъ  уравнен1й: 

а^х^  +  а]  ж^  -|-  ОуХ^  +  а^х  +  а^  =  О     ,     х^  =  1 
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будетъ: 


В  = 


(Ц  ^1  ^2  <Н  ^4 

О!  02  Оз  а^  ао 

02  Оз  04  Оо  0} 

03  04  Оо  0|  02 


04   Оо   01   02   Оз 


=  0 


Прилчьръ  2.  Найти  съ  помощью  способа  Эйлера,  что  два  кубичесшя 
уравнен1я: 

/"  (х)  =  ацХ^  +  «1  д;^  +  «2^  +  Оз  =  О 

/1  (^)  ==  Ьож'  +  ^1  д?*  +  Ьз^  +  Ьз  =  О 

им'Ьютъ  два  общ1е  корня. 

Если  эти  уравнен1Я  им'Ьютъ  два  общ1е  корня,  то  умножая  ^{х)  на  треть- 
ЯГО  множителя  функцш  /1(я;),  а  /Кгс)  умножая  на  третхй  множитель  функ- 
Ц1И  Дж),  найдемъ: 

^9  ^)  Т}  &  суть  неопред'Ьленные  коэфищенты.  Приравнивая  коэфиц1енты 
у  д;,  это  тождество  дастъ  сл4дующ1я  услов1я: 

а«о  +  РО  —^Ъо  —  ЬЪ  =0 
а«1  +  Роо  — Т^!  —  5Ьо  =  О 
а«2  +  Р«1  — тЬз  —  №1=0 
««8  +  Р«2  — тЬз  —  йЬз  =  О 
аО  +&Оз  — тО  —  8Ьз  =  0 

Комбинируя  эти  пять  уравнен1й  по  четыре  и  исключая  а,  р,  у,  8,  по- 
лучимъ  пять  опред']^лителей,  которые  и  будутъ  искомыя  услов1я.  Эти  пять 
опред'Ьлителей  обозначаютъ  сл'Ьдующимъ  символомъ: 

Оо    О     Ьо    О 


«I  йо  &!  Ьо 
02  О]  2^2  ^1 
030263^2 


=  0 


О         Оз       О        Ьз 
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въ  которомъ  надобно  выбрасывать  каждую  нзъ  горизонталей  и  приравни- 
вать нулю  оставш1йся  определитель  4-го  порядка,    это  и  будутъ  искомыя 

пять    уСЛ0В1Й. 

§  174.  Остается  показать  какъ  исключить  одно  изъ  пеизвЪстныхъ 
изъ  двухъ  уравнен1й  г^-й  и  т-й  степеней  съ  двумя  неизвЬстными.  Самое 
общее  уравнен1е  п-й  степени  съ  двумя  неизвестными  есть: 

+ 


+  (/о-гз  +  г1,  л'Яу  +  ^1,х1/  +  (1,1/    (31)) 

-Ь^О'^^     +^'1''*!/    +^'2^/'*^ 

+  /7=0 

какъ  видно  оно  состоитъ  изъ  и  -\~  1  членовъ  ?^-го  измГ.рен1я,  изъ  и  чле- 
новъ  п — 1  изм'Ьрен1я  и  т.  д.,  изъ  4-хь  членовъ  третьяго  изм'Ьрен1я,  изъ 
3-хъ  членовъ  втораго,  изъ  2-хъ  членовъ  перваго  и  одного  члена  нулеваго 
изм-брентя,  следовательно  всего  членовъ  будетъ: 

1+2+Н+4+5+6+ ^,,^п-\-1=  ''^1'+^"^ 

Расположивъ  это  уравнен1с  (30)  по  степеилмъ  .г,  найдрмъ: 


(40) 


или: 


«о.г•"  +  («,у  +  />о).^"-^-1-(<'2^/^  +  ^^/  +  «•о)•*"-'+  •  •  • 
(«„-ц/'-'  +  г-п-зУ'  •-  +  г„_з1/"-'-|-  .  .  .  +'',2/  +  /'о).с  + 


Лз;"  +  ^|Э^'~'  +  Л1"~-+ +Л„-1а;  +  ^„  =  0  (41) 


гд4    коэфиц1енты    Ах,  А^у  А-^^...,   суть   полиномы   отъ  у  такой  степени 
какой  индексъ  ири  А.  Для  симмот1)1и  ми  иоложили  «о  =  А^. 


278  ГЛАВА   ХП.— ИСКЛЮЧЕН1Е — ЭЛИМИНАЦ1Я. 

Пусть  теиерь  будутъ  даны  два  уравнешя  съ  двумя  неизвестными  х 
и  у  П'й  и  Ш'к  степени  формы  (41): 

Аоя^^  +  ЛхаГ-^  +  А^а^-^  +  ....  +Ап-1Х  +  Ап  =  0 

(42) 

гд4  Ао^  А\,  ^2 » •  •  • ;  ^0  1  Д »  ^2 » •  •  •  суть   полиномы   отъ  у,  коихъ  сте- 
пень равна  индексу  у  Еоэфицхента. 

Разсматривая  Боэфищенты  этихъ  уравнен1Й  какъ  количества  постоян- 
ныя,  найдемъ  выводъ,  какъ  было  покавано  выше  (§§  171  и  172),  в'къ 
котораго  равенъ  п.т;  но  такъ  какъ  коэфицхенты  суть  полиномы  отъ  у, 
коихъ  степень  равна  индексу  коэфиц1ента,  то  выводъ  будетъ  полиномъ 
отъ  у  пт-й  степени.  Сл']^довательно,  результатъ  исключен1я  перем'Ьннаго  х 
изъ  уравнен1Й  (42)  будетъ  уравнен1е  пт-й  степени  относительно  у.  Пусть 
это  уравнен1в  будетъ: 

гдЪ  Со,  ^1,  (72,..., си  суть  функщи   коэфиц1ентовъ  данныхъ   уравнешй. 
Означимъ  его  корни  чрезъ  у1 ,  уг  >  Уз  I  •  •  • « вс']^хъ  чнсломъ  пт. 

Подставивъ  въ  уравнен1Я  (42)  вм']^сто  у  одинъ  изъ  предъидущихъ 
корней,  получимъ  два  уравнен1я  въ  х^  р']^шая  которыя,  найдемъ  изъ  од- 
ного п  значен1й  для  а:,  а  изъ  другаго  т  значен1Й  для  ж,  соотв-Ьтствующихъ 
подставленному  корню  уравнен1я  (43).  Но  какое  значеше  х  соотв'Ьтствуетъ 
значешю  у,  мы  такимъ  образомъ  не  опред']^лимъ,  а  надобно  поступать  сл'Ь- 
дующимъ  образомъ:  возьмемъ,  наприм']^ръ,  первый  корень  ^1  и  вставимъ 
вм'Ьсто  у  въ  оба  уравнен1я  (42).  Эти  уравнешя  должны  им']^ть  обп^!й  ко- 
рень, который  опред']^лится,  разыскавъ  общаго  наибольшаго  д'Ьдителя  между 
ними,  и  означивъ  его  чрезъ  хх^  будемъ  имЪть  пару  величинъ  {х^у\)  удов- 
летворяющихъ  данныя  два  уравнен1я;  поступая  также  съ  каждымъ  изъ 
другихъ  корней  уравнен1я  (43),  найдемъ  п.т  паръ: 


^\У\     >    л;2У2     ,    х^уъ    ,    х^у^ 


величинъ  для  х  ж  у,  удовлетворяющихъ  совокупно  даннныя  два  уравнешя. 

Прим^ьръ*  Найти  координаты  точекъ  перес^Ьчен1я  двухъ  коничесвихъ 
сЬчешй; 

ал;«  +  2Ь2гу  +  су2  +  2с& -+- 2еу +/■=  О 
а1а:2+2Ь1а:у+С1Уз+2Й1ж4-2е1у4-/'=  О 
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или: 

ах'-  +  2{Ьу  -\-  (1)х  +  сч/  +  '^су  +  /*=  О 

а,  ^2  -Ь  2(?>,  г^  +  ^?1  )х  +  с,  г/  +2е,  у+Г  =  0 
откуда,  соображаясь  съ  §  1П2,  прим'Ьръ,  найдемъ,  если  положимъ: 

(1о  =  а     ,     г/,  =  2(  6^  +  ^/)     ,     «2  =  г^/2  +  2су  -|-  /' 

{ [асх  —а^с)1г  +  2(г/^'1  —а,  г)^/  +  б;/*,  — «» Л  }2  + 
-Ь  4  { {Ьа,  -/>,  г/ V  +  ( (1а,  - (1,  а  }  { {Ьу  -\-  (1) (г, у^  +  2с, у  +  /,)  — 

-  (^  У  +  (^1  )(с^^  +  '2гу  +  ;^) }  =  О 

уравнен1е  4-й  степени  относительно  у. 

§  17Г).  Симметрическая  фупкцтя  корней,  удовлетворяющихъ  два  урав- 
нен1я  съ  двумя  неизвЬстными,  можетъ  быть  выражена  въ  коэфиц1ептахъ 
об-Ьихъ  уравнен1Й. 

Пусть  даниыя  уравнен1я  будутъ: 

Аох"  +  Лрг"-^  +  Аох"-^  -{-....+  Л„_1.г  +  ^"  =  О 

(44) 

корни,  удовлетворяюние  эти  уравнен1я,  пусть  будутъ: 

Для  этого  возьмемъ  сл'Ьдуюи1;ее  выражен1е: 

1  =  1х-{-  \1.у 

гд-Ь  X  и  51.  суть  нроизвольпыя  величины  и  съ  помоп^ью  этого  уравнен1я 
исключимъ  изъ  уравнен1й  (44)  величину  у,  получимъ  два  уравнешя  въ  ^  и  л:; 
между  этими  уравнен1ями  исключимъ  т,  получимъ  одно  ураинен1е  въ  I  пт 
степени.  Коэфиц1епты  этого  уравнен1я  будутъ  фуикщи  коэфищентовъ  дан- 
ныхъ  уравнен1й  и  отъ  X  и  [х.  Пусть  ^ь  Аз  ^  ^:з » •  •  •  ^  будутъ  корни  уравнен1я 
въ  (.  Составимь  форму  ^>-хъ  степеней  отъ  этнхъ  корней: 

Первая  часть  есть  симметрическая  функц1я  корней  уравнен1я  въ  /,  слЬдо- 
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вательно,  есть  функц1д  отъ  коэфиц1ентовъ  уравнен1й  (44)  и  оть  X  и  (1. 
Разлагая  вторую  часть  уравнешя  (45)  по  степенямъ  ).  и  |л  и  приравнивая 
Е0эфиц1енты  при  одинаковыхъ  степеняхъ  X  и  |л,  найдехъ  сикметрическхя 
функц1и: 

2хГ    ,    2тГЧ    1    ^^Г^х    ,    2^У1  .  .  .  2у? 

которыя  суть  коэфиц1енты  во  второй  части  уравнешя  (45)  при  величинахъ: 

§  176.  Признанная.  Призначною  какого-нибудь  уравнешя  въ  анализе 
называютъ  простейшую  функц1Ю  въ  коэфищентахъ  уравнешя,  приведенную 
въ  ц1>лую  ращональную  форму,  уничтожен1е  которой  выражаетъ  усдов1е, 
что  данное  уравнен1е  им'Ьетъ  равные  корни.  Мы  уже  познакомились  выше 
(§  149)  съ  этой  функщей,  а  здЪсь  займемся  общими  ея  свойствами. 

Пусть  данное  уравнен1е  будетъ: 

Дд:)  =  аох"  +  010?"-^  +  ««Д?""^  4" +  0^-1^  +  а«  =  О  (46) 

Если  это  уравнен1е  им^етъ  двойной  корень,  то  этотъ  корень  долженъ  при- 
надлежать (§  46)  и  производной: 

/''(ж)==паоЖ"-^4-(л— 1)а1Ж"-24-(п— 2)а2ж"-'+.  ..+2оц,-2Х+а«-1  =  0    (47) 

сл']^довательно  призначная  есть  выводъ  уравнен1Й  (46)  и  (47). 

Легко  вид']^ть,  что  двойной  корень  долженъ  быть  и  корнемъ  уравнешя: 

г^;^)'   п/'(я:)  —  а:Дж)  =  а1Ж"-1  +  2а2л;^2  +  За8Я^~' +  ....+ 

+  (п— 2)ап-2Ж«  +  (п— 1)а„-1д:  +  яап  =  О  (48) 

Означимъ  эту  функц1ю  п — 1  степени  чрезъ  (\{х)^  т.  е. 

^^  {х)  =  пГ{х)  —  хПх)  =  О  (49) 

Изъ  этого  видимъ,  что  призначная  есть  выводъ  уравнешй: 

Пх)  =  0      ,      Ш)=0  (50) 

Такъ  какъ  оба  эти  уравнешя  п — 1  степени,  то  призначная  будетъ  2(п — 1) 
степени  въ  коэфиц1ентахъ.  Бели -бы  индексы  въ  коэфицхентахъ  въ  (1{х) 
были  О,  1,  2,  3,...,  то  в-Ёсъ  призначной  былъ-бы  (п — 1)^  но  индексы 
коэфиц1ентовъ  въ  {'^{х)  повышены  на  единицу,  какъ  видно  изъ  (48),  сл^Ь- 
довательно  къ  (м — 1)^  надобно  прибавить  м — 1,  т.  е.  в-Ьсъ  призначной  бу- 
детъ (п— 1)^  +  (п— 1)  ==:  п(м— 1). 
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§  177.  Если  уравпен1е  (4С)  паиишемъ  въ  однородной  форм'Ь: 

Л-'^»  у)  =  «0-^'"  +  ^'|  ^'"^  У  +  «2  ^""^  ^^  +  .  . .  + 


(51) 


то  функщя  {1(х)  есть  НИЧТО  иное  какъ  производная  функфя  функц1и  [{х.у) 
по  у,  въ  которой  положено  у=^\.  СлЬдовательпо  призпачная  есть  выводъ 
уравнешй: 

ду 


ОХ 


изъ  которыхъ  исключается  х,   положивъ    ?у=^1,    или   исключается  просто 
отношен1е  х:у, 

§  178.  Такъ  какъ  призпачная  есть  выводъ  уравпен1Й: 


т=0       ,      Г\х)  =  0 


(53) 


а  этотъ  выводъ  есть  симметрическая  функтия  корней  х^ ,  ./'2 ,  ^з » •  •  • » ^''»«  п^Р" 
ваго  изъ  уравнен1й  (58),  какъ  показано  выше  (§  160),  т.  е. 


11  =  Г{х,).Г\х.^.ГМ  ....  ГШ 


то  по  §  154: 


п(п~1) 


Лл'1 ) . /"(^Гз) .  Г(гз)  ....  Гип)  =  {—1)    2    д;;д„ 

гд'Ь  Дн  есть  произведеи1е    квадратовъ   разностей    корней  данна1^о  уравне- 
н1я,  сл1>довательно  призначная  есть  Д ,, . 

1[рим1ьръ  1.  Найти  призначную  кубическаго  уравиен1я: 

аох^  -\-  ЗорГ-  -|-  3^2  .т  -[-  «3  =  (^ 

Она  есть  результатъ  исключен1я  х  изъ  уравпен1Й: 


соображаясь  съ  §  128,  пайдемъ: 


и 


^1  х^  -\-  2а2Х  +  ^3  =  ^ 


Д  3  =  4(^/0^2— «^ )  {Щ(^г—^^%)  —  («о^<з— ^'1^'2)^  =  О 


или  въ  форм'Ь  определите  ля: 


Дз  = 


'^0 

2г/| 

^2 

0 

0 

ао 

2«1 

«1 

2(12 

«3 

0 

0 

^1 

2^2 

«3 

=  0 


АЛГЕБРАИЧ.    АНАЛИаЪ. 
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Пргшгьрь  2.   Выразить  признаковую  уравнея1я  4-й  степени  въ  форм'Ь 
опред'Ьлителя?  Пусть  данное  уравнен1е  будетъ: 

оох*  +  *»!  д;'  4"  бодж^  +  408^  -(-  а^  =  О 
призначная  есть  выводъ  уравнен1й: 

а^х^  +  3»!  ^^  +  ЗааЖ  -|-  Оз  =  О     ,     щх^-\-  ^а^х^  +  Ъа^  4"  «4  =  О 
а  выводъ  этихъ  уравнешй  есть: 


А4  = 


«0 

Ъах 

Зог 

аз 

0 

0 

0 

ао 

Зйх 

302 

«8 

0 

0 

0 

«0 

30| 

Зоз 

Оз 

«1 

302 

За, 

«4 

0 

0 

0 

«1 

Заа 

Зоз 

Оч 

0 

0 

0 

«1 

Зоз 

Зоз 

«4 

=  0 


этотъ  определитель  какъ  увидимъ  ниже  равенъ  выражен!»  ^^^  —  27е7'2^ 

Примгьръ  3.  Показать,  что  еТ!  ==  О  есть  услов1е  равенства  трехъ  кор- 
ней уравнен1я: 

С(х)  =  ОоЖ*  +  401^:^-1"  богД^^  -|-  4оза?  +  о^  =  О 
Тройной  корень  этого  уравнешя  есть  двойной  производной  его: 

^(х)  =  ОоХ^  +  Зо!^?*  +  ЗоаЖ  +  Оз  =  О 
сл']^довательно  онъ  долженъ  быть  общимъ  корнемъ  уравнен1й: 

Ооа:^  +  20|а;-}-02  =  0    ,     01д;*  + ^ОаЖ  +  Оз  =  О 
Но  мы  имЪемъ  тождество: 

/(х)  =  х^  (аоХ^-\'2а[Х-['а2)  +  2а?  (о1  д;^-|-2л2Ж+оз)  +  ^^*  ~1"  ЗозЖ  +  О4 

следовательно  тройной  корень  долженъ  удовлетворить  и  уравненхе: 

02Д?*  4"  2озЖ  4"  <*4  =  О 

следовательно   тройной   корень   уравнен1я   /*(а;)  =  0   удовлетворяетъ    три 
уравнен1я: 


Оол;^4"20|а;-}-02  =  0   ,   01Ж^  4"  2^4^:4"^=*^   >   02^?^  4~  2оаД?  4~  ^4  =*  ^ 
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откуда,  исключая  .г,  иайдемъ  искомое  уравненхе: 

I     «о       ^'1       ^'2     I 

'  I 

!  ^'1    «2   «3    =^\  =  о 

«2       ^'З       ^'4 

§  171К  Призначпал,  какъ  мы  видЪли,  есть  вииодъ  уравпен1Й: 

А^)  =  о    и    Ги)  =  о 

или  уравнен1Й: 

^'(х)  =  0    и    /;(г)  =  0 

или  наконецъ  с^сть  выводъ  уравнеп1Й: 

Легко  вид'Ьть,  что  выводы,  полученные  такимъ  образомъ,  будутъ  всЬ  равны 
выражен1ю  Д»  умноженному  на  различные  коэфищеиты. 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  если  въ  уравнен1е: 

пПт)  =  хГи)  +  ГЛ^)  (54) 

вставимъ    последовательно    корпи   Х]^  .го,  Гз,...,.Лм   то    получимъ   рлдъ 
уравнен1й: 

^\  [\^\ )  =  —  /]  (^1  ) 


ХиГ{Х,г)  =  /1  (Л'и) 

перемножая  которыл,  иайдемъ: 

XI  Х^Х^ ЫХ-'^Л  )  .  Г(^'2)  •  •  •  ('М  =  (—  1  П\  {Хх  )  .  (х  {Х^) /1  {Хп) 

или  помня,  что  а^^ХхХ.уХ'^, , .  Хн  =  { — 1)"б^, ,  найдемъ: 

а4\х1 ) .  / '(д"2) 1\хп)  =  а^]  [Хх ) .  /1(0-2) /\  (Хн)  (55) 

Но  произведен1Я  ("(хх)  -{'{х^)- .  >  ("{Хп)  и  /'1(^1)  .Д(.Г2). .  ./П^'»)  суть  выводы, 
первое  между  уравнен1ями  ({х)  =  0  и  /''(.г)  =  0,  а  второе  между  уравне- 
шями  ({х)  =  0  и  /*1(д:)=^0.  Подставляя  значен1е  перваго  произведеигя 
(§  114,  35)  въ  предъидущее  (55)  тождество,  найдемъ: 

п{п-\) 

Л('^1)Л(^'2).../1С^п)  =  (— 1)  ''  аГ'л^п.Ап  (50) 
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Означимъ  Еорни  уравненхя  (\х)  =  О  чрезъ  у) ,  уз »  Уз  1  •  •  •  1  У»-! »  ^  корни 
уравнен1я  {^{х)  =  О  чрезъ  ^е?1,  ^Е?2,  ^з » •  •  •  1  ^л »  и  вставимъ  последовательно 
Уь  У21  У8?"чУп~1  в'ь  уравнеше  (54),  то  найдемъ  рядъ  уравнешй: 

п((у\)  =  (\{у\)    1     «/"Ы  = /КУа) п/'(у«-1)  =  /1(уп-ы) 

Еоторыя,  перемножая  найдемъ: 

п--^/"(У1).АУ2)....ЯУп-|)  =  Л(У1)./;Ы...-/1(У«-1)  (57) 

первая  часть  этого  уравнен1я  есть  внводъ  уравнешй  ({х)  =  О  и  /^(ж)  =  О, 
а  вторая  есть  выводъ  уравненШ  ^'{х)  =  0  и  /1(а;)  =  0. 

Но  мы  нм'Ьемъ  (§  161,  7): 


или: 


АУ!)  .  /ТУз)  ....  ЯУп-1)  =  П^'.а^/Хх^)  .  (\Х2) АЛV^) 


или: 


п(и-1) 


/•(У1).ДУ2)....Г(Уп-1)  =  (-1)  ^-^  .п^а^+^ Дн 
подставляя  въ  (57),  найдемъ: 

п(п-1) 

/;(У1).Л(У2)...-/;(У-1)  =  (-1)  ''    .п2~-Ча;+^Ан  (58) 

§  180.  Такъ  какъ  призначная  есть  выводъ  уравнен1й  {(х)  =  0  и 
^(х)=0  п-й  и  п — 1  степеней,  то  въ  силу  §  162  (св.  4)  она  не  изме- 
няется, если  данное  уравнеше  преобразуемъ  въ  другое,  котораго  корни 
суть  обратные  корнямъ  даннаго.  Но  такъ  какъ  такое  преобразоваше  де- 
лается изменяя  коэфищенты  на  дополнительные,  т.  е.  вообще  Ог  на  Он-г^ 
то  изъ  этого  следуетъ,  что  отъ  такого  замЬщенхя  призначная  не  изме- 
няется. 

§  181.  Призначная  есть  симметрическая  функцхя  разностей  корней 
даннаго  уравнен1я,  следовательно,  она  должна  удовлетворять  следующимъ 
уравнешямъ  въ  частныкъ  дифференщалахъ: 

если  же  уравнеше  цаписацо  съ  бицом1альными  коэфи1^1ентамн,  то  оно  удов- 
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летворлетъ  уравнен1ю: 

Следовательно,  такь  какъ  степень  и  вЬсъ  призпачной  изв'Ьстны,  то  ея 
форму  можно  построить  съ  неопред'Ьленпыми  коэфшиентами,  которые  за- 
т'Ьмъ  легко   определить  съ  помощью  уравнен1Й  (5!))  или  (вО). 

§  182.  Предложение.  Если  функщя  есть  произведен1е  двухъ  функц1й: 

то  призначная  функц1И  /\.с)  есть  произведен1е  призначныхъ  функц1й  /^(у:) 
и  /^гС^),  помноженное  па  квадратъ  вывода  уравнеп1Й  /'1(д:)  =  0  и  /'2(0")  =  0. 

Дока.шшрльство.  Пусть  призначная  функц1и  ((х)  будотъ  Д1,2,  при- 
значныя  функфй  (^{х)  и  (^{х)  пусть  будут7>  Д1  и  До,  пусть  выводъ  урав- 
иен1Й  /*|(а?)  =  0  и  (^{х)=^0  будетъ  7^1,2,  требуется  доказать,   что: 

А1,>=  Д,.  Д2./Л.2  (01) 

Призначная  уравнен1я  /'(.г)  =  0  есть  произведен1е  квадратовъ  разностей 
корней  этого  уравнец1я,  следовательно,  она  состоитъ  изъ  произведен1я  квад- 
ратовъ разностей  корней  уравпсп1я  /1(.г)=0  и  ироизведеп1я  квадратовъ 
разностей  корней  уравнения  /2(^)  =  <^^  и,  накопець,  изъ  квадратовъ  ра:зно- 
стей  между  корнями  уравпон1Й  (\(х)  =  0  и  /2(.г)  =  0.  Первыя  два  пронз- 
веден1я  суть  призпачныя  Д1  и  Д2,  а  послЬднее  ость  квадратъ  вывода  К^\^'> 
Сл-Ьдовательпо,  мы  имЬемъ  уравнен1е  (01). 

§  183.  11реОложсн1е.   Призначная  функц1и: 

Да;)  =  ^/ос^  +  а,.с"-^  +  ао.г"---1-  ....  +  г/.-1.г +  (/„  =  О  (62) 

им'Ьетъ   форму: 

Ак  =  Ои  .  Ф  +  ^^'-«-1  .  А,._1  (0:3) 

гд-Ь  Ан-1  есть  призначная  функцги: 

ОоГ'^-^ -\-Щх''---\-((2х'^-'-^-\~  ....   -{-а,,_..Х'{-аи-1  =  0  {('А) 

Локпзательство.  '5ам1>тпмъ,  что  призначная  получится  одна  и  та-же, 
возьмемъ-ли  призначную  формы  (02)  и  сдЬлаомъ  въ  ней  а„=(),  или  сдЬ- 
лаемъ  сначала  въ  формЬ  ((52)  ап  =  ^  и  возьмемь  призпачную.  По  если  въ 
форм*  (62)  сд'Ьлаемъ  «„  =  О,  то  она  сдЬлается: 
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Следовательно,  она  есть  произведете  двухъ  функщй,  а  потому  и  ея  при- 
значная  равна  пронзведешю  призначной  Аи-1  на  ввадратъ  вывода  урав- 
нешй  х  =  0  1&  уравнен1я  (64),  но  квадратъ  этого  вывода  есть  а^н-! ,  сле- 
довательно, мы  имеемъ  уравнеше  (63). 

Точно  также  легко  показать,  что: 

А«  =  аоФ  +  а;Ан~1  (66) 


ГЛАВА  XIII. 

Неизиенный  и  соизи-Ьиныя  (инварЕанты  и  ковар!анты). 

§  184.  целую  ращональную  однородную  функщю  двухъ  переменныхъ 
количествъ  х  я  у  будемъ  называть  двоичною  формою  п-го  порядка  или 
степени,  если  наивысшая  степень  переменнаго  будетъ  п.  Общ1Й  видъ  та- 
кой формы  съ  бином1альными  коэфицхентами  есть: 

Да?,  у)  =  «0^**  +  па,а;"-^у  +  -  ^"2  ~  «а^?^" У+-  •  •  •  +  поп^хху'^^+апу^     (1) 

мы  будемъ  ее  обозначать,  согласно  Келе,  символомъ: 

(ао ,  а] ,  02  , . . . ,  Оп^г  .Оп^.х, уУ  (2) 

или  еще  проще  символомъ: 

{1.п\п,уГ  (3) 

Если  въ  форме  (1)  сделаемъ  2^=1,  то  мы  будемъ  ее  обозначать  символомъ 
Дя;,1)=17п  вместо  /*п,  какъ  означено  выше  въ  §  52;  при  такомъ  обозна- 
ченш  производныя  формы  ({х,\)  по  х  будутъ,  какъ  мы  видели  выше  (§52): 

П  ?7п_1  ,  П{П \)'Пп-2  , 

§  185    Возьмемъ  форму: 

Дж,  1 )  =  а^  +  аа^а^' "^  +  ^^у^ —  а^а^~^  -}-...  +  '^Шп-хх  +  о»  (4) 
если  приравняемъ  ^у  форму  нулю  и  о^начимъ  чрезъ  о?! ,  ^2 ,  ^з « •  •  •  I  ^м  кор- 
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пи  такого  ура1шеи1я,  то  будемъ  имЬть  сл-Ьдующео  тождество: 
11реобра;5уемъ  .^то  тождество  въ  другое  иодстановленхемъ: 

,._.^.Л+А_  (С) 

а.2Х  +  р2 

такое  преобраиован1е  называется  п^юэктианыли.   Легко  вид'1'>тг.,  что  обратно 
им'Ьемъ: 

Опред'Ьлитель  «,^2 — ^2?^1  =  ('^\^2^  не  должепъ  быть  равенъ  пулю,  такъ  какъ 

въ  этомъ  ел учаЬ  х  =    ^    (§  СО).   Озпачимъ  чрезъ  Х] ,  Х2 Хп  значеп1я 

X,    когда  въ  уравнеп1е  (7)  влгЬсто   х   нодставимъ   иосл'1',довательно  корни 

Подставнмъ  въ  (5)  вместо  .г  его  выражеп1е  (Г)),  то  нервал  его  часть 
приметъ  форму: 

ЛоХ"  +  пА,  X"-'  +  - т  1Г-  АХ'""'  +  . . .  +  пЛп^1Х  +  Ап  , ^. 

1 . 2  уо) 

^о^Х  +  Й)" 
гдЬ: 

')1(')1 —  1  ) 

Ао  =  ао^'!  +  пщ  <  ^2  -\ ]-^ —  ^ГгЛГ'а^  +  •  •  •  +  гга,.-го^^  а'Г^  +  (^и<     («О 

или: 

Преобразуемъ  теперь  2-ю  часть  тождества  (5).  Для  этого  возьмемъ  ка- 
кой нибудь  изъ  ея  множителей,  напримЬръ  х  —  г,  и  нодставимъ  въ  него 
выражен1л: 

азХ  +  Рз  «2^/  "Н  Р2 

пайдемъ: 

г— г  =   -^'''^^^^-^"-^''^      ^  П2) 

'^'       (а,Х+Р2)(«2Х,  +  32)  ^ 

полагая  посл'Ьдовательно  /=1,  2,  3, . . . ,  ^г  и  подставляя  эти  зпачен1я  въ: 

а^(х—х^){х — Х2)(х—х^) (х—Хг) 
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найдемъ: 

ао(«1  (^2)ЧХ-Х,ЦХ-Х,)  (Х-Хз) ....  (X— X.)  . 

{<чХ+МЧо^Х,  +М  («9 Х,+М ....  (аДп+Р.)  ^  ^ 

приравнивая  это  выражешю  (8)  будемъ  им'Ьть: 

А  х^'Л-пЛ  ул-14-      МА     .х^и.4  —  ^^^^^  ^2У-(Х—Х\  )(Х— Хз) ....  (X— Хп) 
АоХ+пА,Х      +....+Л„-,ХМ«-   (а,Х,+Р,)(а^Х,+Р.)....(а2Х.-Р,) 

но  мы  вообще  им^^нъ: 

(ЧХ.  +  Р2=— ^"'^^  -    или    (а.-а8д;.)(«2Х,+р8)  =  (а,р2)       (И) 

«1 (12X4 

полагал   г=^  1,  2,  3,  4*... ,  п   и  подставляя   въ  предъидущее   тождество, 
найдемъ: 

ЛХ-  +  пАхХ**-^  +.  ..+  .!„  =  ао(а1— «аж,) . . .  (а1— ОгЖнХХ— Х^. .  .(X— Х-) 

=  Л(Х— Х1)(Х— Ха). . . . (X— Хп)  (15) 

гд4  Л  о  им-Ьеть  форму  (10). 

§  186.  Если  возьмемъ  однородную  форму: 

аоо^  +  пахо^-'у ^"^^^^ а^^-у  +  .  .  .   +  поп-^гху^-^  +  а^^Г      ПС) 
и  напишемъ  ее  въ  форм'Ь: 


»о(-|]  +па1  (^\      4--..+лап-1[|^|+ап=(аоа,  ..•ап)(-^П 

и  въ  проэЕтивномъ  преобразован1и  (6)  зам1^нимъ  о;  и  X  отношешями  — 
и  — ,  то  оно  сд-Ьлается: 

^^о^х+м; 

у       ааХ  +  РаГ 

тогда,  очевидно,  проэктивное  преобразованхе  формы  (16)  можетъ  быть  сде- 
лано двумя  линейными  преобразовашями: 

И  тавимъ  образомъ  избЪгаютъ  дробныхъ  преобразованхй. 
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Такое  преоб1)а:зовап1е  даетъ: 

=  АоX^^  +  пЛ,X'^-'У-\-  .  .  .  +?и._1ХГ-1  +  Л.Г«  (18) 

или 

По(^—Ау)(^—^2У)' . .(.'— :л,//)  =  у1,/ X— X,  Л(Х— Хо Г). .  .(X— X,. У)    (НО 

гд'Ь: 

Преобразован1е  двоичной  формы: 

(«о  1  «ь  ^'2 1  •  •  •  <.  ^п  $  л:,  уУ' 
подстановлен1ям11: 

.г=а1Х  +  ?,Г    и     2/  =  а2Х+РоГ  (20) 

въ  форму: 

{Ао ,  ^1 ,  уЬ,  , . . . ,  Ап  I X,  17' 

назывютъ  лингинымь  преопразоваи'юмъ. 

Мзъ  (20)  мы  будемъ  имЬть  обратное  преобра:10ван1е: 

(ап%)Х  =  ^.х  —  ?,/у       и       {а,^.,)У=  —  ^.х-\~с^,у  (21) 

Оиред'Ьлитель  (а,^.,^  называется  модулемь  линейнаго  преобразован1я. 
§  187.  Опред}ьлсн1е.   Пусть: 

будетъ  ц'Ьлая,  однородная,  симметрическая  функция  ,*>-го  порядка  разностей 
корней  уравнен1я: 

К.  =  Л^г)  =  аох''  +  ««1^"-^  +  '  -'у-^-  ^'2^'""^  +  • . .  +  >'^ь.-ь^'  +  ^»  =  О  (2 ■]) 

Такая  функц1я,  очевидно,  не  изменяется,  если  корни  Х1,Х2,,  - .  ,огп  замЬ- 
стимъ  разностями  д*!  —  X,  Х2  —  а;,  .  .  .  ,  Хп  —  х. 

Если  въ  функции  (22)  подставимъ  вместо  корней  Х1,Х2,.  * .  ,Хп  урав- 
нен1я  (23)  ихъ  обратныя  значен1я: 

1  1  1 

XI  Х^  Хц 

АЛГЕВРАИЧ.   АИАЛИЗЪ.  В( 
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всл']Ьдств1е  чего   коэфищенты  аоа1а2 .  . .  а«   изменятся   въ  ОпОм— 1 .  » ^ахОц^ 
то  найдемъ: 


(24) 


или,  приводя  къ  одному  знаменателю,  который  всегда  можетъ  быть  сд-Ь- 
ланъ  равнымъ  (071^:2  •  •  •  ^^^  будемъ  им'Ьть: 

Мх\ , ДГг , . . . ,  д^")  есть  ц-Ьлая  симметрическая  функщя  корней.  Замечая  те- 
перь, что: 

^  (фсх  х^х^  ....  агп)*  =  ( —  1  )"а„ 

получимъ: 

»Ж^| » ^2  ?  •  • »  ^л)  =  —  Р{о^  э  ««-1 , . . . ,  «1 ,  ао)  (2Г)) 

Если  полученная  функцхя  ^{хх ,  ггг  э  •  •  •  •  ?  ^«)  будетъ  опять  симметрическая 
функщя  разностей  корней  уравнешя,  то  функщя  а1^{хх ,  ^2  ^  •  •  •  9  ^»'\  или  ел 
выражеп1е  въ  коэфищентахъ  ^^(ао ,  а! , . . . ,  а^^  называется  неизмгьнной  или 
инваргантомъ  (1ауаг1ап1;)  формы  (23)  и,  обозначается  символомъ  ^п,8 ,  гд'^Ь  п 
есть  степень  формы,  а  ^  порядокъ  неизм']^нной  въ  коэфищентахъ;  сл'Ьдо- 
вательно,  въ  настоящемъ  случа'Ь  мы  им'Ьемъ: 

еТ;,,,  =  а1^{хх ,  а?2  1  л^з  , . . .  э  Хп)^=Р{а^ ,  «1,02 , . . . , о^)  (20 

Если  же  полученная  функц1я  '^^{xx ,  аг2 ,....,  Жн)  не  будетъ  симметрическая 
функщя  ра:зностей  корней,  то  зам^^щая  корни  0:1,^:2^  ••••9^»  разностями 
Хх — л:,  «2 — Ху,.Хн — х^  всл'Ьдствхе  чего  коэфиц1енты  ао , а1, . . . аи  изменяются 
въ  Т1о,Т1х,Т12,-^'  ^11пу  мы  найдемъ  функщю: 

а^'^^{x^—x, хг—х, ,  Хп—х)  =  ППп,  11п-\ ,-  .-Ми^о)  (27) 

которая  называется  соизмгьнной  или  коваргантомь  (соуапап!:)  формы  (23)  и 
обозначается  символомъ  (7п,«,  следовательно: 

Сп,8  =  а1'^(х1—х,  х^—х, . . . ,  Хп—х)  =  Р{11п,  Пп-х , . . . ,  171,  СГо)        (28) 

Первая  часть  даетъ  соизмЬнную  въ  корняхъ  и  въ  переменномъ,  а  вторая 
часть  есть  ея  выражеше  въ  перем'Ьнномъ  и  въ  коэфищентахъ  формы. 

Первыя  основы  теорхи  инвар1антовъ  были  положены  англ1йскимъ  гео- 
метромъ  Келе  въ  1845  году.  Дальнейшее  развит1е  она  получила,  благодаря 
изследован1ямъ  немецкаго  геометра  Гессе  (Незве). 
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Функц1л  а;.ф(.г1  уХ^,. ,. ,  сг,^  =  Р{ап ,  ап~\ , . . . ,  6(1 ,  а^)  называется  по- 
точникомъ  (8оигсе)  соизмЬппой.  Назван1е  это  дано  аигл1Йскимъ  математи- 
комъ  Робертсомъ  (КоЬег!^). 

Легко  вид-ЬтБ  когда  симметрическая  (|)ункц1я  разностей  корней  даетъ 
неизм-Ьнную  и  когда  соизм-Ьиную.  Если  всЬ  члены  функщи  срС^;,,^.,»  •••  ^•''"п) 
одного  типа,  каждый  содержитъ  всЬ  корпи  формы,  и  каждый  корень  въ 
ср  (х1  ,  .Г2  , . . . ,  Хп)  входитъ  въ  ОДНОЙ  И  ТОЙ  же  степени,  то  :)та  функц1я 
даетъ  неизменную,  въ  нротивномъ  случаЬ  мы  будемъ  им4ть  источникь 
ф(д:1,.Г2 ,. . .  ,.г„),  который  даетъ  соизмЪнную  (2^). 

§  188.  Это  опред'Ьлеш'е  неизменной  и  соизмЬпной  можно  распростра- 
нить и  на  тотъ  случай,  когда  функц1Я  '^  будетъ  функд1я  разностей  корней 
Н'Ьсколькихъ  уравнен1Й,  входящихъ  симметрично.  ТГ»  же  нреобразован1я 
дадутъ  или  неизмЬнную  или  соизмкнную  системы  <|)ормъ. 

Иримщуь.  Возьмемъ  форму  2-й  степени: 

аоД''^4-2я,х  +  «2  (29) 

пусть  ея  корни  будутъ  x\,x^^,  Единственная  симметрическая  функц1я  раз- 
ностей корней  этой  формы  есть: 

«!;(-^'1  —  ^о)'  =  «7  —  «(/'2  =  —  Я  (30) 

Зам'Ьнимъ   х'|   и  ./'2  обратными  величинами  и         ,  то  будемъ  имЬть: 

1С  1  Л.  о 

а]{х2  —  х^У- 

■'    -     -   7о  —  =  «Т  —  «о^^2 
{ХхХ,,У 

но  а1{^\Х<^^=^а\,  слЬдовательно: 

гд-Ь  источникъ  Ф(.г1,./'2)  естг.  опять  <|)ункц1я  разностей  корней,  следова- 
тельно это  есть  пеизм'Ьпная  квадратной  формы  (29)* 

^,2  =  ^'о(-^'2— ^1  )^  =  «7  —  <^'о^^2  =  —  я  (:И  ) 

она  второго  порядка  въ  коэфиц1ентахъ.  Это  единственная  фупкщя  ква- 
дратной формы,  которая  имЪетъ  выше  указанныя  свойства.  Форма  2-й 
степени  не  имЬетъ  соизмЬнныхъ,  если  не  считать  ее  саму  собЬ  соиз- 
ы'Ьнной. 
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Прим1ьръ  2.  Пусть  будутъ  даны  дв-Ь  ввадратныя  фррмы: 

а^^  +  2а1  а?  +  оз     ,    Ь^^  +  ^1^  +  63  (32) 

ихъ  выводъ  въ  функц1и  корней  и  воэфищентовъ  есть: 

«о  К  {Хх  —Х\  )  (Д?!  —Х\)  (Х2—Х\  )  (ГСЗ— ж  з)  = 

=  (ооЬз — «г^о)*  —  4  (^0^1  — ^1  Ьо)  (^1  ^2 — <^\ )  (33) 

^1)  ^2э   ^'ь  ^2   <^У^ь   корни    форнъ.   ЗамЪщая  я^!,  Хз,  гк\,  2;'з   обратными 
,  — г,  — гэ  *  коэфицюнты  дополнительными,  имъемъ: 


Х\        Д?з        ^1       ^2 
а^Ь^  {Х\  —XI  )(Д;  3— Д^1  )(Д^'1  — Д?2)(Д?'2— Д^)  _  /^  г       ^  г  \2      ^  /^  г       ^  К  \Г^  1.       ^  К\ 

(х  X  У  (аГо^^ \(НЬ^—аф2Г'-^  {афх—ОхЬд^^ахЬ^—а^х) 

или  зам-Ьчая  что  а^\  ггз  =  оз ,  Ь^\  х\  =  Ь^ ,  найдемъ: 

ЛоЬо(^1 — ^'0  (^1  — ^'2)(^2 — Х\){Х2 — Лг'з)  = 

=  (аоЬз — (Н^оУ  —  4  {афх — а^йо)  (^х^я — ^^0 

следовательно  функц1я  (33)  есть  неизм'Ьнная  системы  (32\ 

Прим1ьръ  3.   Возьмемъ  еще  симметрическую  функц1Ю  разностей  кор- 
ней формъ  (32): 

«0^0  { (хх  —х'х )  {х2—х\ )  +  {хх  —х\) (х2—х\ )]  —  2  (ооЬз+^Ьо— 2а1  Ъх)    (34) 

Д-блая,  указанныя  выше  преобразован1я,  найдемъ  что  функц1я  (34)  есть 
неизм'Ьнная  системы  формъ  (32). 

§  189.  Перейдемъ  къ  кубической  форм-Ь: 

178  =  йцХ^  +  ЗахХ^  +  ЗазЖ  +  аз  (35) 

пусть  ея  корни  будутъ  Хх,  Я^зэ  х^. 

Прим1ьрь  1.  Возьмемъ  симметрическую  функщю: 

а*  (хх  —Х2У  (хх  —х^У  {х2—х^У  = 
=  27  (За^|  а'^з  —  4а^  аз  —  4аоа%  +  бооа!  азОз  —  а^а^з)  (36) 

Это  есть  призначная  (§  147,  10)  формы  (35).  Если  сд^аемъ  указанныя 
выше  преобразовашя,  то  найдемъ,  что  эта  функщя  есть  неизм'Ьнная  куби- 
ческой формы  третьяго  порядка: 

Д  ^  =  €7з,4  =  За^4а*з  —  4а^а8  —  4аоа*з  +  6аоа1азаз  —  а^а^з         (37) 
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Какъ  увидимъ  ниже,  кубическая  форма  имЬетъ  только  эту  одну  неизмЪп- 
иую,  всЬ  остальныя  суть  функщн  этой  посл'1'.дней. 

Прнм)ьрь  2.  Возьмемъ  систему  формъ: 
Легко  вид'Ьть,  что  функц1я: 

+  (-^3— ^1  )"'  (^'2— ^'1  )  (•'2— ^'2)  +  (^1  —  ^'г)'^  (•'^3— •^•'1  )  С^З— ^''2)  }  = 
=  —  •>  {  К  (<'1  ^'З— «^2)  —  ^^1  (<^'0^3— ^'1  ^2^  +  ^2  (^'0'^'2— «^  )  }  = 

=  —  0(/>оЯ2  —  2?>,Я,+ МЛ 

есть  неизменная  системы  (8). 

ирпмщгь  3,  Возьмемъ  двЬ  кубическ1я  <|)ормы: 

«0^3  +  3«1  ^2  +  ^^о^х  +  «3     ,     '^о-^^  +  3^1  х"^  -\г  Щх  -\-  6з  (38') 

легко  показать,  что: 

+  {хх  — дг'з)  {Х2—х\ )  (х^—х^)  ]  =  а^Ь^ { {х^  —х\ ) (.Го— .г'з)  ( д^з— ^'2)  + 

+  (^1— .^''2)(^2— -^'1)  (•'^3— ^'з)  +  (Л-1— .г'з)(.Го— .с'.ОСГз— .г',)  }  = 

=  Я  I  {аф-^ — ^'з'^о^  —  3  (ихЬп — 02^)\ ) }  (31)) 

есть  неизменная  системы  (38'). 

Легко  вид'Ьть,  что  выводъ  системы  (38')  есть  пеизмЬнная  этой  си- 
стемы. 

§  100.  Возьмемъ  тепе[>ь  симметрическую  <|>ункц1ю  разностей  корней 
кубической  формы,  которая  не  удовлетворяетъ  услов1ямъ  неизменной,  т.  е. 
такую  въ  каждый  членъ  которой,  не  входят ь  всЬ  корни  уравиен1я  и  сле- 
довательно такую,  которая  даетъ  соизменную. 

Прилиьрь.  Одна  изъ  самых ь  простых^  такихъ  функц1и  есть  (§  145, 
прим.  1): 

а:  1  {Хо—х.^У  =  1 8  ((.гх  —  ^/о^ь)  =  --  18Я  (40) 

изм'Ьнимъ  .г,,  X'.,,  .Гз  на     -  »  -  - »         ;  коэфиц1енты  ао,  «I,  а.>,  «з    на  а^, 

XI  Хг  ^3 
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.   02,  »!,  ао,  ТО  найдемъ: 


^,2%^=18(а2з_а10з) 


х\х\ 


или: 


"'^    (х,хвх,)^    =18(а^-«,а,) 
НО  ао(^1^2^з)  =  —  «8»  сл-Ьдовательно  мы  будемъ  им-Ьты 

а1 2  (агд— л^в)^  х\=^\Ъ  {а\—ах  а^  (4 1 ) 

и  такъ  симметрическая  функц1я  ^{х\  ,х^-^Хг^^\)  не  есть  функц1я  разностей 
корней,  а  поэтому  она  есть  источникъ  соизм'Ьнной. 

Если  измЪнимъ  въ  уравнеши  (41)  «1,^3»^  на  Хх — х^х^ — х,х^ — х  и 
коэфицхенты  Оо ,  а! ,  «2 ,  Оз  на  17о }  ^1  <  ^2 «  ^з  >  то  найдемъ  соизм^нную  ку- 
бической формы  втораго  порядка  въ  коэфицхентахъ  и  2-го  въ  перем^нныхъ, 
именно: 

а1'^{х2  —  х^)\хх—х)^=\Ъ{Ц\  —  ихиг) 
но: 

?7з  =  ао^^+За1Л^+За2^4-а'  ,  ?72  =  аоЖ^+2а1Ж+а2  ,  их^^ а^х-\-а\  ,  ?7о  =  ао 
подставляя  и  сокращая  найдемъ: 

а1 2  {х2—х^)\х1 — хУ  =  (аоа2— а?)д;*  +  (ооОз— О]  03)0?  +  (оц  «в — «5)    (^2) 

эта  соизм^нная  называется  %есс€вской   (Ьезвхап)  и  обозначается  символомъ 
й,«  =  С7з.«,  т.  е.: 

Нг,х  =  (ао«2— «?)Д?*  +  (ао»8— «1  (Н)^-\г  (»1  «з— «?)  =  Нх^+  2Я|  ж+Яг      (43) 

Примгьръ.  Мы  нашли  выше  (§  145,  пр.  3): 

а1{2хх  — д^~Жз)(2ж2 — Хх  —х^2х^ — Хх  —х^)  =  —  21{а1а^—Ыфх  а2+2а?)    (44) 

Изм-Ьняя  Хх^х^уХ^  на  — ,  — ,  — ;  коэфиц1внты  «о » «I » «2  э  о^з   на  дополни- 

Х\     х^     х^ 

тельные  Оз  ,  02 ,  а] ,  ао ,  найдемъ: 
а\{-----\{-----\{-----\  =  -27(аоа?-3а,08а,+2а?) 
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откуда: 


^^  (2.Г2,г'з — г,  х^ — Х\  .Гг)  (2г,  :г'з — Д'1  .^2 — ^-^з^  (2.ГрГ.2 — лугз — '^2'^^) 


\ХхХ.)^-^У 


,  Ъаг 

по     Г/0.Г1  Д'з.Гз  =  —  ^3  ,      ./'I Х2  +  .Г1  ^2  =  -  -   ,    ОТКУДаГ 

27(ао^1'^'2 — (^'^{(Ч^\С^ — (Н^((и)Х2-^^ — а^^)  =  —  21[а(^а1 — "^(^{(^^^нЛ-  2«а) 
Сл'Ьдовательпо,  источникъ  сои.чмЬпной  есть: 

4>(.г, ,  Х2 ,  Д'з)  =  (г/з  —  ^'и^| •'^г)  (^'з  —  ^'0'^1  ^з)  ('^«з—  ^^о^з'-^з) 

изм'Ьнлл  въ  пемъ  :?;1,.Г2,.Тз  на  .^1 — х,  хо — х,  ,Гз — х^  а  ^V^^^^2^/з  н*^  ?^м)Д^м 
Г'о  5  Г^з  пайдемъ  соизмЬнпую  третьяго  порядка  въ  коэ(|)Иц1еп тахъ  и  3-го 
порядка  въ  перем'кнномъ: 

[а^—ао1^\  —  с){Х2—х)  ]  [а:^—ао(^\—о^.)(т.^—x)]  [а^—(1о{т2—х){х^—х)]  = 

подставляя  зш1чеи1я  1^^1Т2^1\1^^,  найдемъ,  означивъ  эту  соп:{М'1шпую  спм- 
воломъ  Ст2,х : 

(тхх  =  («0% — Зг^о^'1  а2-\~'2(г!)  х^  +  8  {аф^ <^<з+«Т^ь — 2аф^  х-  — 

—  3(ао'^'2'''з+^^1^'2 — 2а\а2)х — {а^^а^— '^аха2а2-\г2а^)  (45) 

Мы  ниже  увидимъ,  что  кубическая  форма  им'Ьетъ  только  эти  дв'Ь  1и.х  и 
О^т  соизм1шиыя,  которыя  называются  основными^  друг1я  суть  фупкц1л 
этихъ  двухъ. 

§  191.  Иерейдемъ  къ  формк  4-й  степени: 

пусть  ея  корпи  будутъ  .Гь  л'2 ,  л:^з » ^4  •  ^Мы  въ  §  145  (пр.  5  и  пр.  7)  нашли, 
что: 

а1  2  (.Г2 — .Тз)'  {хх — .Г4)-  =  24  («о«4 — 4г^1^(з+3</^)  (47) 


и 


^'з  {  (^3—^1  ){0Г2—Х^)—{Ху  —  Х2){^2—Х^)  ]  {  (^1  — Д'з)!^^  3— -^4)  — 

=  —  432  {а^а2(и-г  2(11(120 г^— а (^а^—а^Пщ^—а^,)  (48) 
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если  оба  эти  уравнен]я  преобразуемъ,  какъ  было  показано  выше,  то  най- 
демъ,  что  об*  эти  функщи  суть  неизм^нныя  одна  2-го,  другая  3-го  по- 
рядковъ  биквадратной  формы  (46).  Одну  изъ  нихъ  мы  означили  чрезъеТ^, 
а  другую  чрезъ  «Тз: 

^^  =  «74,2  =  а^а^ — 4а1аз  +  За?  (49) 

^^  =  «74,3  =  ао^^4  "Ь  2а1а2аз —  Ло»?  —  ^?<% —  л»  (^0) 

Биквадратная  форма  имЪетъ  только  эти  двЬ  неизм^^нныя,  остальныя  суть 
функщи  этихъ  двухъ,  такова  наприм'Ьръ  нризначная.  Выводъ  двухъ  би- 
квадратныхъ  формъ  есть  также  неизм-Ьниая  системы. 

§  192.  Возьмемъ  теперь  функщю  (§  145,  пр.  8): 

а?  2(0^1 — х^)^  =  48  (аоо^ — а?)  (51) 

гд'Ь  зяакъ  2  распространяется  на  всЬ  корни  биквадратнаго  уравнешя. 
Подставимъ  вм-Ьсто  Ху^х^....  обратныя  значешя  —,—....   и   изм*- 

Х\    х^ 

нивъ  коэфищенты  на  дополнительные,  найдемъ: 


X  \Х  2^  8^  4 

или 

а1 2)  {хх — Х2Ух\х^^  =  48(02^4 — а\) 

сл'Ьдовательно  функцхя: 

а2Ф(^ь  ^ .  ^8 1  л?*)  =  а?  2  {хх  —Х2)^х\х\  =  48  (ааЛ*— а*з) 

не  есть  симметрическая  функц1я  разностей  корней,  сл'Ьдовательно,  замещая 
Д^ьл:2,^Са,.Г4  разностями  Ху — д?,  х^ — д:,  х^ — х^  х^ — ж,  найдемъ  соизм^^нную 
биквадратной  формы: 

а1 2  {х,—х^У{х^—хУ{х^—хУ^  =  48(СГ2  О;— ГГдЗ) 

Подставляя  вм']^сто  112^11а^Т1ь  ихъзначен1я,  найдемъ  соизм'Ьнную,  которая 
называется  гессевскою  биквадратной  формы  и  означается  чрезъ  Ш,».  Она 
втораго  порядка  въ  коэфищентахъ  и  4-й  степени  въ  перем'Ьнномъ: 

Н4,х  =  («оС^г — а\)х*  +  2(аоа8 — с^хо^)^^  +  (аоа^-^-^ахО^ — За\)х^  + 

+  2(а1а4 — 0203)^  +  (ааа4 — а\)  (52) 

Точно  также  найдемъ  вторую  соизмЪнную  третьяго  порядка  въ  коэфиЦ1ен- 
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тахъ  и  Г)-й  степеаи  въ  иорем'Ьпиомь,  исходя  наъ  симметрической  функц1И 
ра:шостен  корней  (§  145,  пр.  0): 

=  32  (г/^'(Л1— 8^0^/,  «2+2^1?)  =  32  г; 
Преобразуя  '.*то  уравцеп1е,  какъ  выше,  пайдемъ: 

=  32 ((ца\  -Ь  2гг^з  —  Зг^з^з^и) 

уничтожая  оби1,аго  зпаменателя  и  зам'Ьи1,ая  .г,,.г2...  разностями  .Г1  —  г, 
Го — гг, . . . ,  а  коуфи1иенти  ^^о  ?  ^'ь  •  •  ныражен1ями  ^о  1  ^  ь  •  • »  найдемъ  соиз- 
м'Ьнную: 

«^  ^Н^1—т,  Г2--.Г,  .х-з— .т,  ./'4— х)  =  32 ( 1\  1У^  +  2  Гз^  —  3  Г.  Г^з  ^^4)     (•^•0 
эту  соизм-Ьпиую  обозначают!»  символомъ  (г.с.з : 

р]сли  ее  разложить  по  степепямъ  перемЬнпаго  .г,  то  будемъ  им'Ьть  нолп- 
номъ  С-й  степени: 

0^,:^  =  Аох'^  +  А^х'  +  Аох'  +  А^,х^  +  А,х^^  +  А,т  +  Л,  (55) 

гд'1,: 

Ло  =  —  (/Г>з  +  Зг^о^'1-^*2  —  2^^ 

^1  =  —  (^/^«4  —  ^'''о'^!  ^'з  —  Сиг^а^  +  ^-^^о^^^^г 

Л 2  = —  5</оГ/1^/4  —  \0((\а;^  -\-  Ь^г/о^'г'^'з 

Лз  =  10а^)(1^2  —  10гг,/'/4  (^'>^') 

Л4  =  5(/о^'з"4  4"  10г/1Г/-з  15(/1Г/2Г/4 

Лг,  =  а^^а^^^  +  2г/,с/з<и  +  Оа^з^ь  —  ^((->^Ц 
Лс  =  ^/1^24  —  3^/2^'з^'4  +  2^^ 

Форма  4-й  степени  имТ>етъ  только  ;)ти  двГ»  соизмЪнпыя,  которыя  назы- 
ваются основными;  всЬ  остальныя  суть  функ1ии  этихъ  двухъ. 

Прамщп.  Въ  §  145  пр.  9  мы  нашли: 


АЛГВБРАИЧ.   АНАЛНЗЪ.  о 


^6 
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д']^лая  извЪстныя  преобразован1я  найдемъ: 

а^  2(а:1 — Х2Ух\х^^  =  16  { 48{а2а^ — а\)^  —  а\ {аоа^ — ^ахО^-^-За^)] 

откуда  найдемъ  соизм^Ьяяую: 

а1^{х1Х2Х^Х4)  =  2  (х1 — х^)*  {х9—х)*{х4~хУ  = 

=  1 6  {48  ( С/г  ?74—  и%)^  —  и\  (ао«4— ^^аз+За^а) } 
или: 

а\  2  {х^—х^У  {хг—хУ  {х,-хУ  =  16  { 48Я4%  —  Л,2.Ш }  (58) 

Таково  происхожденхе  и  таковы  общ1я  свойства  этихъ  зам'Ьчательныхъ 
функщй  въ  анализ*]^.  Перейдемъ  теперь  къ  бол'Ье  подробному  изсл']Ьдова- 
Н1Ю  ихъ  свойствъ. 

§  193.  Объяснимъ  почему  были  даны  назван1я  иеизмгьнная  (1пуапап(е) 
и  соизмтьнная  (соуаг1ап1е)  функц1ямъ  корней  уравнен1я  полученнымъ  выше 
изложеннымъ  способомъ.  Пусть  уравнен1е: 

йох"* -\- пйгХ**^^ -{- -\-9га,,-1Х-{-ап  =  0  (59) 

будетъ  преобразовано  проэктивнымъ  подстановлен1емъ: 

въ  уравнен1е: 

ЛоХ''  +  мЛ1Х"-1+ +пЛп-1Х  +  Л„  =  0  (61) 

гд-Ь,  какъ  мы  вид'Ьли  (10): 

Ло  =  ао(а1—Хоа2)(а1—Х2а2) (а,— ^ГнОд)  (62) 

Ху,  Х2,  х^^...,Хп  суть  корпи  уравношя  (59),  а  Х1,  Хг,...,  X  суть  корни 
преобразованнаго  уравнешд  (61). 

Предложенге.  Если: 

«^=  а2т(^1»  Х2,...,Хп)  =  а11  (о?! Х2У(Х2-'Х^У (Х1 ХпУ  = 

=  Г(ао ,  а, ,  «2  » .  •  • . ««)  (63) 

будетъ  неизм'Ьнная  формы  (59),  а 

^^  =  А1<({ХиХ2 , . .  .  ,  Хп)  =  ^  2  (Х1-Х2)ПХ2-Хз)« . . .  (Х^— Хи)'  = 

«2?'(Л,Л1,...,Лн)  (64) 
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та  жо  неизм'Ьннал  только  иъ  корняхъ   и    коэфищептахъ  иреобрааованнаго 
уравпенш  (62),  то: 

/'  =  («1^2  — азЗ,)^/  (05) 

или: 

Доказательство-  Нъ  самомъ  дЬл'Ь  (1 1)  мы  имкемъ: 

V      V  («хЗгК.'^.  — -Г;)  .,._V 

А,  —  Л;  =    -  - --   —с. г  (Ь7) 

(а,— .г,а2)(а, — агуаа) 

подставляя  вт,  (04)  вместо  разностей  Х, — X/  ихъ  выражен1'я  (07),  найдемъ, 
если  сократимъ  знаменателя  у1;',  уравнен1е  (66). 

Опред)ьлви1(\  Изъ  :>того  слЬдуетъ,  что  неизмЬнная  есть  такая  функ- 
Ц1Я  коэфищентовъ  формы,  кото])ая,  будучи  составлена  изъ  коэфиц1ентовъ 
про;>ктивно  -  преобразованной  формы,  будетъ  равна  начальной  умноженной 
на  модуль  преобразован1*я.  Мы  выше  видЬли  (§  185,  17),  что  про:)КТивное 
иреобразован1е  можетъ  быть  замощено  двумя  линейными: 

X 

если  сделать  «{юрму  однородною,  замЬняя  х  отнои1ен1емъ 
Прнлтрь,  11реобра:зуя  форму: 

подстановлен1ями  (68),  найдемъ: 

а.х''  +  2а,  ху  +  а^/у^  =  Л^Х'^  -{■  2  А ,  ХГ+  А.  Г^ 

Такъ  какъ  а^  —  «о^'2  ^'^ть  неизм'Ьнная  с»той  формы  (>:!  188),  то  мы  имЬемъ: 

А';  —  и4оЛ>  =  (а,  ?»оУ"(а;  —  оф^) 

что  легко  ноказат!»  преобразован1емъ. 

Прим^ьръ  2,  То-же  преобразован1е  даотъ: 

аох^  -Ь  ЩxЬ^  +  Ы,,Х1/  +  «зуз  =  А,^^  +  ЪА.х'^у  +  ЪАЬ^/  +  АЬ^^ 

Мы  вид'Ьли  (§  189),  что  ирнзначная: 

«ХСГ1— Г;})2(Х1  — Л•з)^0^2  —  %)^ 
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есть  петиЬвная  кубической  формы,  сл'Ьдовательно,  ижкеыъ  (27): 

АоЛ1  —  6Л^1ЛЛ  +  ^ЛоЛ1  +  4^М8  —  ЗЛМ2  = 
=  («1  М^(ао(А  —  6ао«1«а«8  +  ^аоа?  +  4а^^а^  —  За?а|) 

Примгьръ  3.  Если  преобразуемъ  форму  4-й  степени: 

(«о  I  »ь  «2  ,  оз ,  а4  $  л?,  уУ  =  (Ао,Л1,А2,Л^,Л4'ХХх  У  У 
то  будемъ  им'Ьть: 

-40-44—4^1^3  +  ЗА]  =  (а,  Ра)Ч»оС^4  —  ^«[аз  +  За|) 

такъ  какъ  это  выражен1е  есть  неизменная  (47). 

Свойство  неизменной,  выражаемое  уравнешемъ: 

^{Ао ,  -^1 , . . . ,  Ап)  =  (а1Ра)*-Р(»о  ,  «1 , . . .  о») 

было  мотивомъ  назван1я  такого  рода  функц1Й,  которыя  не  изменяются 
линейнымъ  преобразованхемъ,  а  получаютъ  только  множителя,  зависящаго 
отъ  коэфиц1ентовъ  линейнаго  преобразован1я. 

§  194.  Предложенье.    Если: 

о^^(^\ — ^  >  ^2 — ^ » •  •  • » ^п — х)  =  Ф(ао ,  «1 , . . . ,  Он ,  ж) 

есть  соизменная  формы  (59),  а 

^;Ф№— Х,Ха— Х,...,Хп— Х)  =  Ф(Л,^1,^2,-..,^и,Х) 

есть  та-же  функщя,  составленная  изъ  преобразованной  формы  (61),  то  мы 
имъемъ. 

Ф(Ао ,  Ах,  А2  , . . .  у  Ап ,  Х)  =  (л1М^Ф{ао  ,  а|  , . . . ,  Оп ,  ж)  (69) 

Доказательство.  Такъ  какъ  а^^^хх^х^^  ...^Хп)  есть  источникъ  соиз- 
м^нной,  то  она  имеетъ  форму: 

«5Ф(^1—  « ,  Х2—Х , . . . ,  дгп,  а?)  = 
=  <  2  (хх — Х2У .  («а — х^У . . .  (хх — хУ .  (х2—хУ . . .  (70) 

следовательно: 

а'оФ(Х,— X ,  Ха— X , . . . ,  Хп— X)  = 

^А1  2(Х,-Ха)«.(Х8— Хз)'. . . .(Х1-Х)^(Ха-Х)'. . .         (71) 
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преобразуя  это  выражен1е  съ  помощью  формулы  (СО)  и  замЬчая,  что  мно- 
жители ^1 — .^1а2,а1 — .Г2Х2 , .  . .  вс'Ь  входять  въ  знаменателя  въ  одинаковой 
степени  8,  такъ  какъ  въ  источникъ  каждый  корень  входитъ  въ  стененъ  б% 
то  получимъ  посл1;  сокрап1,ен1Й  съ  А^^  выражен1е  (СО),  умноженное  только 
на  1с'Ю  степень  модуля  преобр^1:^ован^я. 

Опрсдгьлешс.  Млъ  :^того  слЬдуетъ,  что  сонзмЬнная  есть  такая  функ- 
1ия  коэ(1)иц1ентовъ  и  перем1шиаго  данной  формы,  которая  ир1бр'1'>таетъ 
только  множителя — модуль  преобразован1я  въ  известной  степени,  когда  въ 
нее  будутъ  подставлены  ко:»фиц1енты  и  неремкнныя  линейно -преобразо- 
ванной формы  (С1). 

§  195.  Не  трудно  видЬть,  въ  каждомъ  частномъ  случа'Ь,  приводитъ- 
ли  преобразоваше  функ1ии  (р(:г1,г/:2 , . . .  ,^%.)  къ  неизм'Ьпнон  или  соизмЬн- 
пой.  Если  преобразовап1е  приводнтъ  къ  неизменной,  то  мы  им'Ьемъ: 

или: 

т.  е.  ^^(х1,.Г2 , . . . ,  д"»)  не  изменяется,  если  корпи  .^1, .Т2 , . . . ,  .Гп)  замЪстимъ 
ихъ  обратными  величинами  или  изм'1.няетъ  только  зпакъ.  Но  такое  замЪ- 
Н1.еше  корней  равносильно  зам'Ьщен1ю  коэфиц1еитовъ  г^о,  «I,  б/^. , . . . ,  </и 
дополнительными  коэфиц1ентами.  Следовательно,  если  фупкц1я  ц^лая  ра- 
Ц10нальная  ко;>фи1иентовъ  ура1шеп1я  есть  неизмЬпиая,  то  она  не  изме- 
няется, исключая  знака,  если  ко:)(1)иц1еиты  ея  составляюш,1е  замЬщаются 
ихъ  дополнительными. 

Прилиьръ  1.  Функщя: 

ао«2  —  а-, 

есть    неизменная    квадратной  формы,    следовательно  не  изменяется    если 
«о,  «1,  (^2  заместимъ  (/2>  ^*^ь  ^'о- 
Прим)ьръ  2.  Функц1я: 

есть  неизменная  формы  4-й  степепи,  следовательно  она  не  изменяется 
если  «о»  ^ь  (^2•^  ^Н^  ^Ч  замЬстить  чрезъ  сц,  (ц,  «о,  а,,  ^о.  .Тегко  прове- 
рить это  на  всехъ  выше  найденныхъ  неизмЬнныхъ. 

§  ЮС.  Въ  §  148  мы  1П1делц,  что  если  ^(ху.Хо ,  . . . ,  Хп)  есть  цЬлая 
однородная   б'-го  порядка   симметрическая  функд1я  разностей  корней  фор- 
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мы  (^  то   изъ   нее   получииъ  сои:зм'Ьнную,  изм'Ьнивъ  корни  х\^  о^ , . . .  на 
— ^^^^ ,  — ^^ , . . .  и  умноживъ  на  /*•,  т.  е.  соизм-Ьинал  будетъ: 


"^  \д;1  —  X    0^2  —  X  Хп  —  х1 


(72) 


которую  можно  написать  въ  форм*]^: 


р       (      X  X  X      \ 

^^[^;11-х^^^х ^ 


(73) 


гдЪ  5  есть  порядокъ,  а  к  в'Ьсъ  функщи  ^{хх^х^^...,,  Хп\  Тавъ  вакъ 
у(^1,аг2,. ..,  Хп)  есть  функщя  разностей  корней,  то  мы  можемъ  къ  каж- 
дому изъ  отношенШ прибавить   но  1,  въ  силу  чего  это  отношен1е 

сд-Ьлается   -  ^    ,  откуда  функщя  приметъ  форму: 

Х^       X 


Х^    ^  \Хх  — X     Х2 X  Хп — X^ 


которую,  помножая  каждое  изъ  отношешй  на  х,  можно  написать  такъ: 


X 


2к 


(ХхХ  Х^Х  ХпХ    \ 

Хх — X  '  Х2 — X  '  *  *  " '  Хп — х) 


а  этой  посл']Ьдней  можно  дать  форму: 

1  1 


Хх  X       Хх  X  Хп  X 

гд-Ь: 


^.>^/1_1\(1_±\....(1_1\ 

\Х  О0х)\х  Д?2/  \Л;  Хп) 


Следовательно: 


'  У»! — X     «2 — X  Хп — Ж/ 


1  1 


Хх  X       Х^  X  Хп  X 


глАти  хш. — йкиаМ'мтыл  и  соиамьнаыл.  'МУЛ 

откуда  виднмъ,  что  соизмЬнпал  пе  инмЬплотсл,  если  ./'1,.то , . . . ,  г„,  х  за- 
М'Ьстимъ  обратными  воличивами,  а  К1):)фиц1онты  ао,а1,а2  , ,  - .  ,а„  дополни- 
тельными «„,«„_!,...,  ^^2,б^|,  г/,)  и  результатъ  умножим ь  на  ( — 1)^.>б'"~-^ 

§  197.  Пусть  теперь: 

(7Л,Д,7Л>,...,Д.1^*^ЛГ  (75) 

оудетъ  соизмЬинал  ш-н  степепи  формы  (20),  7?о ,  7>ь . . . ,  Д„  суть  фуикц1и 
коэфищентоиъ  <(о  .щ  ,, . ,  ,п,, ,    по  предъидущему  :)та   соизмЬннал  не  и:{м1;- 

нлется    если   ^о  .(1\  , . . . ,  п,, ,   от  зам1и*тимъ    чрезъ    а„ ,  ^^,  -1 , . . . ,  г/о ,      -    и 

от 

умножимъ  па  ( —  1)^.^;''"^-^,  чрезъ  ;>то  (|)орма  (75)  приметъ  форму. 

(-)^.-- ^ЧС'о,Г,,Со,...,Сл(  ^   ,  Л"  (70) 

и  такъ  какъ  это  <(>унк1и^[  цЬлал  и  такой  же  <|)ормы  как7>  и  (75),  то  не- 
обходимо чтобы 

т  =  п8  —  2/с     ,     Во=(—1уап     ,     ....     ,     7?2  =  (— 1)*С"-2      (П) 

Эти  равенства  опредЬллютъ  степень  соизмЬнпой  въфункц1и  ел  порлдка  и 
в'Ьса  и  показываютъ  въ  какой  зависимости  находлтсл  коэфихценты  соиз- 
М'Ьнной  равно-отстолп^'е  отъ  концовъ.  Эта  зависимость  выражается  слЪ- 
дующимъ  образомъ. 

Если  1'\ао  ^01,. . .  ,ан)  есть  какой-нибудь  изъ  коэфищентовъ  соизм'Ьн- 
ной,  то  его  сопряженный  или  равноотстолщ1й  отъ  конца  оудетъ: 

{—1УГ(аи,ап~1,  .  .  . ,  ао) 

Изъ  равенства  т  =  )г,ч — 2к   выводимъ  сл'Ьдуюпия  весьма  важныя  свойства: 

1.  Если  «;'ср  есть  иеизмЬнная,  то  мы  им1,емъ  пя  =  21с, 

Въ  самомъ  Д'Ьл1ь  соизмЬннал  есть  неизменная  нуловаго  порядка, 
следовательно  ?г.ч — 2к  =  О,  откуда  П8  =  21с.  Или  еп1,е,  такъ  какъ  функц1и 
'^>  и  ф  тождественны,  то  ихъ  вЬсъ  /с  и  п8—1с  должны  быть  равны,  откуда 

718  =  2А:. 

2.  Бс'Ь  неизмЬнныл  формы  нечетной  степепи  должны  быть  четнаго 
порядка. 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  если  въ  уравнен1и  Н8=2к  число  и  нечетное,  то  з 
должно  быть  число  четное,  а  А:  множитель  числа  п. 

3.  Вс'Ь  соизмЬнныл  формы  четпой  степени  должны  быть  сами  четной 
степени. 
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Въ  самомъ  д^л-Ь,  если  въ  уравнен1и  т=п8 — 2к  п  есть  число  четное, 
то  и  т  есть  четное  число. 

4.  Выводъ  двухъ  соизм'Ьнныхъ  всегда  будетъ  четной  степени  въ  коэ- 
фищентахъ  начальной  формы. 

Въ  самомъ  д1^л1^,  степень  вывода,  выраженная  въ  фунвщи  порядка  и 
в^С8^  соизмЪнныхъ.  кавъ  мы  вид^^ли  выше  (§  121,  (7))  есть: 

8{п8'—2к')  4-  8'(п8—2к)  =  2(П88'—8к'—8к) 

Примгьрь  1.   Показать  что  выводъ  двухъ  уравнен1й  есть  неизменная 
системы? 

Прилпьръ  2.  Показать  что  призначная  есть  неизм'Ьнная  формы? 

Примгьрь  3.   Доказать   что  какая-нибудь  функщя   разностей  корней 
соизм^нной: 


(\х)  <р  ( , , . . . , ) 

\Л?1  —  X     Х^ — X  Хп — Х/ 


приравненной  нулю  есть  функц1я  разностей  корней  Ж] ,  ^2 , . . ,  агп  формы? 
Примгьрь  4.  Пусть  Х],Х2,  х^  и  ж', , х'г  будутъ  корни  уравнетй: 

аох^  +  Захх^ -{- За2Х  +  а^  =  О     ,     ЪоХ^  ^2Ь^х  +  Ъ2  =  0 

выразить  въ  коэфиц1ентахъ  уравненШ  функц1Ю  корней: 

?  =  (х2—х^У  (x^  —х\){хх—х'2)  + 
+  (хг—Хх  )2  (х2—х\ )  (х2—х'2)  +  (хх  — дга)  (х^—х\ )  (хъ—х'2) 
Легко  найти  что: 

—  а?Ьо  Т  =  9  { Ьо{а1  а2—а1 )  —  Ъх (аоя^— «1  «г)  +  ^2  («оЯ^— а?  ) } 

и  уб4диться,  соображаясь  съ  опред-Ьлешемъ  неизм-Ьиной  (§  148),    что  это 
есть  неизм'Ьнная  системы. 

Примгьрь  5.  Показать, если  Хх,Х2,х^,  х\ ,  Жа', х\  суть  корня  уравнетй: 

что  функЦ1я: 

{хх—х\  )  (^2— л^'а)  {х^—х\)  +  {Хх  —х\)  {х2—х\)  {х^—х\)  + 

Н"  (а?!  — л?'з)  {х2—х\ )  {х^—х'2) 
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или  въ  иномъ  порядке: 

(гг,  —х\  ) (.Г2~.л''з) (ог-^—т'о)  +  (А  — '^'г)  (д^2— ^ з) (^3— ^'з)  + 

+  и'1  — ''^'з)  (^2— .^2 )  (''^З—Л^']  ) 

есть  неизм'Ьнная  и,  выраженная  въ  ко:)фиц1ентахъ  форм7>,  имЬетъ  форму: 

3  { (аф.^ — «3^))  —  3(а,Ь2— '^1«2) } 
Прнмирь  а  Если  .^1 ,  .Го , /Гз ,  ./'4 ,   д-'ь  .^'2 1-'^'з'^  ^4'   ^'уть  корпи  уравнешй: 

пока:зать  что  фупкц1я: 

а^)о  2  (^1  —ос\ )  (.Гз— .г'о)  (^3— ^'з )  (^4— ^''4)  = 

=  24  I  ^/0^4  +  ^^4'>0  —  4  (г/,  ?>з+«3^  ^  +  СйГ2'>2  } 

есть  неизм'Ьииая  системы? 

/1рнмщ)ъ  7.  Найти  выражен1я  функц1й: 

а^)^  2  (г\  —а\ )  {х\  —То)  (^г'о— л-з)  (/•'о —-^4) 
и 

ВЪ  коэфиц1ентахъ  уравненхй: 

г/(уг*+4(/1л;^+Г)^/2'*^'-+4г/з^+^'4  =  ^>  ,  Ь^,х-+2Ь^х-\-Ь2  =  о 

и  показать,  что  ото  суть  неизм'Ьнпыя  системы? 
§  108.  Мы  вид'1>ли  выше  (>$  142),  что  если: 

гд4  (р(гг, ,^-0 ,. .  •  ,л:„)  есть  цктая  однородная  симмс^трическая  функщя  кор- 
ней уравнен1я,  то  мы  имЬемъ: 

(^1ЩА  ,  ^2,  . . .  ,  ^:,.)  =■  (То  ч      +  2(^^1   .      Н-  3^/2  ,      + +  ПОп-^  ,-       (78) 

(101  (1(1 2  (/((^  ООп 

если  уравнен1е  (4)  дано  съ  бином1альными  коэфиц1ентами  и 

дР  ()Г  ()Г  ()Р 

а[Шх1,Х2,...,Гп)  =  7Ш^)     -  +(^'—1^1  , Ь(>^— 2)«2  . 1-. .  .+«„-1.  -    (79) 

*  (Шх  (Ш2  да^  (1(1  п 
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безъ   бином1альныхъ  коэфищентовъ.    Если   мы  представимъ  коэфищенты 
а| ,  «2 ,  аз , . . . ,  аз , . . ,  Оп  фунЕЦ1ями  такого  фивтивнаго  перен'Ьнннаго  ^,  что: 

дах  да^      „        да^       „  да2  дот  ^^^^. 

то  тождество  (78)  можно  написать  въ  формЪ: 

сл'Ьдовательно,  символъ  В   (§  142)   замещается  символомъ    -^.  Если  же 

уравнеше  написано  безъ  бином1альныхъ  коэфиц1ентовъ,   то  фиктивное  пе- 
ременное, которое  мы  означимъ  чрезъ  т],  должно  имЪть  такое  свойство: 


(82) 


-^  =  (п— 2)аа , . . . ,  ^  =  (п— г+1)а2-1 » •  •  1^  =  ««-1 

при  такикъ  услов1яхъ  тождество  (79)  напишется  въ  формЬ: 

а55<р(д;1 ,  ага  , . . .  1  л^|)  =  ^  ^^(«0 ,  а^ .  . . ,  а«)  (83) 

Примгьрь.  Пусть  будетъ  дана  функц1я: 

а?  2  а;?а;|а;|  =  2  ах  а5 — 2а2а4  +  а? — 2аоав  (84) 

действуя  символомъ  &  надъ  первою  частью  и  символомъ  -гг  ^^'^  второю, 
найдемъ: 

а25  2  а;?ж?я;!  =  ^-  {2а1аь—2а2а^+а1 — 2аоав) 

(лз 

откуда: 

а?  5  2  гг?д:5л:|  =  5аоа5  +  2(п — 4)а1  а4 — 2(п — 1  )а1  а4  -|-  2^203  (85) 

такъ  какъ  формула  (84)   вычислена  для  уравнен1я   безъ    биномхальныхъ 
коэфиц1ентовъ. 

§  199.  ЗамЪтивъ  это,  мы  возвратимся  къ  нашему  предмету.  Въ  §  144 
мы  видели,  что: 

а1^(хиХ2 ,  Д?8 1  •  •  •  ,а:«)  ="-Р(ао  , О!, . . . ,  а,.)  (86) 
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гд-Ь  ср  есть  ц-Ьлая  однородная  симметрическая  фупкц1я  р-го   порядка   раз- 
ностей корней  уравнешя: 


«о 


г»*  +  па\  гг»*-1  +  -^-г^  г/2.^"^-  +  ....  +  ^Шп^1^  +  ап  =  о         (87) 


откуда  мы  им'Ьемъ: 

ИЗМЕНЯЯ   .Г1 ,  ^2 1  •  •  •  1  '^н   на   л?!  — д? ,  Л'2 — д^ , . . . ,  Л"» — X   будемъ  им'Ьть  соиз- 
м-Ьиную: 

0-1М^1—Х  ,  Х2—Х  ,  .  .  .  ,  Хи Х)  =  Р{Т1п  ,  ^1-1  ,  •  •  •  Д  Ь   ^Ч))  (^9) 

функц1я  Ф(х1 ,  лго »  •  •  • » •'^")  бсть  источникъ  соизм'Ьнной.   Такъ  какъ  источ- 
никъ  ф  есть  ц-Ьлая  однородная  симметрическая  фупкщя,  то  им'Ьемъ: 


«Ь^Ф(^1 ,  Л-2  ,  .  .  .   ,  Д-н)  =  Т^  ^Р'(«и  ,  «н-1  ,  .  .  .  ,  «1 ,  ао)  (90) 


Но  вообще  мы  им'Ьемъ: 


Ф(,Г1 Д?  ,  Х^ — X  ,  .  .  .   ,  .Гп — Х)  =  ФО^! ,  .Г2  ,  .  .  .  ,  й;н) 

-  172Гг\И  +  Гх,-^  От +■■■■  +  Ог.)-^'''"'-''-> 


или,  зам'Ьчал,  что: 


^  +^  +  ....  +  ^=-8 


дх\       ()Х2  дхп 

пайдемъ: 

ф(л:,  —X ,  л'2— :г  ,  . .  .  ,  Хп— а;)  =  ^^(^1 , . . . ,  .г„)  +  хЩхх ,  0^2 , . . ,  г„)  + 
+  ^^ 52ф(^', , :1', , .  .  ,  ап)  + +  ^  ^^^  ^ 5'ф(аг, , а;2 , . . ,  Д^,,)       (92) 


308  ГЛАВА   ХШ. — НЕИЗНЪННЫЯ   и   СОИЗМФННЫЯ. 

помножая  об^  части  на  а1  и  зам^Ьчая,  что: 

наЁдемъ: 

аРо^(х1 — X ,  а?з — ^  1  •  •  •  •  ^ — ^)  =  1^(«и  ,  Он-х , .  . . ,  а| ,  о©)  -Ь 

-\-Хт^Р((1п  ,  ал~1 ,  .  .  .  ,  ^1 ,  Оо)  +  :|-2  ^2  -^(^л  э  ^««-^  »  •  •  •  »  «Ь  <^)  +  •  •  •  •  "Ь 

или: 

ад,К.-Х.....СГ.,г7о)=^'+*|^'+^|  +  ...  +  ^;^^|;^'     (93) 

Изъ  этого  видиыъ,  что  имЪя  источникъ  С0ИЗ]ГЬНН0Й  ВЪ  фуНКЦ1И  коэ- 

фиц1ентовъ  формы,  мы  послЪдовательнымъ  д'Ьйств1емъ  ^  получимъ  всЪ  коэ- 

фицхенты  соизм'Ьнной;  посл'Ьднимъ  воэфищентомъ  будетъ  начальная  функщя 
Р((^^  ^1 , . . . ,  ОпХ  изъ  которой  былъ  обравованъ  источникъ,    д'Ьйств1е  надъ 

ней  символа  тг  даетъ  въ  результате  нуль,  такъ  кавъ  она  есть  симметриче- 
ская функц1я  разностей  корней  (§  144).  Соответственно,  Д'Ьйствхе  &  надъ 
источникомъ  ^(х],Х2^  >  ш .  ,Хп)  понижаетъ  всяк1Й  разъ  степень  корней, нова 
не  получится  начальная  симметрическая  функц1я  <({х1 ,  ягг ,  • . . ,  2Гп)  только 
разностей  корней,  надъ  которой  д^йствхе  &  даетъ  въ  результате  нуль.  Со- 

вокупныя  действ1я  символовъ  ^  и  тр  надъ  а?Ф(ж1,л^  ,..,Жл)  и  Г(апуан'-и 

. . . ,  О! ,  ао)  даютъ  зависимость  между  корнями  и  коэфиц1ентами  формы  чи- 
сломъ  равнымъ  числу  коэфиц1ентовъ  въ  соизменной. 

Такъ  какъ  символъ  -^  понижаетъ  в^съ  функщи  на  единицу,  то  оче- 
видно, что  степень  т  соизм^нной  равна  разности  весовъ  крайнихъ  чле- 
не въ  т.  е.  равна  числу  дМствхй  &  надъ  ^(хх^х^^.-.уХп)  для  того  чтобы 
получить  начальную  функщю  ^  (:1;ь  ^ , . .  • ,  Хп). 

Если  вЪсъ  функц1И  ^(хх,  Х2  ,  .  .  . ,  Хп)  есть  к^  а  в^съ  функц1и 
Ф(а?1,  йСа , . . . ,  а?п)  есть,  какъ  мы  видели  (§  197)  пв— Л,  то  степень  соиз- 
менной  будетъ: 

т^=п8 — 5  —  к  =  пв  —  2к 
1^акъ  выше  было  покаэанр. 
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Примуьръ  1.  Возъмемъ  кубическое  уравнен1е: 

а(^х^  +  "6а\Х^  4~  Зае-г  -\-  а^  =  0 
мы  нашли  выше  (§  145,  80): 

откуда  будемъ  имЬть  источпикъ  Ф(.Г1,л;2 ,%),  какъ  было  иоказано  (§188): 

«оФ(^1 1  ^'1  >  ^з)  =  ^0  ^  ^^  (.^2— «^3)^  =18  (а-2  —  «1  «з) 

откуда  действуя  символомъ  5  =  -г^г ,  найдемъ: 

г); 

действуя  еще  разъ  пайдемъ: 

г/2  2  2  (0-2—0:3)'  =  30  (^2,  —афо ) 

следующее   Д'Ьйств1е  5  ^=  -^  обращаетъ  об'Ь  части    въ  нуль,   слЬдователь- 
но  искомая  соизм'Ьнпая  есть: 

(«1^3 — а\)  +  ((1у)П^—а^а2)х-^  (а^^а^—а^] )  .г- 

это  соизм'Ьнпая,  найденная  выше  (42),  она  называется  ихсевскоп  соизмЬн- 
ной  кубической  формы. 

Прилиьръ  2.  Взявъ  за  источникъ: 

«о«^з — '^(1\((2(Н  +  '-^^'^ 
будемъ  имЪть  соизмЬнную  3-ей  степенн  кубической  формы: 

&з,х  =  (агЛз — 3«об/,(Г>+2бгУ)х-^  +  ^{а^а\а<.^-\-(^'\^•2 — '^аф'2)^'^  — 

иримщп  3.  Для  (|>ормы  четвертой  степени: 

а^х^  +  4^/1  с^  -[-  6а2.г2  +  4аз^  +  «4  =  ^ 
то  будемъ  им'Ьть: 

(11^{хх,Х2,т^,х^)  =  Г/;  2  (.гз— 0.-4)'^  =  18((г2,— аоа2) 


1 
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откуда  будемъ  им^ть  источникъ: 

л?  Ф  (л?1 ,  л?2 ,  я^з » а^4)  =  а?  2  х^у  х\  (х^—х^)^  =18  {а%—а2а^) 

Действуя  символомъ  ^^  надъ  источникомъ: 

а\  —  а2а^ 
найдемъ  посл'Ьдовательно  крэфиц1енты  соизм'Ьнной: 

д  д^ 

^  (а\ — щ  Оз)  =  2  (а1  «2 — аоЛа)     ,     т^^  («^8 — «ваз)  =  а^х  —  а^а^ 

сл']Ьдовательно  соизм'Ьнная  будетъ  4-й  степени,  она  называется  гессевской 
формы  4-й  степени: 

-&,«  =  («*! — «ос^г)  л?*  +  2  (ах  «2 — аоаз)  х^  +  (За% — 2а1а2 — а^а^)  х^  + 

+  2  (азаз — а1  а^)  х  +  (а*з— «ааз)  (94) 

ЗаиЪтимъ,  что  посл'Ьдн1е  два  коэфиц1ента  получаются  изъ  первыхъ  двухъ 
зам'Ьщен1еиъ  коэфищентовъ  ихъ  дополнительными  (§  197). 

§  200.  Если: 

а^о^(Х\ ,  Д?2  I  •  •  •  >  ^н)  =  -^(Ли  1  «л— 1 9  .  •  •  ,  Оо) 

есть  источникъ  соизм'Ьнной: 

ф(гр)==Ь^а;«  +  т&1Х«-1-Ь^??^^^^  .  .  .  +пЛ,.-1я:  +  Ь«    (95) 

формы: 
[7п  =  Да;)  =  аоХн  +  па1Ж*"^  -| — —  0^x^-2  +  .  -  .  +  т^^гх  +  Оп  (96) 

гд^Ь  2^09  ^1 9  ^2  9  •  •  •  9  ^п  суть   функц1И   коэфиц1ентовъ  ао,  аь  02 ,  • . . ,  Оя 9  то  бу- 
демъ имЪть  (28): 

а5ф(г»1— ж,а?2— л?,...9Ж»|— «)  =  ^?'(^;•1I^п-1,К*-а,..мI^ь^^)=  (97) 
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Возьмемъ  производную  отъ  обЬихъ  частей  предъидущаго  уравнен1я   но  х: 


дх 


или  (§  142): 


а^Ь^{x^  —X  ,  х^^—х  , . , . ,  Хп—х)  =  .-  Ф{х) 


но  мы  вид'Ьли  выше  (00),  что: 


«? 8ф {хх  —X , г. 2, — X ,..., Хп—х)  =  -"е  Ф{х) 


д 
сл-Ьдовательно: 


или: 


д 


1<т  =  ^^Ф(х)  (98) 


'х*^^^=(««^,;+^«'^«,+з«-^с);^+  •  •  •  +'""-•  ^)*(^)  ^^''^ 


въ  первой  части  производная  взята  по  х,  а  во  второй  части  символъ  ; 
относится  къ  коэфиц1ентамъ  соизмЬнной  Ф(.г).  Такому  дифференц1альцому 
уравнен1ю  удовлетворяетъ  соизм'Ьнная. 

Если   въ  уравнен1е  (98)  представимь  соизмЬнную   въ  формЬ  полино- 
ма (95),  то  найдемъ: 


(100) 


+  .  .  .  -\- ш{т — 1)Ь,„~2Х-{-  П1Ь„^1    г: 

".г-~  ^0  +  ^'"-^  ^- Ь,  +  л;-2 -^^- Ьз  + + 

,     ^т(т—1)  д  .         .  д  .         .    д  , 

+  X ^  ^  6,„-2  +  ХШ  ^  Ьж-1  +  ^  Ьт 

сравнивая  коэфиц1енты  у  этого  тождества,  найде1мъ: 
,у==0     ,    —  =  6о     ,     '.^=201     ,         -=дЬ2  ,  .  .  .     ..  =тЪт-1    (101) 

сл'Ьдовательно,  если  будеть  изв-Ьстепъ  иослЬди1Й  коэфищентъ  Ь,п  соизм'Ьн- 
ной,  то  всЪ  остальные  получатся  послЬдовательнымъ  д'Ьйств1емъ  —и-. 
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Но  такъ  какъ  мы  им']^емъ: 

«о^л?!  —а:,  «2 — X, . . . ,  Хп—х)  =  ЬоЖ~  +  ^1  ^"^  +  •  •  •  +  ^т^гх  +  Ът    (102) 

то,  полагая  въ  этомъ  тождеств'Ь  х  =  0,  найдемъ: 

Ьт  =  аРф(гг, , жо  , . . . ,  а?п)  =  1\ап ,  о»,-! , . . . ,  ах ,  Оо)  (103) 

т.  е.  коэфиц1ентъ   Ът  есть   источникъ   соизмЪнной.    Сл'^довательно,   если 
ижкеиъ  источникъ  соизм^нной,   то  легко  построить  вс]^  ея  коэфищенты, 

какъ  мы  показали  выше  (101).   Такъ  какъ  -)Г=0,  то  &о  или  первый  коэ- 

фиц1ентъ  соизм^нной,  есть  симметрическая  функщя  разностей  корней. 

§  201.  Преобразуемъ  уравнеше  (87)  въ  уравнеше: 

«пу**  +  лоп-йу**"^  +  •  .  .  +^М11у  +  ао  =  0  (104) 

коего  корни  суть  обратные  его  корнямъ.  Соизм'Ьнная  (95)  преобразуется 
въ: 

Если  функц1я: 

а1^(х1,Х2 , . . . ,  л:«)  =  Р(ао,  ах  ,,..,ап)  (106) 

была  та  симметрическая  функц1я   разностей   корней  уравнен1я  (96),   изъ 
которой  получился  источникъ: 

оР  Ф(а?1  ,Х2,...,Хп)  =  Р{ап ,  01.-1 , . . . ,  а! ,  ао)  (107) 

соизмЪнной,  то  очевидно,  что: 

«^<р(у1,У2 , .  • .  ,У»)  =  Р{ап , апг-\ , . . . ,  Ль  Оо)  (108) 

будетъ  та  функщя  разностей  корней  уравнен1я  (144),  изъ  которой  полу- 
чится источникъ: 

ЛпФ  (У1 ,  У2 , .  •  - ,  Уп)  =  1^(ао ,  а, , . . . ,  Оп) 

для  соизм'Ьнной  (105). 
Но  очевидно,  что: 

«^Ф(У1,  У2 » • .  • ,  Ун)  =  аР<р(д;1 ,  ага  , . . . ,  а^н)  =  ^Р(ао,  «1, . . . ,  Он) 
следовательно  аР<р(а?| ,  гсг»  •  •  • ,  л^)  есть  источникъ  для  соизмЬнной  (105). 
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Но  соизмТ>ниал   (105)  получается  изъ  нсточпика  йпф(^1,  Цо ,  ...,?/и) 
и:ш'Ьш1я  У\,у1, . .  *  ,уп  на  ух — //.  у<2 — У^-^чУп — у,  слЬдонательно: 

(1^Му\—у.  У2—Уч  • .  • ,  У'— у)  =  М'"  +  тЬш-иГ-^  -[-...  +  тЬху  +  К 
полагая  у  =  0,  найдемъ: 

(^'>Му\  »?/-••.  Уп)  =  К  =  Л^'о,  ^'1 1 .  •  • ,  ^'п) 

Д11фференц1альное    уравпен1(%    которому  удоилетиоряетъ  соизм'Ьнная  (105), 
соответствующее  уравпеш'ю  (08),  очевидно,  если  иоложимъ: 


.г"'0(     -)=0,(.г)  (100) 


будетъ  им'Ьть  форму: 


-,  '  =     ап  . \-2аи-  1 (-За..-2   , Ь  .  .  .  +^'^'1  г      *1   <1^^) 

ох        \      опи-!  Оац->  0(1и^з  Оа^] 

Ооозначая    символъ    второй  части  чрезъ   ,    ^   найдемъ: 

.'^^^.•<^^^ф.(.,  („1) 

подставляя    въ  это  уравпен1е  соизм!»пну10  (105)  найдемъ,    какъ  выию: 

-      =0    ,  -    =Ьж    ,       ,-       ,....,'     =шЬ1  (112) 

()г^  дч]  ()Г1  (Щ 

изъ  ЭТОГО  видимъ,  что  изъ  фупкц1и: 

посл'Ьдовательиымъ   дЬйств1емъ   символа  могутъ    быть    получены    всЬ 

коэфищенты  соизм'Ьнной. 

Иримгьръ,    Для    соизм'1шиой  форми  3-й  степени  источникъ  былъ  по- 
лученъ  изъ  фупкц1и: 

н1 2  (хо—т^У  =  1 8  (а^1  —а^По)  =  ^(^'о .  ^^1 .  <Н  ^  ^^з) 
Символъ    -   относительно  этой  формы  будетъ: 


АДГЕБРАИЧ.    АПАЛИЗЪ.  4() 


я  14  Глава  хп1. — неизмвцныя  и  соиам^няы}}. 


или  символъ  ^  им-Ьетъ  следующее  свойство: 

=  «п     ,     — ;^ —  =  2ап-1 


^     =  ЗСТп-2     ,    .    .    .    ,     ^=(п— 1)02      ,     ^  * 

следовательно: 

г)^'  е)^^?'  ^82г 

—  =  18(а,а2— аоОз)     ,     ^  =  ЗбГа^а— «103)     1     "^  =  ^ 

Изъ  этого   видимъ,    что    д-Ьйствуя   послЬдовательно   символомъ    —   надъ 
источникомъ: 

«5Ф(л^1 , л;2,  а^в  э  •  •  ч  л:«)  =  ^^(ап,  о--! , .  . . ,  «1 ,  «о) 
мы  посл'Ь  нЪсколькихъ  посл^довательныхъ  д1^>йств1й,  найдемъ: 


и  обратно: 


2^(аи,  Он— I , .  . . ,  «1 ,  Яо)  =  ^^(ло>  «1 , .  . . ,  Лн)  (из) 


-Р(ао » Л| , . . . ,  Он)  =  1^(ап ,  бг«-1 , . .  . ,  а] ,  ао)  (114) 


число  Д'Ьйств1й  для  этого  покажетъ  степень  соизм'Ьнной. 

§  202.  Если  Ф7НКЦ1Я  коэфицхентовъ  формы  будетъ  неизменная: 

<р(ао,а1,  ...,аи) 

то  она  должна  удовлетворять  сл^дующимъ  двумъ  дифференцгальнымъ  урав- 

нен1ямъ: 

д^  дф  дер  дф 

дх1  да^  да^  '  доп 

и  (115) 

доп^г  д(1н-2  йоп-з  доо 

Это  сл'Ьдуетъ  изъ  того,  что  неизменная  есть  соизменная  0-й  степени,  т.  е. 
не  зависитъ  отъ  переменнаго  г»,  следовательно,  въ  (98)  и  (111): 

^^=0     и     ^*^^>  =  0 
дх  дх 

т.  е.  дф  ^ф 
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§  208.  Въ  §  107  было  показано,  что  если  форма  будетъ  п-й  степени, 
5  порлдокъ,  а  /»•  в'Ьсъ  источника,  то  степень  т  соизм'Ьнной  данной  формы 
будетъ: 

ш  =  п8  —  2к  (116) 

Если  степень  соизмЬипой  ^н  =  0,  то  соизмЬниал  будетъ  неизмЬннал  и  мы 
будемъ  им'Ьть: 

2к  =  П8  (117) 

откуда: 

к  =  1п8  (118) 

Сл'Ьдовательпо,  если  будсттэ  дана  <|)орма  и:зв'Ьстной  степени  п  и  порядокъ  .<? 
неизм'Ьнной,  то  будетъ  данъ  и  вЬсъ  ея  к.  На  основан1и  этихъ  данныхъ  можно 
построить  всЬ  члены  неизмЬнной  съ  неопредЬленными  коэфи!иентами,  ко- 
торые зат-Ьмъ  можно  определить  совершенно  такъ,  какъ  мы  определяли 
симметрическ1я  ((>ункц1и,  зная  норядокъ  и  в1^съ.  Пусть,  наприм'Ьръ,  тре- 
буется составить  неизменную  формы  4-й  степени,  который-бы  порядокъ 
былъ  равенъ  3?  Изъ  формулы  (118)  сейчасъ  видно,  что  в'Ьсъ  искомой  не- 
изменной долженъ  быть  равенъ  6-ти,  а  следовательно,  неизменная  будетъ: 

^=Л^  ао^*2«4  +  Ачо'.сц  +  Л^^а^^а^  +  ^4^1  ^ьяз  +  Ла?  (119) 

порядокъ  каждаго  члена  этой  функц1и  есть  3,  а  весъ  6.  Остается  опре- 
делить коэфищенты  Л| ,  Ао  ,^3,^4,^5. 

Мы  видЬли  выше  (115),  что  неизменная  должна  удовлетворять  сле- 
дующему дифферепц1альному  уравнен1ю: 


где: 


^^=0  (.20) 


-^=^'0  .-  Н-2б^1  -  -+3а2  7-+ +пап-1-—         (121) 

0^  дщ  0а2  Л/з  Оин 


действуя  символомъ  - ».  надъ  ^,    найдемъ: 

(2^1  -{-2А2)а^^а^а^  +  (4Л1+6Л3+Л)  «о«2<*з  +  {4.А2-{-А^)а^а:^  + 

+  (3 Л,+0Л)«1«^  -^  О  (122) 

откуда,  полагая  ^1  =  1,  найдемъ: 

^2  =  — 1     ,    Л  =  — 1     ,     ^4  =  2     ,     А,  =  —1 
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следовательно: 

Когда  мы  опредЬляемъ  этимъ  способомъ  неизм'Ьнную  даннаго  порядка,  то 
приходится  определить  несколько  неизв'Ьстныхъ  коэфищентовъ,  что  де- 
лается съ  помощью  несколькихъ  УСЛ0В1Ё,  получаемыхъ  дифференщальнымъ 
уравнен1емъ,  которому  должна  удовлетворять  неизменная.  Теперь  очевидно, 
что  если  число  этихъ  услов1й  больше  числа  неизвестныхъ  коэфищентовъ, 
то  вообще  составить  неизменную  невозможно,  если-же  число  услов1й  равно 
числу  коэфиц1ентовъ,  то  можно  составить  только  одну  неизменную  дан- 
наго порядка;  наконецъ,  если  это  число  меньше  числа  коэфиц1ентовъ,  то 
можно  составить  несколько  неизменныхъ  даннаго  порядка. 

Изъ  всего  сказаннаго  выше,  видимъ,  что  число  членовъ  въ  неизмен- 
ной, которое  однимъ  больше  числа  неизвестныхъ  коэфищентовъ,  равно 
числу  способовъ,  въ  которыхъ  весъ  Ыз  неизменной  можетъ  быть  напи- 
санъ  какъ  сумма  чиселъ  числомъ  $,  изъ  коихъ  ни  одно  не  превышаетъ 
числа  п,  т.  е.  сколькими  способами  можно  удовлетворить  уравненхю: 

^1+^2  +  ^8+ +^Е?,  =  |П5  (124) 

где  каждое  изъ  чиселъ  ^1 ,  ^егз  >  ^з « •  •  •  ?  ^«  не  больше  п.  Но  действ1е  симво- 
ла т^  надъ  неизменною  ^  уменьшаетъ  весъ  ея  на  единицу,  следовательно, 

число  услов1й,  которымъ  должны  удовлетворять  неизвестные  коэфиц1енты, 
будетъ  равно  числу  способовъ,  въ  которыхъ  число  Ыз — 1  можетъ  быть 
написано  какъ  сумма  чиселъ  числомъ  5,  изъ  коихъ  ни  одно  не  превышаетъ 
числа  п,  т.  е.  сколькими  способами  можно  удовлетворить  уравнешю: 

М1  +  112+**3+ +«*«  =  5П5  —  1  (125) 

где  каждое  изъ  чиселъ  М] ,%,%,...  и^  не  превышаетъ  числа  п.  Въ  предъ- 
идущемъ  примере  число  услов1й,  которымъ  должны  удовлетворять  коэфи- 
ц1енты  неизменной,  равно  числу  способовъ,  въ  которыхъ  число  5  можетъ 
быть  написано,  какъ  сумма  трехъ  чиселъ  отъ  О  до  4  включительно. 

Вообще,  чтобы  решить,  когда  неизменная  даннаго  порядка  известной 
формы  можетъ  быть  составлена  и  когда  такихъ  неизменныхъ  больше  одной, 
надобно  сравнить  числа  решешй  уравнешй  (124)  и  (125). 

§  204.  Пусть  ^(х1  ,Х2,...,Хп)  будетъ  симметрическая функц1Я  целая, 
однородная  5-го  порядка  разностей  корней  уравнешя: 

ОрД?'*  +  па^x*^-^  +     \^     а^^х^^  + +  пап-\х  -}-  Он  =  О        (126) 
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то  будемъ  им-Ьть: 

д-Ьлал  11реобразован1е,  :тм4щая  Г) ,  д'2  ^  •  •  •  величинами  обратными  -- ,  —  ,  ... 

найдемъ,  какъ  было  сказано  выше  (^^  187),  неизменную  или  источникъ  со- 
шы^нной: 

Если  в-Ьсъ  функц1и  ^(.г^го,  .  .  .,  /,»)  есть  /»:,  а  степень  соизм'Ьнной  ш,   то: 
в'Ьсъ  функщи  Т{ах ,  а. , .  . . ,  а»)  будетъ: 

и  =  [{т—ш)  (129) 

Если  а,  р,  7^  •  •  •  суть  индексы  въ  какомъ  нибудь  изъ  членовъ  Т,  то  им'Ьемъ: 

а-[-? +  7+  •  •  •  •  ^=\{)1^^ — ш) 

если  теперь  въ  ^Х^/о,^], . . . ,  г/и)  замЬстимъ  коэфиц1енты  оо,  с^ь  . . . ,  ^^1  ихъ 
дополнительными,  то  индексы  въ  разсматриваемомъ  член'Ь  сдЬлаютсл: 

п — а-|-^^  —  ^-\-п  —  7+  .  .  .  =^  пн — (а-[-|3+у-[- . . . )  = 

=  т^  —  И;^/-^ — >/')  =  \^т>-\-))1) 
т.  е.  в'},съ  функц1и  ^^(а«,«»  1 , . . . ,  б/]  л/о)  есть: 

Если  для  краткости  положимъ: 

Т{ап ,  а«-1 , . . . ,  «1 ,  «о)  =  ^1т 
то  соизм'Ьннал  будетъ: 


"*         1Л 


()^      "^     '        ^У^^     ^^      .      .    .    .      .       ^,,„ 


Мы  видели  (101),  что: 


и  что: 


у^^,    =  ^Х«о .  ^'м  •  •  •  ^  ^ь»)  =  /1,)  ( 1 30) 


ЛоЛ    ^    г)у;    ^         '     г>г;-^  ^        ^-   .    .   .   -I-   ^^^,,  (1^1) 
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будетъ  тяже  соизмЪнная,  но   въ  коей  коэфищенты  получились  изъ  фувк- 
щи  ^РСоо,»!,. . . ,  аД 

Такъ  какъ  порядокъ  источника  коэфищента  Лт  =  Дап,ап-1,...,ао) 
или  коа({)иц1ента  Ао  =  ^{а^ ,  а1 , . . . ,  ап)  данъ,  и  дана  степень  соизм']Ьнной, 
то  в4съ  функщй  1^(ао ,«!,..., а„)  или  1^(йГп, «п-1  ^...^Оп)  будетъ  также 
данъ: 

\{п8 — т)    и    5(»»5-[-т) 

сл']^довательно  зная  порядокъ  и  в'Ьсъ  этихъ  коэфиц1ентовъ,  мо^но  построить 
ихъ  члены  съ  неопред'Ьленными  коэфиц1ентами,  которые  опред'Ьлятся,  какъ 

было  показано   выше  или  съ  помощью  символа  -^ ,  если  былъ  построенъ 

коэфиц1ентъ  ^0 «  или  съ  помощью  символа  т-  если  былъ  построенъ  коэфи- 

щентъ  Аш. 

Прммгьрь  1.  Требуется  составить  такую  соизм-Ьиную  кубической  фор- 
мы, которая  была -бы  2-й  степени  относительно  перем^^ннаго  и  2-го  по- 
рядка въ  коэфищентахъ  данной  формы? 

Р/ъшенге.  Пусть  искомая  соизм'Ьнная  будетъ: 

А^х^  -{-  АхХ  +  -42  =  ^ 
в'Ьсъ  коэфиц1ентовъ  А^  и  А^  будетъ: 

следовательно: 

А^  =  -ЛаоОа  +  Ва\     ,     А2  =  А' ах  а^  -[-  Ва\ 

Съ  помощью  символа  -^г  определятся  коэфид1енты  у  -4оэ    а  съ  помощью 
символа  т-  коэфиц1енты  у  А^: 

-^=2Лаоа1  +  2Баоа1  =  0     ,     ^  =  2А<наг+2Ваф^  =  0 

откуда,  полагая  Л  =  1  и  Л'  =  1 ,  найдемъ: 

Б  =  — 1  ,  ^В'  =  — 1 

следовательно; 


А^=^а^а%  —  а\     »    А^=^ах(Н  —  с^ 


2. 


г 
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опредЬливъ   одипъ    изъ  ;^ти\ъ  ко:я|)ищепто1гь  Л^  или  А2  мы  найдемъ  всЬ 
ког)фиц1еиты   соизм'Ьнпой,   дЬйствул    последовательно  символомъ   -  -  надъ 

Ао  или  символъ     ,^    надъ  Лш.  Следовательно  мы  им-Ьемъ: 


Ло  =  ао^2— '^'Т     ,     Л|  =  , :   Ло  =  ггог/з — а,  г/2     ,     ^2  =  :^Л  ^о^'К'з— ^2 


-   Ло  =  ггог/з— ак/2     ,     ^2  =  7 
откуда  искомая  соизм1шнал  будетъ: 


ЭТО  гессевская  кубической  формы. 

Ирилиьръ  2,    Найти  соизмЬнпую  Я-й  степени  относительно    11ерем'1ш- 
наго  и  3-го  порядка  въ  ко;|фиц1ептахъ  кубической  формы? 

Рмш'ше,  Пусть  искомая  сои:{М'1ишая  будст7>: 

А^х^  +  А  -^'^  +  ^ч^  +  Л 

такъ    какъ  порядокъ  ея  въ  коэфиц1еитах'ь  есть  Я,  то  в1.с'ь   ко:Ц)иц1ентовъ 
Ло  и  Бз  будетъ: 

к  =  '2(п8 — т)  =  Я     ,     А'  =  \{т-]гП1)  =  О 
Зная  в'1;съ  и  порядокъ  ко:я|ш1иопта  Аа,  можно  написать  его  форму: 

откуда,  дт.иствуя  символомъ   .^ ,  найдемъ: 

(>; 

(^; 

сл'Ьдовательно: 

:ЗЛ  +  Б  =  0     ,     2Б+ЗС=0 

полагая  Л=1,  найдемъ  В=  —  3,  (7=2,  сл'Ьдовательно: 

Ло  ==  я^^/з  —  Зг/оЯ1«2  +  2а?  =  ^г 
вс'Ь  остальные  ко:>фиц1енты  соизм'Ьнной  будутъ: 

Л]  =   .-  Ло     ,     Лг  =  %  -^  Ло     *     Лз  =  т  3  ^о 
и  мы  им'Ьемъ  соизм'Ьнную  кубической  формы  бгз,». 
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Мы  выше  вид'^Ьли,  что  ъ^съ  крайнихъ  коэфищентовъ  Ао  и  Лт  соиз- 
м']^нной  пг-й  степени  есть: 

к  =  м(пз  —  ш)    ,     А'  =  1(п5  +  т) 
откуда: 

А'  —  к=  т 

следовательно,  степень  соизм'Ьнной  равна  разности  в']Ьса  крайнихъ  коэфи- 
щентовъ ея. 

§  205.  Изъ  сказаннаго  выше  видииъ,  что  изв'Ьстная  форма  п-й 
степени  им']Ьетъ  соизм']Ьнныхъ  ш-й   степени,  относительно  перем'Ьннаго  и 

5-го  порядка  въ  коэфиц1ентахъ  столько,  сколько  можно  составить  функцхй 

дА 
Ао  в-Ьса  \{п8 — ш),  удовлетворяющихъ  уравненш  -^^  =0»  и  видимъ(§164), 

ас 

что  это  число  равно  разности  чиселъ  способовъ,  которыми  числа  1(м5 — т) 
и  |(п5 — т) — 1  могутъ  быть  выражены  какъ  суммы  5  чиселъ  отъ  О  до  п 
включительно. 

Очевидно,  т  можетъ  быть  нечетнымъ  числомъ  только  тогда,  когда  5 
и  п  суть  числа  нечетныя.  Сл']^довательно,  только  формы  нечетной  степени 
могутъ  ижкгъ  соизм']^нныя  нечетной  степени  въ  коэфищентахъ  и  въ  пе- 
ремЬнныхъ. 

§  206.  Предложенге.  Источникъ  произведешя  двухъ  соизмЪнныхъ  есть 
произведете  ихъ  источниковъ. 

Доказательство.  Если  А^  и  Д)  будутъ  источники  двухъ  соизвгЬн- 
ныхъ  ш-й  и  ^р-й  степени,  то  соизм'Ьнныя  могутъ  быть  написаны  въ  форм4^: 


(132) 


перемножая  эти  полиномы,  легко  найдемъ: 

^„в„^+я+^^^;^1+^!(^).?:!1!:1  +  ...       (133) 

сл']^довательно  источникъ  этой  соизм']^нной  есть  А^В^. 

Изъ  этого  предложен1я  заключаемъ,  что  если  н']^сколько  функцхй  А^ , 
Д)  9  Сх) , . . .  разностей  корней  связаны  изв']^стнымъ  услов1емъ,  то  т^мъ  же 
услов1емъ  связаны  и  соизм']^нныя,  коихъ  он'Ь  суть  источники. 
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[[рпм)ьч'(н1€,  Келе  нъ  осноиу  своего  опрод'Ьлеп1'я  соиамЬнпыхъ  взлль 
услов1е  (98): 

(,ь-„1)"^'>-<'  <'^"' 

гдЬ  Ф^')  соиам'Ьниая.  Легко  проверить,  Ш111[)ИМ'Ь1)Ъ,  что: 


О 
§  207.    Пусть: 


^^^);'-      ИЛИ      ^^^^-.^(/,^0 


[(ху)  =  а^г''  +  пох^^''    ^11  -[-....  +  пап-\г\/-'^  -\-(и^у  (135) 

будетъ  форма  п-\\  стеиепи,  а 

т'(^'о  '  ^^1 » •  •  • » '''>«)       и       0(^/о  ,  Г/| , .  . .  ,  г/„  уЛ'.у)  (1  ЗГ)) 

одна  изъ  ея  пеизмЬнпыхъ  и  одна  \\лъ  соизмЬнныхъ.   Преоорп:<уемъ  <|и)рму 
(1Я5)  липейпымь  11рсоора:юван1ед1ъ: 

.г=а,Х+р1Г       ,       ?/  =  а,Х4-1'2Г  (137) 

въ  другую: 

/(X,  Г)  =  ЛХ*'  +  )^Л1Х"   'Г+  ....  -\-пАплХУ^^-'  +  АпУ''     (138) 

иеизм'Ьнпая    и    соизмЬииал    (130)    примутъ   форму    относительно    преобра- 
зованной формы  (138): 

'^(Ло,Л,,..    ,Л„)     ,     Ф(ВоуВ1,...,Вш,Х,У)  (130) 

Ао^Ах,...,  Ап ,  Ло,  Д , . . . .  Т^т  суть  <|>уик1ии  ко:и|)Иц1ентовъ  а^^,  г/, ,  г/о ,  Пи . 

Основное  свойство  ;пч1хъ  <|)унк1ий  выражается,  какъ  мы  вид'1и11,  ел  Ь- 
дующими  уравнешями: 

^{  Ао,  Лп  . . . ,  Аи)  =  (а, ?2>'  ?(^'о,  ^'1  , . . . ,  ^'»0 

(140) 

Ф{  //о,  Д  , Д»,  X,   У)  =  («1 1^2 )•'  0(^0    ^/1  ,  .  .  .  ,  ^^1,  X,  у) 

Полагая  для  краткости  (а, ?.))=  ^^^  и  рЬшая  уравнен!)!  (1:)7)  относительно 
X  и   У  пайдемъ: 

ЖХ  =  3>.г  — Р,гу     ,     МУ=~-о^^Х+ЛхУ  (141) 
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откуда: 

Пусть  н^=Ф{х,у)  будетъ  соизн^нная  формы  (135);  м  ножетъ  быть  и  сана 
форма  (135).  Пусть  Т1=Ф{Х,  У)  будетъ  таже  форма  линейно  преобразо- 
ванная. Такъ  какъ: 


и  =  Ф(а,  Х+31 Г  ,  «аХ+Рг  Г)  =  ^1  (X,  Г)  =  Г^"  (1 43) 


то: 


дх       дХ'  дх    '    дУ    дх 


,  ди  дУ     I  [  .^  ди       ди\ 
+  'дУ1^=м[+^'^~'''Ту1 

^дУ     ду        М\     ^^  дX^'^^  дУ ) 


(144) 


(145) 


ди^^^    дХ^ 

ду       дХ'  ду     '   дУ 

эти  уравнен1я  можно  написать  въ  формЪ: 

ди  {  ^      ди\    .  ^   /       I      ди\ 

-д^=='^'[м-ду)-^^'[-м'дх) 

ди  /  1      <?СГ\   ,  .  /       1     ди\ 

—д^='''['м-ду)^^[~мЩ 

Изъ  этихъ  выражен1Й  видимъ,  что  дифференц1альные  символы: 

М±     и     -м4- 
ду  дх 

преобразовываются  въ  'линейномъ  подстановленхи  совершенно  подобно  пе- 
реи'Ьннынъ  X  и  у  такъ,  что  если  им'Ьеиъ,  наирии']^ръ: 

Ф(л:,у)  =  Ф,(Х,Г)  (146) 

то  будемъ  ин*Ьть  также: 

преобразован1е,  подобно  епреобразованш  соизм'Ьнной.  Сл'Ьдовательно  бу* 
деиъ  ии1>ть  дифференщалъный  символъ,  который  можетъ  служить  для  на- 
хождешя  неизи'Ьнныхъ  и  соизи'Ьнныхъ  формы,  если  этимъ  снмволомъ  бу- 
демъ дМствовать  надъ  самою  формою   или   надъ  ея  соизм'Ьнными.   Если, 
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иаприм^ръ,  Ъ\х,у)  будетъ  другая  соизхМ'Ьннал  формы,  то  будемъ  имЬть: 
11римщ)ъ  1.  Р]сли  будетъ  даца  <|)Орма  второй  степени: 

/(  =  Си^х"^  +  2«1  Д'У/  +  «2^- 

то  им^емь: 

н  =  а.ух^  +  2а,  ху  +  сы/  =  ЛоХ^  +  2  Л,  ХУ  +  А.  У-  =  V 

сл'Ьдовательно  будемъ  им'Ьть  также: 

/      г)2  г^2  ()^  \       /        ^^  ^^^  '^^^  ' 

^1'  («о  ;^^,  -2«,  ,у^^^  +  а.г  ^,^ ^  =  ^Л „  ^^^  -  2Л.  ^^^^-^.-  +  Л,  ^^,^ 

д-Ьйствуя  ;>тимъ  снмволомь  надъ  самою  данною  формою  и,  найдемъ: 
/       г)'-  ()''^  ()'-  \  /         ()2  г)-  ()-  \ 

^^^'  Г  V  ~-"'^Ыу +  "^"  <ь^ "  ^  (^^»')Г2~^^'Ж^+''^^ьт^)  ^ 

или: 

сл'Ьдовательно   функц1Я    и^п^  —  «^1    ^'^'ть   пеизм'Ьпиая ,    какъ    уже    видЬли 
выше. 

Примщуь  2.  Если  будетъ  дана  форма  4-й  степени: 

то  ди<|)ферен1иальный  символъ  будетъ: 

г).г'*  дх'Юу  дх-оу  дхпу'^  ду^ 

д1'»йств1е  этого  символа  надъ  самой  формой  и  даетъ: 

очевидно  неиам'Ьнпая,  какъ  видЬли  выше. 
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Прилтръ  3.  Бели  предъидущимъ  синволомъ  будемъ  д1^йстш)вать  надъ 
гессевской  Щх  (94),  то  найдемъ  неизм']^нную: 


(«о 


,а,,«|2,а8,  а4)(т-  ,  "*" ^)  ^4,«=  72(аоа9а4+2а1а2«8— «оа!-'«^а4— »!) 


Примгьръ  4,  Д'Ьйствуя  синволомъ: 

3 


надъ  соизм4нной  бгз,*,  найдемъ: 

=  —  12(а1а\—ваоа1а2а^'{'^ао^\-{-^а\а^ — За\а\)  =  —  12  Да 
Примгьръ  5.  Найти  выраженхе  для: 

если 

Отвгыпг:    ' —  9^Гз,* . 

Примгьръ  6.  Каждая  форма  четной  степени  им'Ьетъ  неизм'Ьнную  вто- 
раго  порядка.  Пусть  данная  форма  будетъ: 

м  =  (ао ,  а1 ,  02  , .  .  . ,  ОиХ^  ?  уУ 
д']^йствуя  надъ  нею  символомъ: 


("«'"' "^\д^'~^У 


найдемъ  неизм'Ьнную: 


.п{п—1) 
аоОп — пахап—х  п — —  а2С^1-2 

1 Ф^ 


Ф    •    • 


Если  этотъ  способъ   приложимъ  къ  форм*]^  3-й  степени^  то  въ  результате 
получимъ  нуль.  Но  приложенный  къ  двумъ  формамъ  3-й  степени: 
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даетъ  неIIам1^вную   системы: 

или  вообще  приложенный  къ  двумъ  формамъ  нечетной  степени: 
даегь  неизм-Ьнную: 

/7  7  ^1  II        ''^'^ 1^  I  I       ч 

1  •  ^ 

§  208.  Ирсдложгн'и'.  Если  '^{((^^.и\у^  ..  ,'/,/)  есть  неиимЪннал  формы: 

(//(),</! ^Л,$г,  ?/)"  (149) 

а  н^^Ф[а(у  ,((\,  .  ,  . ,  Иу,  ,т ,  ц)  соиимЬиная,    которою    можетъ    оыть    и    сама 
форма,  или  соинм'Ьинал  ныстей  степени,  то: 

будетъ  неиям'Ьннал  или  соизмЬннал  формы. 
Докамппгльсупво.    Пусть: 


(151) 


дв1;  системы  иерем'Ьнныхъ.  которые  нреооразуютсл  совм1',стио. 
11реобра:^ован1е  предъидуи;аго  иарагра<|)а  даетъ: 


и  воооще: 


^■.и.-К';;)"=(-^-'«+^".-'^у' 


глъ,  возвышая  стсиець  иадъ   символом!.  I      ]   замкщастсл  иорядкомъ 
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Такъ  какъ  и  есть  соизи'Ьнная,  то  ии']^емъ: 

и=  МР.  и 

откуда: 


{^Гх+^Ту)''^=^'<4.+^1уГ- 


или: 


д'П 


(154) 

Если  въ  этомъ  уравнеши  буденъ  разсиатривать  х  и  у,  какъ  постоанныа 
величины,  а  х'  и  У  какъ  перем^нныа,  то  коэфищентанъ  оо )  <^  >  Оз  <  •  •  •  >  Ои 

въформ*  (149)  соотв4тствуютъ  ~ , ^^-х.  >  >  •  -'^й  .  и  какъ  ср(ао,а,,...,а") 

есть  неизи^^нная  формы  (149),  то  очевидно  функщя  (150)  будетъ  неизн^Ьн- 
ная  или  соизм']^нная  той  же  формы. 

Примгьръ  1.  Форма  2-й  степени: 

им']^етъ  неизм'Ьнную: 

ЛоА^  —  -4.?  ===  М^  (аоа2  —  а?) 
прилагая  преобразован1я  (153)  къ  соизм^Ьнной  17=ЛР.и  будемъ  нм^Ьть: 

разсматривая  х^у^  какъ  перемЪнныя,  мы  им'Ьемъ  неизм^Ьнную  этой   квад- 
ратной формы: 

дХ^'дУ^      [дХду)  [дх^'ду^      [дхду)  ) 

которая  есть  соиам^нная  данцой  —  это  гессенская  данной  формы. 
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И^шлиърь  2,  Геосевскал  (|)ормы  ,Ч-й  степени: 

Н'ь  которой: 

^)^:2  =  <>(^^Й+^'|/у)     »     ^^^  2  с  (^гл-г 4-^/3//)     ,     ^^^    -  <'Аа\0Г-\-а.л1) 
будетъ: 

ЯГ)  {  (^^0-^  +  ^'1//)  (>'2'^  +  ^^З//)  —  ('^1^  +  ^'2^)^  } 

ИЛИ  опуская  числовой  множитель  30: 

и}тмщ)ъ  .V.  Для  ([юрмы  4-й  степени: 

■ч    .     =  а^(^^-\-2аоТы-[-(^о1^'' 
откуда,  гессевская  будетъ: 

или 

На  X  =  (г/о^'2 — '^«^1  )'^*  +  2(г/(//з — 01(12)^^1/  +  0^4+2^'1^'з — '^^/^2^^^^^  Н~ 

+  2(Г/1ГГ4— Г/о^^з)'^7/^  +  0'2^«4— ^'''^з)^* 

§  209.  Предложение.  Рл'ли  составимъ  соизмЬнную  формы: 

то  коэфиц1еиты    у    ранличныхъ  стененей   X  будутъ  соизм'Ьпныя  формы  V; 
х\  у  суть  также  иеремЬнныл. 

Доказательство.  Преобразуемъ  линейно  форму   V,   то  будемъ  имЬть: 
(^/у  ,«!,...,  ап  X  ^,  у)"  =  {Ло  ,  Л, , .  .  .  ,  Ап  $  X,  Г)"  (15Г)) 

если  перем']и1иыя  гг, //  и  д;',  ?/'  нреобразуемъ  совокупно,  то  найдемъ: 

ху'  —  х'у  =  ЗДХГ'— X'  У) 


32^  ГЛАВА   XIII. — НЕИЗМЪННЫЯ   И   СОИЗМ«Н0ЫЯ. 

откуда  форма: 

(ао ,  а, , . .  . ,  а  Л  х,  уУ  +  Ч^у'—ху)** 

преобразуется  въ 

(Л  ,  ^ь  .  . .  ,  ^п$  X,  УГ  +  ХЛГ*(ХГ'— Х'ГГ 
составляя  неизм'Ьнную  обЬихъ  этихъ  формъ,  найденъ: 

откуда  найдемъ,  что  вообще: 

следовательно  коэфищенты  а^\а\^...  суть  соизм']Ьнныя  формы  II. 

Если  выражеше  {ту' — х'уУ^  аам^нить  формою  (Ьо>Ьь«  •  чЬи!^:,^)",  то 
предъидущее  предложенхе  сд']^лается: 

Предложенге.  Если  ср(ао, а1,...,ап)  есть  неизм'Ьнная  формы 

(а^,аx,,..,ап^x,уУ 
то  вс']^  коэфищенты  у  X  въ: 

суть  неизм']^нныя  системы  формъ: 

(ао , аь  . . . ,  ОпЗГа?,  у)"     ,     (Ьо  ,  ^1 , . . . ,  ЬпХх.уУ 
или  что  тоже: 

суть  неизм'Ьнныя  системы. 

Примгьрт^.  Пусть  данныя  дв*]^  функц1и  будутъ: 

Оож'  +  2а1  ху  +  аау '    ,    Ьо^^  +  261  ху  +  Ьву^ 

Ёеизм']кнйая  первой  формы  есть: 

а  формы: 

(«о+ХЬо)  а:2  +  2  (а,  +Х6, )  ггу  +  (а^  +^2)  у^ 
будетъ: 
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или: 

сл'Ьдователъно: 

есть  неизменная  системы. 

§210.  Предложена.  Если  Д.г, //)  и/\(^',  ?/)  суть  диЬ  однородныя  фор- 
мы, то  опред'Ьлитсль: 

!  '^^    -^<- 

\    1)х        ()у    ' 

\    дх        ду    , 

есть  соизм-Ьниал  системы. 

Лок(1.ттельстао,    Проооразуемъ    липейпо    данныя  формы,    подстапов- 
лен1емъ: 

пусть  формы  ({т,у)  и  [\{х,у)  сделаются: 

ПХ,У)  =  [(г.у)     ,     Г,[Х,У)  =  {\{х.у) 
дифференцируя,  найдемъ: 


(}Х         '  От  ^  ^'  О,,  ОХ         '  »).«:  ^  '^'  Оу 


г)  Г  -  "^'  ')я-  +  ^^)^/         "  г)  1'  -  ''-'  г),г  '^  ^'  о  у 


откуда: 


ОР 

ох 

ОУ 

1 

'   '^Ох-^^'Оу 

Ох 

0Р\ 

ох 

1 

0Р\ 
ОУ 

,   ''  .^х       '^'  Оу 

•   "^'Ох        '"'чу 

;         <ч. 

Ох 

0{\ 

следовательно  пред.1ожеп1е  доказано. 

Определитель  (157)    называется  функц'юнальнымъ  пли  яко(и'евскнмо  и 
обозначается  часто  символомъ  ^{^\^\). 

АЛГЕВРАИЧ.    АНАЛНЗЪ.  42 
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Примпфъ. 


дх      ду 
дх       ду 


=  («0^1 «1  Ьо)  ^^  +  («0*2 «оЬ)  осу  +  («1  ^2 «2^1 )  У^ 

§  211.    Предмженге.    Всякая  фунБЦ1Я  разностей  Еорней  двухъ  соиз- 
м'Ьнныхъ  есть  симметрическая  функщя  разностей  корней  начальной  формы. 

Докс1зшп€льспгво.  Пусть  данная  форма  будетъ: 

двЪ  ея  соизм'Ьнныя  пусть  будутъ: 

Ф2(х)  =  СоХ^ -^  ^СxxI^-''^ -^  ....  -{-дЬд-хх-^-Ьд 

Если   одинъ  и:зъ  корней  первой  соизм']Ьнной  будетъ  л;'г,    то  будемъ  им'Ьть 
тождество: 

Ь^^'^г  +  рЬххГЧ- ^^\~^^   М^^+ +рЬр-гх'г  +  Ьр  =  0 

^0)  ^ь  ^2 )  •  -  •   <^уть  функц1и   коэфиц1ентовъ  ао ,  а! ,  а2 , . . .    Совершимъ  надъ 
этимъ  тождествомъ  дМств1е  *  =  -^2" ,  будемъ  им4ть  (101): 

откуда: 


откуда: 


Ьх'г  =  —  1 
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Если    назовемъ  одипъ  изъ  корней  второй  соизм'Ьнпой  чрезъ  .г/,  то  точно 
также  найдемъ: 

ьт.:  =  —  1 

изъ  этихъ  двухъ  посл'Ьдннхъ  уравнен1й,  найдемъ: 

Ьх'г  —  Ьх/  =  Ь  (х'г  —  .г./')  =  О 

что  показываетъ,    что  х'г — х/  есть  функщл  разностей  корней  .Г1,.Г2,...,  г,, 
данной  формы. 

§  212.    Предложение.    Неизменная   или  соизмЬнная  соизмЬнной  дан- 
ной формы  есть  неизменная  или  соизм'Ьнная  этой  формы. 

Доксиателытво.  Это  неносредственно  слЬдуетъ  изъ  опредЪлен1Я  этого 
рода  функций. 

Прнлтръ.  Пусть  данная  форма  будетъ: 

гессевская  соизм'Ьнная  этой  формы  есть: 

неизменная  этой  последней  <{)ормы  2-й  стеиени  есть: 

а  это  есть  нризначная  данной  формы. 

§  213.  Примщт.  Закончимъ  настоящую  главу  иримЬрами. 

11рим)ьръ  1,    Показать    что   если   ^^,^2,^г^^^^^  ^п  суть  неизмЬнныя 
5-го  порядка  формъ: 

X         Х\  X         Хо  X         Х)1 

гд-Ь  ^:', ,  5*2 , . . . ,  ./'п  суть  корни  уравнеп1я  ср(х)  =  О,  то: 

г.    » 

У  Мх—х.^)' 

г-    1 

есть  соизм'Ьнная  формы  ^(х), 

Прим)ьръ  2.  Если  ог^^х^  .х^,  х\,Хл^Х'^  суть  корни  кубическихъ  урав- 
нен Ш. 

а^^  +  3«1  гг2  +  Ъсих  +  «^  =  О     ,     Ь^х^  +  3^^  г^  +  Щх  +  />з  =  О 
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то: 


аоЬо  2  { (х^—х^)  (х'х  —х\)  +  {х2—х\)  {х'^—х^)  ]  {х—Хх )  (х—х\ ) 


есть  соизм']Ьнная,  форма  которой  въ  воэфиц1ентахъ  есть: 

— 18  {(аоЬ2+^Ьо"~2а1 61)0:^+ (00^8+^860— «1  Ьг — 0261 )  л?  +(«1  Ьз+«8Ь1  — 20262)} 

Примгьръ  3.  Найти  тождественную  зависимость  между  тремя  квадрат- 
ными формами  въ  функщи  ихъ  неизм'Ьнныхъ? 

Пусть  будутъ  три  квадратныя  формы: 
11=а1Х^+2Ь1ху-{'С1у^  =  0,  7=а2ж2+2Му+С2У^ »  Т^Г=а2Х^-{'2ЬгХу+С2у^ 
перемножимъ  два  сл^Ьдующхе  опред']Ьлителя: 


«I 

Ьх 

Сх 

0 

Сх 

-2Ь, 

о, 

0 

оа 

Ь2 

Са 

0 

Са 

-26, 

«а 

0 

«8 

Ъг 

Сг 

0 

и 

Се 

-26з 

Ог 

0 

у' 

—ху 

«2 

0 

ж» 

Чту 

»' 

0 

Если   положимъ   вообще   арС^-\'а^Ср — 2ЬрЪ^=^^^^у  то   по   перемножеши 
найдемъ: 


^xx 

^\2 

^^, 

и 

^2^ 

^22 

^п 

у 

«^81 

«^82 

«^88 

тг 

и 

Г 

тг 

0 

развертывая  онред'Ьлителя,  въкоторомъ  ^р,^=^^,р^  найдемъ  искомую  тож- 
дественную зависимость: 


+ 2(^28е7'12— «ТгаЛО  тгцч-2  (^2г^ъ^—^ьь^'^2)  Т1у=  о 


(168) 


Зд-Ьсь  могутъ  представиться  сл'Ьдуюо^хе  частные  случаи: 

Случай  1.   Если  три  квадратныя  формы  взаимно  гармоничны,  то  въ 
этомъ  случа*]^: 

«/28  =^  ^^       >       «л»  =0       ,       ^Т^  2  =  о 

подставляя  эти  звачен1я  въ  уравнен1е  (158),  будемъ  им^ть: 

с/п         «/^2         «/38 
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Случаи  2.  Если  уравпеп1е  ТГ=Одаетъ  формы  ипвол1оц1и  точекъ 
дапныхъ  двумя  другими  уравнеишми  11=0  и  Т^=0,  то  въ  этомъ  случаЬ 
е7,з=0,  /23==^^  Д'Ьлая  эти  подстановлен1*я  въ  уравнеше  (158),  найдемъ: 

Но  изъ  уравнешй  ^^^  =  0  и  «Тоз  ==  ^  пайдомъ: 

(/з  =  1^(((\  ^2)     ?     —  2/уз  =  /«:  (/'1  ^'2 )     »     ^^3  =  М?>1  ('2) 
откуда: 

4  (>/з<^з-&;У)  =  Л'  { ( п,Ь,)  {Ь, Го)  —  (с, а, )' } 

или: 

2*>/зз  =  '^    ('^1 1  «^22         ^12' 

полагая  А'  =  1  и  сокращая,  найдемъ: 

Примщуь  4.  Показать,  что  функции: 

«0^/2—^*1     1     ^'о«4 — 4^1  г/з  +  За;     ,     г(г>з— •^'^о^Ч  ^'2  +  *-«Т 
которыя  зависятъ  отъ  разностей  корней  уравпен1я: 

(ао  ,  П] ,  ^2  , . . . ,  Пп  I  .т,  ?/У'  =  О 

даютъ  происхождение  соизмЬннымъ  степеней  2п — 4,  2)г — 8,  Зп — 6? 

1Тримщ)ь  5.  Показать,  что  ко::)фи1иентъ  у  11редпосл1>дпяго  члена  въ 
уравнен1и  квадратовъ  разностей  корней  даннаго  уравнен1я  даетъ  происхож- 
деше  соизм-Ьниой  4-й  степени  относительно  неремЬннихъ? 

При.юьръ  С).  Пусть  .Г1 ,  .Го , . .  . ,  Хп ;  я'\ ,  л'о , . . . ,  ^'н  суть  корни  уравнешй: 

и=  (^'о  ,  «ь  •  •  •  «'Хз:^,  уУ  =  0     и     У=  (Ьо  ,?>!,...,  ЬпХг,  уУ^  =  о 

требуется   и:зъ   простейшей   функц1и  ()азностей  корней  111  (.Г/, — x\^)  вывесть 
соизм'Ьнную  системы   V  и   Гг* 

Этотъ  вонросъ  будетъ  рЬтень,  если  выразимъ: 

г 


■1 


{Х  —  ,Гр){Х — х'ч) 


въ  коэфиц1ентахъ  формъ  I/  и   V, 
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Для  этого  мы  имЪемъ: 

VI Хр — х\         VI     Х\      VI    ^1 VI  _:г',      VI       1 

^  {х — Хр)  {х — х^      ^  X — Хх  ^  X — х\       ^  X — х\  ^  ж— Хх 

если  Т]  ^  V  напишемъ  въ  однородной  форм'Ь,  то: 

V_^ ^м.     V— 5^ ^^ит.  д. 

^х — Х\у        дх        '     ^х — Хху  ду 

подставляя  эти  виражен1я  въ  предъидущее  уравнен1е,  найдемъ: 


^7гV 


х^—х'о  дПдГ     дПдГ 


^^{х — Х1у){х — х'ху)      дх  ду       ду  дх 

а  это  есть  ЯБоб1евсЕая  соизмЪнная  системы  Л  а  V.    Зам']Ьтимъ,  тго  пер- 
вый коэфйц1ентъ  у  ^  (и.У)  есть  (а^Ъх ). 

Прим1ьръ  7.  Показать,  что  форма: 

Ял?у)  =  «ож*  +  4а|  х^  +  6а2ж'  +  ^а^х  +  а^ 
подстановлешями: 

можетъ  быть  преобразована  въ 

ДХХ')Х*  +  Я|1|1')  Г*  +  бЗМ^Х^Т^ 
гд*: 

48^—^^8  +  ^2  =  о    а    ж'=(Хр1') 

11рим1ьрь  8.  Показать,  что  двойной  множитель  двухъ  формъ  II  и  V 
есть  также  двойной  множитель  и  Якобхевской  этихъ  формъ  Л^П^УУ^ 

Примгьръ  9.  Найти  выводъ  кубическихъ  формъ  17и  V  исключенхемъ 
ивъ* 

дх  ду 

Примгьръ  10.  Показать,  что  двойной  множитель  формы  I/  есть  двой- 
ной множитель  и  ея  гессевсвой: 


дЧТдЧ1_/д^У 
дх^  ду^      [дхду] 
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ГЛАВА    XIV. 

Свойства  двучленныхъ  уравнежй. 

§  214.  Двучленпымъ  урапноп1омъ    >г-н  степени    на:1ывается  уравнен1е 
формы: 

а^х'^  +  а^  =  0  (1) 

гд1>  г/о  и  €1]   суть  ц'Ьлыя  числа.    Э'ю  уравнение  можно  преобразовать    сл'Ь- 
лующимъ  образомъ:  помпожимъ  об'Ь  его  части  на  а;I~^  то  будемъ  имЬть: 

полагая  а(^х  =  у  и  а"' ^ах  =  —  Л,  найдемъ: 

!/"  =  Л  (2) 


п 


полагая  паконецъ  у  =  хУ  Л,   найдемъ: 

^"  =  1  (3) 

п 

V л  есть  число,  которое  будучи  возвышено  въ  ;/-ю  степень  даетъ  число 
Л,  Следователь  но  если  рЬшимъ  уравпеп1е  (8),  то  будемъ  имЬть  и  рТ.ше- 
Н1е  уравнения  (1).  11;и'Л'1;дуемъ  свойства  корней  '.)того  уравнен1я. 

§  215.  Если  степень  уравнен1я  (*1)  есть  число  четное,  то,  очевидно, 
его  корнями  будутъ  -}-  I  и  — 1;  если  же  степень  будетъ  число  нечетное, 
то  корнемъ  его  будетъ  -\-\.  Посмотримъ,  как1е  будутъ  друг1е  его  корни? 

Прсд.южеик  1.  Егли  два  двучлепиыя  уравпен1я: 

:г'"— 1=0       ,       .т'^— 1  =  0  (4) 

нм-Ьютъ  обп1,1е  корни,  то  эти  корни  будутъ  корнями  и  уравнен1я: 

я'^  —  1  =  О  (5) 

гд'Ь  О  есть  об1ц1й  наибольш1й  д'Ьлитсль  чиселъ  т  и  п. 

Доказательство.  Пусть  а  будетъ  обпий  корень  уравнеп1Й  (4),  то: 

а'"  =  1        ,       а"  ==  1 
полагая  ш>п  раздЬлимъ  ш  на  п,  то  будемъ  имГ.ть: 

ш  =  (рь  -\-  Гх 
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НО  такъ  какъ  мы  имЪемъ  а''=1,  то  а"*=1,  сл']Ьдовательно: 

откуда  видимъ,  что  если  Г] ,  Га , . . .  ,  О  суть  остатки  при  рачыскан1И  общаго 
наибольшаго  д^Ьлителя  между  числами  т  и  п,  то  будемъ  им1^ть: 

а*'1  =  1      ,      а^«  =  1      ,      а*'»  =  1 а®  =  1 

следовательно  общ1Й  корень  уравнен1й  (4)  будетъ  и  корнемъ  уравнен1я  (5). 

Очевидно  также,  что  корпи  уравнен1Я  (5)  будутъ  корнями  и  уравне- 
шй  (4). 

Слгьдствге.  Изъ  этого  предложен1я  сл-Ьдуетъ,  что  если  степени  т  и 
п  уравнешй  (4)  суть  числа  взаимно-простыя,  то  эти  уравнешя  не  могутъ 
л^Лтъ  общаго  корня,  исключая  единицы,  ни  съ  какимъ  уравнен1емъ  той  же 
формы,  но  низшей  степени. 

Предложенге  2.  Если  а  есть  корень  уравнен1я: 

ж"  =  1  (6) 

то  и  вс'Ь  его  степени  будутъ  корнями  того  же  уравнен1я. 

Доказательство.  Въ  самомъ  д'Ьл']^,  если  а  есть  корень  уравнен1Я  (6), 
то  им^емъ: 

а*'  =  1 

возвышая  06*6  части  въ  к-ю  степень,  найдемъ: 

а*~  =  1     или     (а*)"  =  1 

следовательно  а*  есть  корень  уравненхя  (6).  Число  к  можетъ  быть  и  поло- 
жительнымъ  и  отрицательнымъ.  Следовательно  все  члены  ряда: 

а     ,     а2     ,     аЗ     ,     а*  , 

суть  корни  уравнешя  (6).    Но  такъ  какъ 

а**+1=а«.а  =  а     ,     а*»+2  =  а«.  а^  =  «^  ,  .  .  .  • 

И  вообще: 

а"»  =  а^ 

(если  т=:г{Мп)),   то  въ  ряду  (7)  будетъ  не  бо.1ее  п  равличныхъ  вели* 
чинъ,  именно: 

а  ,  а«  ,  а» а*»-*  -,   а*»  =  1  (8) 
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Слтктви'.  Рхлн  п  есть  число  простое,  а  а  не  равиа  единицЬ,  то  всЬ 
члены  ряда  (8)  различны  между  гобою.  Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  если  бы  они  не 
были  вс'Ь  различны,  то  мы  имЬли  бы,  напр.  а'"' =  а*"' ! '"  ()п  и  ш-\-т<Ц), 
ииъ  этого  уравнетя  будемъ  имЬть: 

а"'  =  1 
т.  е.  а  есть  корень  уравпеп1Й: 

;г"  —1  =  0      и      х*'^  —1  =  0 

гд'Ь  числа  п  и  ун  суть  н:{аимпо- нростыя,  что  противорЬчитъ  предложен1ю 
первому. 

Предложение  Я.  Если  и  есть  число  простое  ^л  а  а  есть  одинъ  и:\ъ 
корней  уравнения: 

./''— 1  =  0  (0) 

исключая  единицы,  то  вс1\  корни  :»того  У1»авнен1'я   будуть: 

1,  а,   а2,  а^  а\ ,  а/'"»  (10) 

вм'Ьсто  чисел7>  1,  2,  3,  .  .  .  ,  р — ^1  не  сравниваемыхъ  но  модулю  ;>,  если  // 
есть  одинъ  и:п.  Н(4)нообразных'ь  корней  нростаго  числа  р  {^  Ю!)),  можно 
поставить  степени:   1,  //,  //-,  (/^  и  //   -,  тогда  корни  уравнен1я  (!))   будутъ: 

1  ,  а",  а'^-',  а^\  .  .   .   .  ,  л"^   '"  (К)') 

Ото  нредложет'е  не  имГ.еть  мЬста.  если  и  есть  число  составное,  но  оно 
будетъ  имГ.ть  мЬсто  и  въ  :)томъ  случаЬ,  если  а  пуд(^тъ  одним7>  и;{ъ  корней 
уравнен1я  (0),  не  нринадлежан^'й  пи  одному  и;гь  уравнений  такой-же  фор- 
мы, но  низшей  степени  (§  215,  слЬд)- 

Пгрвооо разными  корнями  у1)авнеп1я  (())  на:шиаютъ  так1'е  корни,  К(1- 
торые  не  удовлетворяють  уравнен1ямъ  такой  же  формы,  но  ни:и11(ч"г  степе- 
ни. 1Ссли  п  есть  число  простое,  то  вс'1".  корни  уравнен1'я  л"=~-1.  исключая 
единицы,  суть  первоо6р(иныг.  СлГ.довательно,  каждый  первооб1>азный  корень 
уравнен1я  (0),  какое -бы  ни  было  число  и  простое  или  составное,  им'],еть 
свойство  давать  своими  степенями  всЬ  корни  уравнен1я. 

§  210.  Если  71  есть  число  простое,  то,  какъ  выше  сказано,  всЬ 
корпи  уравнен1я  (9),  исключая  единицы,  суть  первообразные.  Иосмотримъ, 
им'Ьетъ-ли  уравиен1е  ((>)  первообразные  корни,  если  п  есть  число  состав- 
ное? Положимъ  сначала,  что  п  =  р'\  т.  е.  число  и  естъ  степень  нростаго 
числа  21.  Не  первообразный  корень  урав11ен1я: 

.т''^=1  (11) 

▲ЛГЕБРАПЧ.    АНАЛНУЪ.  43 
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долженъ  принадлежать  уравненхю: 

х^=1  (12) 

гдЪ  0  есть  делитель  числа  р"*,  но  каждый  дЪлитель  числа  р^  есть,  оче- 
видно, и  делитель  числа  ^>'*~^  следовательно,  корни  уравнен1я,  т.  е.  вс* 
не  первообразные  корни  уравнешя  (11)  должны  быть  корнлми  уравнешя: 

хР^^'  =  1 

Но  такъ  какъ  всЬ  корни  этого  уравнешя  принадлежать  и  уравнен1ю(1П, 
то  всЬхъ  не  первообразныхъ  корней  будетъ  ^р^*"\  а  слЬдовательно,  число 
первообразныхъ  корней  уравненгя  (11)  будетъ: 


р^-р^-1=р^(1-1\ 


(13) 


а  это  посл^Ьднее  выражеше  есть  ничто  иное,   какъ   число,   показывающее 
сколько  есть  чиселъ  меньшихъ  отъ  р^  и  взаимно  простыхъ  съ  нимъ  (§  89). 

§  217.  Посмотримъ  теперь,  какъ  р']Ьшить  уравненхе: 

ж'''— 1=0  (14) 

и  какъ  найти  его  первообразные  корни? 

Пусть  ^1  будетъ  одинъ  изъ  корней  уравнен1я: 

хР=1 
сл-Ьдовательно: 

Р7=1  (15) 

Пусть  р2  будетъ  одинъ  изъ  корней  уравнен1я: 

хР  =  ^,     т.е.     3?=Р1  (16) 

Пусть  Рз  будетъ  одинъ  изъ  корней  уравнен1я: 

хР=^2     т.е.      Р?  =  Р,  (17) 

и  т.  д.  до  гЬхъ  поръ,  пока  не  получимъ  корень  ^у,  иоследняго  ураппен1я: 

х''  =  ?^1    Т.е.     3;;  =  Р^-1  (18) 

Если  теперь  положинъ: 

а  =  Р1Р20з Рь^-!?,.  19) 

то  а  будетъ  им'Ьть  р^  значен1й  и  даетъ  всЬ  корни  уравпен1я  (11). 
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Во  первыхъ  1^1  пмЬетъ  ]>  зпачен1Й,  каждому  и;^ъ  :>Т11ХЪ  зпачее1й  со- 
отв'Ьтствуетъ  ]>  значеп1Й  ?>.> ,  а  каждому  ^о  соотвГ»тствуотъ  })  значен1Й  Рз 
и  т.  д.,  всего  очевндио  ^>'*.  Что  а  будетъ  корпемъ  уравпен1л  (И)  слЬдуетъ 
изъ  того,  что  мы  им'Ьемъ: 


??=1      ,     3^=1      ,     ?;  =1   .  .  .  .  Р(:11  =1     ,     Р^  =  1        (1>0) 
откуда: 

иеремножал,  пайдемъ: 

Остается  показать,  что  р^  ;шачеп1Й  а  вс]»  различны,  Положимъ,  что  два 
изъ  такимъ  образомъ  составлепиыхъ  для  а  зиачсп1й,  равны: 

возвышая  въ  ^^-ю  степень  и  замЬчая,  что: 
найдемъ: 

Н1Н2Н3         1-*Н--1  —  Н1Р2РЗ Н(А     1  К-^-^) 

разд'Ьляя  (21)  на  (22),  найдемъ: 

?и  =  Р'и- 

Поступая  съ  уравнен^емъ  (22)  точно  такъ  какъ  мы  поступали  съ  (21), 
найдемъ: 

о  О' 

И  продолжая  подобнымъ  образомъ  увидпмъ,  что  равенство  (21)  можетъ 
только  тогда  существовать,  когда  количества  ?1,  З^»  Рз » •  •  •  >3|х  равны  коли- 
чествамъ  р', ,  Р'г»  ^'з  ?  •  •  • » 1^к»  СлЬдовательно  выражен1е  а  (10)  даетъ  всЬ 
корни  уравнен1я  (14). 

Иокажемъ  теперь  как1е  изъ  :»тихъ  корней  суть  первообршшые: 

Мы    выше    вид'Ьли,    что  всЬ  не  первообразные  корни  уравнен1я  (14) 
суть  корни  уравнен1я: 

х''^""^  —1=0 
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Если  положимъ,  что  а  =  01,Р2>Зз1-- •)Р|^к  есть  не  первообразный  корень 
уравнешя  (14),  то  им']Ьемъ: 

(Р1Р2З3 3,_1Мя»^-'=1 

удаляя  всЬ  множители  равные  единиц']^,  каковы: 

найдемъ: 

Р{Г"'=1  (23) 

но  тъ  уравненШ  (20)  им-^емг: 

(^Г'  =  ^^г=^^= =&Г  =  Р?  =  Р1  (24) 

сл']^довательно  ^1=1.  Изъ  этого  видимъ  что  а,  данное  выражешемъ  (19), 
будетъ  первообразнымъ  или  не  нервообразнымъ  корнеиъ  уравненхя  (14), 
смотря  по  тому  будетъ-ли  ^1  отлично  отъ  единицы  или  равно  единиц*. 

Изъ  всего  выше-изложеннаго  видимъ,  что  р*шен1е  двучленнаго  урав- 
нешя: 

х^—1  =0 

сводится  на  опред^ленхе  одного  изъ  корней  ^1  уравнен1я  а;''=1,  одного 
изъ  корней  Рз  уравнен1я  ж''  =  &| ;  одного  изъ  корней  &з  уравнешя  хр  =  3^ 
и  т.  д. 

Найдя  этимъ  способомъ  одинъ  изъ  первообразныхъ  корней  уравне- 
Н1Я  (14)  мы  будемъ  у1ыЬтъ  и  всЬ  его  корни,  возвышая  его  во  всЬ  степени 
отъ  1  до  п  включительно. 

§  218.  Пояснимъ  теперь  сказанное  примерами.  Р'Ьшимъ  сначала 
уравнен1я,  коихъ  степени  простыя  числа  2,  3,  5. 

Пршиьръ  1.  Пусть  данное  уравнен1е  будетъ: 

а;2— 1=0 

корни  этого  уравнешя  суть  +1  и  — 1,  изъ  коихъ  — 1  есть  первообраз- 
ный, его  вторая  степень  даетъ  +11  т.  е.  другой  корень. 

Пргктьръ  2,  Пусть  данное  уравненхе  будетъ: 

жз— 1  =  0  (25) 

его  можно  написать  въ  форм*]^: 

(х— 1)(а;2+а;-|-1)  =  о 
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откуда: 

д;— 1=0       и       х^  +  х  -\-  \  =0 

эти  два  уравнения  даютъ  слЬдуюпие  корпи  уравиепш  (25): 

—  1  +  1-3         —1  —  1-3 

если  одинъ  иуъ  маимыхъ  корней,  напримЬръ  второй,  озпачимъ  чре:^ъ  а: 

- 1  +  К-'з 


«=  2 


то  всЬ  три  корил  будутъ: 


—  1  +  1  -3  ,       —  1  — 1  _з 

следовательно  стеиепн  корил  а  даютъ  всЬ  три  корня.  Такъ  какъ  каждый 
изъ  мнимыхъ  корней  есть  корень  квадратнаго  уравнен1я: 

^•2  -|-  .с  +  1  =  О 
то  им'Ьемъ: 

д2  +  а+1=0     и     а^  +  а2  +  1=0 

а  изъ  уравнен1я  а*^  =  1 ,  находимъ: 

а^  =  1  ,  а*  =  а  ,  а"^  =  а-  ,  а''*  =  1  ,  а^  ==  а  ,  (х^  =  а^    ,  .  .  • 

Легко  вид'Ьть,    что  съ  помощью  свойствъ  корня  а  можно  всякую  функц1Ю 
количествъ  д'М1ствительныхъ  и  корпя  а  написать  въ  одной  изъ  формъ: 

Р  +  а^     или     2^  +  а\> 

Ирилтръ  .'У.  Пусть  данное  уравнеп1е  будетъ: 

х^  —1=0 
его  можно  написать  въ  (|юрм'Ь: 

(У  —  1 )  ( ./; »    1  -  .<:*^  +  ./:2  +  .г  +  1 )  =  О 

откуда  им'Ьемъ: 

о;— 1=0     ,     .^^  +  .гЗ  +  д:2  +  .г-+1  =0 

первое  изъ  этнхъ   уравнен1й  даетъ  корень  +1,   а  второе  взаимное  (§  55) 
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даетъ   четыре   первообразные  корня.   Чтобы  найти  эти  корни,  напишемъ 
это  ураинен1е,  ра:^Д'Ьливъ  на  х^,  въ  сл'Ьдующей  форм^^: 

^'  +  ^  +  ^  +  Т+^=^ 

X  X 


и  положи  мъ: 


х  +  —  =  и  (26) 


то: 


X 


^'  +  ^  =  «"-2 

X 


следовательно  предъидущее  уравненхе  сд']^лается: 

^Ег2  +  ^  — 1  =  0 


откуда: 


_  — 1+УУ  _  —\—Уъ 


^1  = 2 »     ^2  == 


внося  эти  значен1я  въуравнен1е  (26),  будемъ  им^ть  еще  два  уравнешя: 

л;^  — лг1а;+ 1  =  0      ,      x^  —  ^^2^'\-^  =  0 

изъ  которыхъ  получимъ  еще  четыре  корня  даннаго  уравнешя.  Бели  одинъ 
и:{ъ  этихъ  корней,  которые  суть  вс^^  первообразные,  означимъ  чрезъ  а,  то 
всЬ  пять  корней  будутъ: 

Возьмеиъ  теперь  для  прин'Ьра  так1я  двучленныя  уравнен1Я,  степень  коихъ 
есть  простое  число  въ  степени  4  =  2^,    9  =  3^. 

Примтьрь  4.  Пусть  данное  уравнеше  будетъ: 

или 

х^'=1 

Корни  уравнешя  х^ — 1=0  суть  4-1  и  — 1.  Если  одинъ  изъ  этихъ  кор- 
ней возьмемъ  за  &!,  то  сл-Ьдуетъ  еще  р-Ьшить  уравненхе  (16): 

Если  ^1=1,  то  аайдемъ  рз  =  +1  или  —1,  а  если  ^1=— 1,  то  корни  его 
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будутъ  +/  И  — /,  сл'Ьдовательпо  всЛ>  четуре  корня  даннаго  уравнен1*я  бу- 
лутъ: 

+1,-1,     /     ,     -/ 

и:1ъ  копхъ  -{~1   и  — 1  по  первообразные,  а  /  и  — /  первообразные,  степени 
каждаго  изъ  нихъ  дадутъ  вс!.  четыре  корил: 

и  степени  корнл  — /  дадутъ  :4ти  же  корни. 

Ирилаьрь  Г).  Пуст!»  еп1,е  данное  уравнен1е  будетъ: 


или 


Р1>шая  уравнен1е: 


будемъ  им'Ьть  три  корнл: 


.г^— 1  =0 


^3^  _  1  =:  О 


.г^  —  1  =  О 


1о 


За  этимъ  надобно  р1ипит[.  уравнение: 


п   г. 


полагал  нослЬдовательно:  Н|="Ь  а,  а'-,  напдемъ: 

Для    1^1=  I      ,       пайдемъ:      +1     ,        а        ,       а^ 

3 а.  3 


Для    &1=^а      ,       пайдемъ:      у  а      ,     а]/а      ,     а'^)/а 

3  3  3        . 

Для    (^1='х2     ,       пайдемъ:     |-  а-     ,     ау  а!^     ,     о!^У  а- 


Следовательно  всЬ  корпи  даннаго  уравпен1л  будутъ: 

м'лъ  коихъ  носл'Ьдн1е  шесть  первообралпые. 
§  210.  Газсмотримъ  теперь  уравнон1е: 

а;"— 1  =  0  (27) 

въ  которомъ   п   есть  какое-нибудь  составное  число  п=р\^.,,,г\   гдЬ 
^>,  (2,.  ..г  суть  простыл  числа. 
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Напишемъ  уравнен1я: 

а:*^  — 1=0    ,     а:Я^—1=0  , ,    я;»-'_1^0  (28) 

и  означивсъ  чрезъ  ^  одинъ  изъ  корней  перваго  уравнен1а,  чрезъ  ^г  одинъ 
изъ  корней  второго  и  т.  д.;  чрезъ  В  одинъ  изъ  корней  посл']^дняго  урав- 
нен1Я  и  пологимъ: 

а  =  р-г 8  (29) 

Это  нроизведен1е,  очевидно,  и^Ьетъ  п  значенШ,  такъ  какъ  р,  */«  •  •  •  •  8 
им-Ьготъ  по  р^у  ^^^...  ^г^  значен1й  каждое.  Легко  вид'Ьть,  что  каждое  изъ 
значенШ  а  есть  корень  уравнен1я  (27).  Въ  самомъ  ]х,^п%  тм^еыъ: 

^1^=1     ,    -^'*=1  ,....,  8'-'  =  1 

откуда: 

Р"  =  1     ,    ^«  =  1  ,....,   8"  =  1 

перемножая,  найденъ: 

(р-Г 8)"  =  а"  =  1 

Остается  показать,  что  п  значен1Й  а  вс^  различны.  Для  этого  положимъ, 
что  два  изъ  этихъ  значен1Й  равны: 

РУ 8'=&У 8'  (30) 

такъ  какъ  не  всЬ  изъ  зпачешй    ру. ...5  равны  значешямъ  &'^' 8',   то 

положимъ  что  р'  не  равно  &'.  Возвысимъ  предъидущее  равенство  въ  сте- 
пень 3**  •  •  •  •  ^^  то  получимъ: 

(Р'.Т' • . . . 8Х •  •••'  =  (Р^т" ....  ЬУ""'"'"  (31 ) 

татъ  какъ  Р'  и  Р'^  суть  два  различные,  по  предположен1ю,  корня  уравне- 
Н1Я  а;^=1,  то  ихъ  можно  выра.зить  степенями  первообразнаго  корня  того 
же  уравяен1я;  пусть  этотъ  первообразный  корень  будетъ  Р,  то: 

Р'  =  Р"Н-»«'     ^    р"  =  р*^ 
т  и  т!  <р^.  Въ  силу  этого  равенство  (29)  сделается. 

или: 


ГЛАВА    XIV. — ГВОЙГТВА    ДИУЧЛЕННЫХЪ    УГАВНЕШЙ.  345 

откуда  сл'Ьдуетъ,  что  р  есть  об1ц1й  корень  уравпеи1н: 

л;^^  —  1  =  О     и     .1»'*'/''    ' '  —  1=0 

сл'Ьдовательно  »3  должно  удовлетворять  и  уравнению  (§  215): 

гг^  —  1  =  О 

гд'Ь  О  есть  обний  наиболыи1й  дЬлитель  числа  ]^  и  т(1^ ....  г\  По  этотъ 
обпий  наибольппн  дЪлитель  не  больше  т,  слЬдовательпо  меньше  У,  по- 
;^тому  3  не  есть  первообрааний  корень  уравнешя  х^'' — 1  =  0,  какъ  выше 
предположено.  1Ьъ  :зто1'о  ;тклв)чаемъ,  что  формула  (29)  даетъ  всЬ  п  кор- 
ней уравнешя  (27). 

Как1е  изъ  :^тихъ  п  корней  первообразные  и  как1е  не  первообразные? 

Легко  показать  что  если  н,  у. .  •  • »  ^  суть  первообразные  корпи  урав- 
нен1Й  (28),  то  а  будетъ  первообразпымъ  корнемъ  уравнешя  (27).  Поло- 
жи&гъ,  что  р,  т,...,?>  суть  первообразные  корни,  а  корень  а,  изъ  нихъ 
составленный,  не  первообразный  корень  уравнения  (27).  Если  онъ  не  пер- 
вообразный, то  он'ь  долженъ  удовлетворить  уравненш: 

У'  — =  0 

гд'Ь  О  есть  дЬлитель  числа  и,  Изъ  числа  множителей,  составляюпщхъ 
число  п,  будетъ  находиться  по  крайней  м'1ф'1>  одинъ  изъ  простыхъ,  в\о- 
ДЯЩ1Й  въ  О  въ  степени  низпп'й  чЬмъ  въ  п.  Положимъ,  что  этотъ  множи- 
тель есть  2^;  очевидно  О  раздЬлитъ  число  1/^^(/\ ,  .г\  а  следовательно  а 
будетъ  корнемъ  уравнен1я: 


^/-ЬЛ    ,'=!  (32) 


т.  е.: 


Но  мы  им'кемъ: 


(;^7....  §)'''"'''''•  *'==! 


'/=1      , 6''=1 


следовательно: 


р/-Ь/!^.....'^1 


откуда  видимъ,  что  р  есть  корень  уравнения  (32)  и  корень  уравнен1я  .г^=1, 
сл-Ьдовательно  (§  215,  слЬд.)  ?  будетъ  и  корень  уравнен1я: 


т^-'  =  \ 


АЛГЕВРАИЧ.    АНАЛИЗЪ. 
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НО  ЭТОГО  быть  не  можетъ,  такъ  какъ  по  услов1Ю  ^  есть  первообразный 
корень  уравнеша: 

Изъ  этого  сл*дуетъ,  что  если  &,  у  1  •  •  •  1  ^  суть  первообразные  корни  урав- 
нен1Й  (26),  то  корни  а,  составленные  изъ  нихъ,  будутъ  первообразные  корни 
уравнешя  (27). 

Такъ  какъ  число  первообразныхъ  корней  въ  каждомъ  изъ  уравне- 
Н1Й  (28)  есть: 

то  число  первообразныхъ  корней  въ  уравнен1и  (27)  есть: 

^.^.,...(,_1)(,_.1)...(._1)=„(._1)(.-1)-(.Ч) 

Т.  е.  столько,  сколько  есть  чиселъ  меньшихъ  п  и  взаимно-простыхъ  съ  нимъ. 
Прммгьръ.  Найти  корни  уравненхя: 

д:»— 1=0 

Такъ  какъ  6  =  2.3,  то  мы  должны  решить  уравнешя: 

х2— 1=0    и    ж^— 1=0 

корни  перваго  суть  +1  и  — 1,  а  втораго  1,  а,  а^,  следовательно  искомые 
корни  должны  быть: 

1    ,   а    ,   «2     ^     — I    ^   — д   ^   — д2 

изъ  коихъ  два  посл'Ьднхе  суть  первообразные. 

Изъ  всего  сказаннаго  выше  видимъ,  что  р'Ьшен1е  вс1^хъ  двучленныхъ 
уравнен1й  сводится  на  р'Ьшеше  двучленпь^хъ  же  уравнен1й,  коихъ  степени 
суть  числа  простыл. 

§  220.  Означимъ  корни  уравненхя: 

0^—1=0  (31) 

гд'Ь  п  есть  какое  -  нибудь  цЬлое  число,  чрезъ  а,  3,  7,  •  •  • ,  »•  Если  р  есть 
одинъ  изъ  первообразныхъ  корней  уравне111я  (31),  то  всЬ  его  корни  мо- 
гутъ  быть  представлены  степенями  р  (10)  и  будутъ: 
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Если  т  есть  какое-нибудь  цЬлое  положительное  число,  то  им'Ьемъ: 

а'«  4-  &'"  +  У"  + -|-  (О'"  =  1  +  р'"  +  Р^"'  +....+  р^"""^^*"  =  -7":!— 

г 

Если  число  ш  не  дЬлитсл  на  ?г,  то  вторая  часть  уравпен1я   равна    нулю; 
при  этой  гипотез'Ь  будемъ  имЬть: 

д,п  ^  ^т  ^  ^т  ^ -|-  ""'  =  О 

но  если  т  дЬлитсл  на  71,  то    каждая   изъ   степеней  «'",&"',..,,(•)'"  равна 
единиц'Ь,  сл'Ьдовательно,  въ  этомъ  случаЬ: 

а'"  +  Р'"+Т"Ч- +^Ьи=п 

Такимъ  образомъ  будемъ  им'1'»ть  въ  частпомъ  случа'Ь: 

«  +  Р  +  Т  + +(0=0 

а2+32+^1'2+ +ш2=гО 

013+н^+Т^+ +оР  =  0  (32) 


а"      +  ^"     4-  Т"      + +  ^^"     =  '^ 

Вс'Ь  корни  двучленнаго  уравнен1я,  исключая  +1  и  — 1,  если  по- 
сл'Ьдн1Й  есть,  мнимые,  въ  чемъ  легко  убЬдиться  :тм'Ьчап1емъ,  что  между 
числами  положительными  и  отрицательными  пЬтъ  такихъ,  кромЬ  11:1,  ко- 
торыя-бы,  будучи  возвышены  въ  данную  степень,  дали  въ  результат!»  еди- 
ницу, а  вс'Ь  корни  двучленнаго  уравнеп1я  имЬють  это  свойство. 

§  221.  Всякое  двучленное  уравнеп1е  нечетной  степени,  раздЬливъ  его 
на  X — 1,  гд'Ь  степень  ^>  =  2|1-}~1,  можно  написать  въ  формЬ: 


X 


V—  1  =(.г— 1)(.г-'^  +  х>-^  +  ^г^-'  +....  +  ^'  +.^  +  О  =  О 


корпи  уравнен1я: 

^^21х_|.^«2,.-1_|.д.2,л-2^.    .    .    .    .    + -Г^  +  ^Г  +  1  =  О  (33) 

вс'Ь  мнимые.  Уравнеп1е  (33)  взаимное  (§50),  поэтому  раздЬляя  его  на  х^, 
найдемъ: 

^"+ Д  +.^-'  +  -,,-1+  •  •  •  •  +.т'^+-^  +  ..+  -^+1=0 

X'  X  ^^^'  '*■' 
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полагая: 

х  +  ^^о     ,     «"+^=^-.  (34) 

уравнеше  (33)  приметь  форму: 

г^=и^+и^^1+и^-.2+ +и2+  гг1  +  1  =  о       (35) 

С/|^ ,  ?7,*~1 ,  Ц1-2 , .  • . ,  ?72 ,  1/1  суть  изв-Ьстныл  функц1И  (§  59),  следовательно 
уравненхе  (35)  будетъ  р-й  степени  относительно  ^е^.  Если  изъ  него  опред*- 
лимъ  \к  значен1й  ^9  :=;?],  ;ег2 ,  ^е^з ,...,  ^г^ ,  то  уравненхя: 

XX  X 

или: 

дадутъ  по  два  значен1я  для  х,  а  сл'Ьдовательно,  будемъ  им'Ьть  всЬ  2(1  кор- 
ней уравнен1я  (33). 

Мы  положили,  что  р  есть  нечетное  простое  число;  положимъ  теперь, 
что  р  =»  2т,  .то  уравнеше: 

а:2т_1  =  о  (36) 

можно  написать  въ  формЪ: 

откуда: 

аГ—1—0      и       а^-|-1=0 

второе,  если  т  есть  число  нечетное,  приводится  къ  форм'Ь  перваго,  изм^Ь- 
няя  X  на  — X.  Но  если  т  есть  число  четное  2(1,  то  ему  можно  дать 
форму: 

х^ 

полагая  х-\ =  а  оно  сделается  17у,  =  0.  Следовательно,  уравненхе  (27) 

во  всякомъ  случае  приводится  къ  уравнен1ямъ  формы: 

Г^  =  0      ,       и^  =  0  (37) 
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§  222.  Въ  §  214  мы  пндЬлн,  что  если  дапное  уравпеп1е  будетъ: 

г"  =  А  (38) 

то  одно  изъ  его  р!)Шеп1Й  будетъ  у  А,  а  веЬ  р'Ьшоп1л  получатся,  умпоживъ 
утотъ  раднкалъ  на  корпи  двучленнаго  уравпен1л: 

Д-"  =  1  (39) 

Если  5  будетъ  первообразный  кореш,  этого  уравиеп1я,  то  всЬ  корпи  урав- 
нешя  (48)  будутъ: 

/л     ,     лУл     ,     .^-]/Л     ,....,  .ч'^-1»^;1  (40) 

Каждое  изъ  этихъ  зиачен1й,  будучи  возвышено  въ  п-ю  стенень,  даетъ  Л, 

поэтому  говорятъ,    что   радикалъ  у  А   имЬетъ   и  ;шачен1н;    эти   значен1я 
даются  рядомъ  (40). 

Ирилтрг,  Какое  число,  будучи  возвышено  въ  третью  степень  даетъ  27? 

Отвуьтъ.   Если  черезъ  а  озпачимъ  первообразный    корень   уравнен1Я 
^,3^-]^  то  нашъ  вопросъ  будетъ   имЬть  три  отвЬта: 


3     ,     За     ,     За2 

§  223.  Съ  помои^ью  вышеизложеппыхъ  свойствъ  корней  двучленнаго 
уравиен1я: 

д;"  —  1  =  О 

гд'Ь  п  есть  какое-нибудь  п,Ъл()е  число,  можно  въ  алгебраических'ь  уравпе- 
шяхъ,  содержаш.ихь  радикалы,  ихъ  удалить  или  въ  алгебраическихъ  дро- 
бяхъ,  содержащихъ  радикалы  въ  зпамепател]»,  перевесть  въ  числителя, 
освободивъ  отъ  нихъ  знаменателя,  или  обратно  изъ  числителя  иеревесть 
радикалы  въ  знаменателя. 
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ГЛАВА    XV. 
Алгебраичесн1я  функц'ж. 

§  224.  Функцьи  рацгональныя.  Пусть  будутъ: 

ао ,  а1 ,  а2  , . . . ,  Ом— 1  ^(гп  ( 1 ) 

рац1ональныд  количества  т.  е.  числа  цЪлыя  или  дробныя.  Числа  ц^Ьлыя  и 
дробныя  составляютъ  область^  которую  будемъ  называть  рацьошмьною. 

Изъ  чиселъ  (1)  составимъ  ц^^лую  рацхональную  функщю   съ  ц'Ьлыии 
коэфищентаии  (§  19),  которой  общая  форма  есть: 

^Ага'^а^а:^  ...  (2) 

гд-Ь  Мо-|-М1+П9+ ...  <п  есть  степень  функцш.  Такую  функщю  мы  всегда 
будемъ  обозначать  символомъ  /о(ао,  а^, ..  .,аи)  или  просто  чрезъ  (^. 

Дробная  рацюнальная  функцхя  есть  частное  двухъ  ц']^лыхъ  ращональ- 
ныхъ  функц1й: 


/о 


Ъ 


(3) 


Каждую   ц^^лую  рац]0нальную  функщю  можно  расположить  по  степенямъ 

одного  изъ  количествъ   въ  нее  входяп^ихъ,    наприм'Ьръ,  по  а%   и  дать  ей 
форму: 

и  =  С^  +  Сх(и-\'С^а?+ +(7„а/  (4) 

гд*  Со, С?!,...,  суть  функщи   отъ  ао,а1,...,  исключая  о.,    и  коэфищен- 
товъ  Аг. 

Составимъ  изъ  количествъ  (1)  рядъ  рацюнальныхъ  функщй: 

/о     1     Ъ     »     Фо   э    •  •  •  • 
таковы,  наприм'Ьръ,  функцхи: 

составленныя  изъ  оо,  а],  Ог,  Оз,  а^^   какъ  мы  вид-^ли  въ  §  53.   Очевидно, 
что  эти  функц1и  сами  находятся  въ  области  рацхональныхъ  количествъ. 
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Изъ  такихъ  фуикп.1й  и;шлечемъ  корпи  иростыхъ  степет'й  2^1,(/ь  Г|,..., 
и  результаты  пазовсмъ  чрезъ  -з?],//],  ?'1, . . .  т.  е.: 

^^  =  и    .    ^А'  =  ъ    '    ^Т'  =  Ф    ,    .  .  .  .  (Г)) 

количостна  ^1, /(|,  г-|, . . .  иазииаютсл  радикаламн  псрваю  порядка  н  их()дят7> 
въ  особопную  ооласть  количостиъ,  которую  называютъ  областью  рац'юналь- 
иогшеа  перват  порядка,  иъ  которой  количестиа  иодобпыя  л',,  ?/1,  Г1,... 
рассматриваются  какъ  раи.1о11алы1ыя.  Въ  эту  ооласть  входятт.  и  количестиа 
рацюпальныя.  Пзъ  :ггой  области  возьмемъ  количества  рац1оиальпыя  и  ра- 
дикалы 2]^  Их,.,,  и  изъ  ПИХ71  составимъ  цЬлия  рацюпальныя  функции  съ 
ц'Ьлыми  коэфиц1ептами,  кото1)ЫЯ  означимъ  символами: 

/;(г?о,а1, . . . ,  Г),»,  ,. . .)     ,     '^\{ао,а1,. ...,  л:, ,»/,,.. .)  (0) 

и  пазовемъ  радикальныма  фуикщямн  исрваю  по}>я()ка.  Такую  фуики,1ю 
можно  расположить  по  степенямъ  какого-нибудь  изъ  радикаловъ,  наири- 
М'Ьр''»  А   и  Д^'^'^'ь  ей  форму: 

степени  радикала  ^1,  преиосходяпия  р^ — 1,  можно  понизить  съ  помоп1,ью 
уравнен1й: 

^1\  /•  -У>,  ^1  ^  г  (-Л 

^  I /0''^|  —  '-1/0        1«''  V*/ 

нослГ.  чего  <|>унки1*я  /^   будетъ  им'1,ть  форму: 

/;  =  в,  -[-  /А.:^,  +  1к^,  +  .  .  .  +  ^>р,-,^^'' -'  (^) 

гд'1»,    В^.Ву ^В,,^-\    суть    (1»ункц1И    количсстиъ  а^^.ах,,..    и  радикаловъ 

1(1,  Г|,...,  если  они  входятъ  въ  (\,  Той  же  <|)унк1ии  можно  дать  такую  же 
форму  относительно  каждаго  изъ  остальныхъ  радикаловъ  /^1,  ?!,...  Оче- 
видно радикальныя  функцти  1-го  порядка  находятся  въ  области  ])ац1ональ- 
ностей  1-го  порядка. 

Изъ  радикальныхъ  (|)упк1|;1й  1-го  порядка  /1,^1,...  извлечемъ  корни 
простыхъ  степеней  ^ь^  (/2?  ^'З^  •  •  •  и  результаты  означимъ  чрезь  Г2,?(2>  ^'2»  •  •  • 
т.  е.: 

Зам'Ьтимъ,  что  степени  р^ ,  7ь  ^'1 » •  •  •  *^  Р2  ^  Чч  ?  >*2  ?  •  •  •  могутъ  быть  всЬ  раз- 
личны, но  могутъ  быть  н'Ькоторы}!  изъ  нихъ  рапними.  Цзвлекаемтэ  корни 
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всегда  простыхъ  степеней,  потому  что  корень,  коего  степень  есть  состав- 
ное число  т.п,  разлагается  на  два  корня  одинъ  надъ  другимъ. 

Количества  И2^Щ^'^2>'*  называются  радикалами  втораю  порядка  и 
входятъ  въ  область  количествъ,  которая  называется  областью  раиюналь- 
ностей  втораю  порядка.  Въ  эту  область  входятъ  количества  рац]ональныя 
и  количества  составляющхя  область  Ьго  порядка: 

Изъ  количествъ  а^^ах^ . . .  ^  гх^щ^, . .  ^г^^щ^  .  >  составииъ  ц'Ьлыя  ра- 
щональныя  функщи  съ  цЬлыми  коэфиц1ентами,  которыя  означимь  симво- 
лами: 

И  назовемъ  рацгоиальными  фуикцгями  2'Ю  порядка. 

Такую  функц1ю  можно  расположить  по  степенямъ  одного  изъ  ради- 
каловъ  2-го  порядка,  наприм']^ръ,  г^  и  дать  ей  форму 

степени  радикала  е^ч  превосходяи^1я  р^  —  1,  можно  понизить  съ  помощью 
уравнен1Й: 

поел*  чего  функц1я  /^  будетъ  им^ть  форму 

А  =  А  +  Д ^2  +  1>2Л  +  . . .  +  Вр,^1  ^?'"'  (1 1) 

гд-Ь  1)о,  Д,...  ,1)р,-1  суть  радикал ьныя  функщи  перваго  порядка  и  вто- 
раго  порядка  относительно  радикаловъ  1^2 ,  г^з « •  •  •  "^^^  ясе  функцхи  можно 
дать  ту  же  форму  относительно  радикаловъ  иг ,  г^д » .  • . ,  но  нельзя  ей  дать 
такую  форму  относительно  радикаловъ  1-го  порядка  ;ег|,а1,...,  такъ  какъ 
Ях^щ^.*.  находятся  подъ  радикалами  ^ег^ , и2 , . . .  Поэтому  радикалы  и^ ) ^ >••• 
называются  внп»шнимщ  и  ^ег} ,  И) , . . .  называются  внутренними.  Продолжая 
подобный  процессъ,  дойдемъ  до  радикаловъ  г-го  порядка: 

находящихся  въ  области  ращональностей  г-то  порядка^  въ  которой  нахо- 
дятся и  всЬ  рац10нальности  низшихъ  порядковъ.  Эти  радикалы  опред1^- 
ляются  уравнен1ями: 

«Г=/!-1     ,    и?<  =  (р...1     ,    Г?»  =  Ф.-1    ,    .    .     .  (12) 
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Нзъ  рац!опальныхъ  количествь  всЬхъ  иорядковъ  до  /-го  включительно  со- 
ставляются ц'Ьлыя  рад1опальныя  фуикц1И  /^,  ср|,...  съ  цктыми  ко:Ц)иц1ентами. 
Каждую  и'лъ  нихъ  моукпо  расположить  по  степопямъ  одного  изъ  радика- 
ловъ  /-Г0  порядка  г, ,  ?// , . . .  и  дать  ей  форму: 

степепй,  превосходящ1я  ^>/  —  1,  можно  пони;и1ть  съ  помощг.ю  уравненШ: 

посл'Ь  чего  функ1ии  (^  будутъ  имЬть  форму: 

(^^п^  +  Щ'-^^^-Щ^гЛ-  •  •  •  .   +'"л-1-'5''~^  (13) 

гд'Ь  ио^и{^  .  ..  ,^'7'г  1  ^У'^^ь  фупкц1и  низшаго  порядка  или  того  же,  но  отно- 
сительно радикаловъ  /-го  порядка  н, ,  г^  , . . .  Радикалы  21 ,  щ называются 

вюыиними^  всЬ  остальные  внутренними,  но  степенямъ  которыхъ  нельзя 
ра:зложить  функгцю  /',. 

ЗамГ>тимъ,  что  каждому  изъ  радикаловъ 


Л'  /»>  /~  »»  . 

''1   1    "2    )    "3    ^    •    •    •    •    ^    *'< 


при  составлен^!  радикаловъ  и  радикальныхъ  функций  различныхъ  по1)яд- 
ковъ  можно  дават1>  какое  угодно  изъ  его  значен1й: 

ГД'Ь  а1,а2  ,«3 ,. . . ,  а,  суть  нервоопразные  корни  уравнен1Й: 

р./'1_1  =0  ,  д-^'^  — 1=0  ,  .  .  ./'—1=0  (14) 

а11,Х2,...,Х  получаютъ  соотвЬтгтвенно  всЪ  значешя  отъ  О  до  7>| — Ь 
Р2 — 1,...,/^.— 1.  Поэтому  радикалъ  г,  имГ.етъ  ;),  значен1Й,  радикалъ  ^2 
имЬетъ  ихъ  2)^>2  >  радикалъ  2:^  имЬетъ  ихъ  2^\1ЧЬ  • .  •  "  радикалъ  г»  имЬетъ 
Р\Р2 . .  •^'«  аначешй. 

Дробная  ра1иональная  функция  /-го  порядка  есть  частное  двухъ  цТ>- 
лыхъ  радикальныхъ  функц1й: 

/-,  -  /^ 

сро- 
или: 

^'  =  -  -.  — ,— :7-1— ^ ^--Т  ( 1  ^) 


АИ'ЕБРАИЧ.    АН  АЛ  на  Ь. 
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Вотъ  схема  образован1я  рацюнальной  функщи  ?'-го  порядка: 

^?*=/о(«0»«11---) 


Х:?'  = /1-1  (;?1-1,  ^1-^2,..  ч^2»^»>Л01^1»'  •  •) 

И  наконецъ  функцхя  г-го  порядка: 

/1  (;8Г, ,  ;гГ|— 1 ,  .  .  .  ,  ^2  »  ^1 »  «О»  <*1 »  •  •  •)  (*7) 

Такова  форма  самой  обширной  алгебраической  функц1и,  она,  какъ  видимъ, 
составлена  изъ  конечнаго  числа  алгебраическихъ  дЬйствхй  сложен1я,  вы- 
читан1Я,  умножен1я,  дЪлен1я,  возвышешя  и  извлсчевхя  корней. 

Примтьръ.  РаЦ10нальныя  функщи: 

Н    ,    а    ,    а?Д8  =  (?»  +  4/Я 
радикалъ  Ьго  порядка: 

радикальныя  функщи  Ьго  порядка: 
радикалъ  2-го  порядка: 


8 
^2 


радикальныя  фувк1;1и  2-го  порядка: 

3 3 

Гг  =  у/'- 1(0 + »/Ж+ 4я»)  +  \/'-^{с^  -  »/~ёммя') 

> 

§  225.  Предложенье  1.   Дробную   радикальную  функц1Ю  г-го  порядка 
можно  преобразовать  въ  ц-Ьлую,  относительно  радикала  Вх. 

Доказательство.   Пусть   данная   дробная   радикальная  функц1я   г-го 
порядка  будетъ. 

ф._1М.  /18) 
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Если  возьмемъ  всЬ  :зпачеп1Я  радикала  7,: 

о  1), — 1 

«4{      )      Л/  -*!      )      ~1  -*»  )      •      •       •       )        А1'-* 

И  ироизиеденхемъ: 

иомножимъ  числителя  и  ииаменателл  дроби  (18),  то  будемъ  имЬть: 

•Знаменатель  этой  дроби  есть  симметрическая  <|)ункц1я  корней  ураииеи1я 
.г''» — (х^\  =  0 ,  следовательно  рад1ональиая  (|)унк1ия  его  ко:)фи1иеитов'ь, 
а  сл-Ьдоватетьно  не  заключаетъ  радикала  ^, .  Числитель  же  есть  симме- 
трическая функция  корней  01,,  аг  , . . . ,  «,'''-1  уравпен1я: 

—  =  0 
X  —  1 

следовательно  не  уаключаетъ  а.  Откуда  видимъ,  что  (|»унки1я  0,  имГ.етъ 
<|>орму: 

гд-Ь  г/о, г/1,...  суть  так1я  же  <|>ункц1и  какъ  и  0,  относител1»но  другпхъ 
1)адикаловъ  /-го  порядка  или  низшаго.  Рами  ;)Ти  ко;к(»и1иепты  дробные, 
то  подобнымъ  иреобразован^емъ,  имъ  можно  дать  фо1»му  цЬлыхъ  функц1й 
относительно  каждаго  инь  радикаловъ  и  такимъ  обра:юмъ  можно  преобра- 
зовать 0,  въ  цЬлую  (|)ункц1ю  относительно  вс'Ьхъ  радикаловъ  въ  нее  ихо- 
дян^ихъ.  Это  частный  случай  нредложеи1я  ^  151. 

Ири.юьръ  1.  Пусть  радикальная  функп,1'я  будетъ  перваго  порядка: 


полагая  Г|=Гл-,  найдем  ь: 


_    (11  + X 
^'  "бЬ  +  1.: 


^'       аг  +  ^2 


значен1я  1)адикала  ^1   суть  +-^1   и  — ^х^     Иомноживъ   числителя  и  :и1аме- 
нателя  на  а^^  —  -сг, ,  будемъ  имЪть: 


^^I_;^Ь_^|(^2  —  ^)    ^  ((<!  +  .у)  {(12  —  2\  )   _  (/'1  _+-^;И^'2_— :!    ''  ) 
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Примгьрь  2.  Пусть  данная  функщя  будетъ  перваго  порядка: 

1 


/1  = 


3 


«1  -\-  а^^х 

8  _ 

полагая  опять  гх  =  ]/х^  будемъ  им-Ьть: 

1 


/1  = 


«I  +  «2^1 


значешя  радикала  е^  суть  ^1 ,  ^е?2 ,  агг! ,  а2^8^^ ,  гд-Ь  а  корень  уравнешя: 

Помножая  числителя  и  знаменателя  на  произведенхе  {ах-\-а2''з^\){ах-]г(Н^^^\\ 
найдемъ: 

'  *       (а!  +02^1  )(а1  +а2оиг1  Хах  +Л2а^^1 )  «?  +  «I  ^ 

или: 

а  _  а  _ 

^ а? — а1а2^1  +  Д«^? а? — а!  аг  У'о?  -}"  Д»  1^  Д^' 

Примгьрь  3.    Пусть  еще  будетъ  дана  радикальная  функц1я   втораго 
порядка: 

/I  


Х-^У  Х'{']/\ 


полагая  ^8^2=  V х-\-\^х^  ^,х-\-Ух  =  м,  найдемъ: 


/2 


л;+^2 
помножая  числителя  и  знаменателя  на: 

(х  4"  оига)  (х  +  а^^г) 
найдемъ: 


'  *       (л;  +  ^2)  (л^  +  а^г)  (л? + «^^а) 
откуда: 

. и  { (а;^  +  («  +  «^)Д^^2  +  «'^? } 
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НО  1  4-  а  +  а^  =  О  ,  а^  =  1 ,  сл'1.доиательпо: 

г1  (х  —  ищ  +  Ф   '^'  { ^ " — ^  К  .г  4-1  -/•  -|'  г  (-^  "Г^  ■^)^ } 

'-  х^  +  ^']  д;^  +  .г  -|- 1  ./; 

раднкалъ  ^2  исчезъ  п:п>  зпамонателя;  чтобы  удалить  и  радикалъ  I  .7  на- 
добно помножить  числителя  и  знаменателя  функц1'и  [о  ^^  .т''+.'' — I  г,  что 
даетъ: 

Такимъ  образомъ  исЬ  радикалы  удалены  наъ  :шамепателя  и  мы  имЬемъ: 

/2  =  ^0  +  ^1^2  +  ^2  ^5 

§  *220.  Пеащштимыя  функши.  Если  функ1ця: 

съ  ращоиальпими  ко:)фиц1ентами  не  разлагается  на  множителей  также 
съ  радюнальными  К0с>фиц1еитами,  то  она  на^зывается  паоциипимои, 

Примщ)7,  1.  Функция: 

а:2  +  7.Г  +  12  =  (г+.'))  (.г+4) 

будетъ  сократимая,  ибо  ко;)фнц1енты  е)1  множителей  1,  3,  1  и  ко:м)н1И,1ен- 
ты  1,  7,  12  <('уикц1'и  суть  ра1иональныя  числа. 

Црнмуьрь  2.  Панротииъ  ([)унк1ия: 

г2  +  Ог  —  5  =  (.г+:;-|-1  11 ) (г-|-:}— I  и ) 

несократима,  ибо  ко:»фи1иеиты  ея  множителей  1,  :»,  У1\  Н1)ипадлежитъ  къ 
ращональностямъ  1-го  порядка,  а  ея  ко:.)фиц1енты  1,  О,  5  суть  рац!ональ- 
ныя   числа. 

Ложно  обобщить  несократимость  иъ  и;зв'1>стномъ  смысле  слЬдующимт» 
образомъ.  Если  ко:)фиц1енты  ^^)  ,г/,,(^Г2 ,  .  .  .  ())ункц1и  (Г.))  принадлежать  къ 
и:звГ>стпому  порядку  рац1ональпостей,  то  функ1ия  (10)  будетъ  па:зываться 
несократимою,  когда  она  пе  разлагается  на  множителей,  коихъ  ко:}(|)иц1*ен- 
ты  нринадлежатъ  къ  тому  же  порядку  ра1ионал]|НОстей,  къ  которому  при- 
надлежатъ  и  ко:^({>иц1*енты  фуикгии  (1-0.  Въ  противномъ  случаЬ,  она  назы- 
вается сократимой. 
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Примгьръ  3.  Функщя: 


X 


9+(1/з'-1/2)д;-1/б  ={х-^'2){х  +  Уз) 


сократима,  а  функцхл: 

х^—2Узх—'1^ь=[х-\-^г+У^^+}^ь)(х+}/з—}/^з+^ 

несократима. 

Изъ  сказаннаго  выше  вытекаетъ  сл-Ьдующее  предложен1е. 

Прсдложенге  2.  Если  одинъ  изъ  корней  несократимаго  уравнен1я  съ 
коэфищентамИ)  принадлелащими  изв'Ьстному  порядку  рацюнальностей  ори- 
надлежитъ  и  дру1'ому  уравнен1ю  съ  коэфищентама  той  же  рац1ональности« 
то  этому  посл'Ьднему  уравнен1Ю  будутъ  удовлетворять  и  остальные  корни 
перваго  уравнешя. 

Доказательство.  Пусть  /*(д;)=0  будетъ  данное  уравнен1е,  коего  одинъ 
корень  принадлежитъ  и  уравнешю  Д.г)==0.  Если  эти  уравнешя  им^ютъ 
общ1й  корень,  то  они  им-Ьють  общаго  д'Ьлителя  съ  коэфицхентами  той  же 
ращональности,  какъ  и  ко9фиц1енты  функщй  (^(х)  и  (х\  а  следовательно 
функщя  {(х)  была-бы  сократима,  что  иротивор4читъ  гипотез*.  Следова- 
тельно это  не  иначе  можетъ  быть  какъ 

Г(х)  =  ^(х).аа:) 

откуда  видно,  что  всЬ  корни  уравнешя  Дд?)==0  принадлежать  и  урав- 
нен1Ю  1'{х)  =  0.  Изъ  этого  сл-Ьдуетъ,  что  если  два  несократимыя  уравне- 
Н1я  /"(д;)  =  О  и  Р{х)  =  О  им-Ьготъ  одинъ  общ1Й  корень,  то  это  можетъ  быть 
только  въ  томъ  случай,  когда  Дж)  и  Г(х)  тождественны. 

§  227.  Предложенге  3.  Если  два  уравненхя: 

Ло-\-Аxг^  +  А2ег+  ....  +  Аг^^^хгР-^  (20) 

и 

!:V=Р  (21) 

гд'Ь  -4о,  -41,...,  Ар^-1^Р,  суть  ращональности  изв-Ьстиаго  порядка,  со- 
вместно нм'Ьютъ  мЪсто,  то  или  ^е^,  принадлежитъ  къ  порядку  рац10наль- 
цостей  Аоу  -^1 , . . . ,  ^-1  илц 

Ло  =  0     ,    ^1=0     ,     .,..     ,     Ля.-1=?0  (22) 


ГЛАВА    XV. — АЛГЕКГЛИЧЕСКТЯ    ФУИКГии.  ЯГ)П 

Докп.ттгльство,  Если  по  лсЬ  Ло,  Л), . . . ,  Л/,..-1 , 7"  равпы  пулю,  то 
уравпсмпл  (20)  и  (21)  оудутъ  имЬть,  по  крайней  мЬрЬ,  одинъ  обпий  ко- 
рень. • 

Пусть: 

1?о-ЬД.г.  +  В,гг+  ....  +В,2' 

будетъ  об|Ц1Й  наноольппй  дЬлитель  функций  (20)  и  (21),  который  прирап- 
пенный  пулю,  будетъ  имЬть  к  корней,  нрипадлежап1,ихъ  уравпен1ю  (21): 
сл'1'»довательпо,    если    одипъ   пзъ  ппхъ  оаначпмь  чре:зъ  ,:',,  то  всЬ  они  бу- 

дутъ: 

I  ^ '  "  '  ''  '  *" 

ихъ  проиаведен1е,  очевидно  будетъ  1К1Вно  В^: 

Такь  какт»  р1  есть  число  простое,  то  всегда  можно  найти  два  числа  /  и  .«?, 
который  удовлетворяют!.  уравпен1ю: 

р^^  -\~к:^  =  1 
откуда: 

или: 

изъ  утого  урав11ен1н  видно,  что  ^,  иринадлежитъ  къ  рад1ональпостлмъ  по- 
рядка въ  которомъ  находятся  и  количества  Л,),  Л|, ..  .  ,  Ар—\,Ъ\  Въпро- 
тивномъ  случаЬ,  будутъ  имЪть  мФ.сто  уравнен1я  (22). 

§  228.  На  основан1и  предъидуп^аго  предложеп1я  можно  показать,  что 
въ  функ1ии  /-Г0  порядка: 

/;  =  п^  +  /,  ^. + ^2^^  -г  . . .  +  л,-1/'"'  (23) 

можно  всегда  сделать  ко1*фиц1ептъ  у  я,  равнымъ  единиц!,.  Если  ,Т^  не 
равно  пулю,  то  полагая  ,[1::,  =  ^/,  г/  будетъ,  очевидно,  радикаль  того  же 
порядка,  что  и  ^,,  следовательно  мы  вообп^е  имЬемъ: 


^1 


въ  (2Я)  степени  г,  степенями  г/  найдемъ: 

А  ==  ^^)  +  '2'/  -{-  П2^г  +....+  Пр.-\:[^~  (24) 
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гд'Ь: 

•  «/* 

Положимъ  теперь,  что  въ  (23),  ^^  =  0^  ^2'=0,,..  и  что  ^к  не  равно  нулю. 
Въ  этомъ  случа'Ь,  положимъ: 

;ег,'  =  Ли!*  (25) 

уравнен1е,  которое  должно  им'Ьть  жЬсто  совместно  съ  уравненхемъ. 

х?Л=/;-1  (26) 

а  мы  выше  вид-Ьди,  что  для  этого  необходимо  или  «7»  =  О  и  ^е?,=  0,  что 
по  услов1ю  не  им-Ьеть  м'Ьста,  или  ^е^,  есть  количество  находящееся  въ  обла- 
сти рац1ональностей: 

Т.  е.   если  а,  есть  корень  уравнен1я  х^*  — 1=0,  то: 

о, ^г,  =  Ф(е{\  ^з?,_1 , . . . ,  ^в'2  ,  ^1 ,  ^о  >  «1  . .  • )  (27) 

Сл'Ьдовательно  въ  функц1Ю  /*«  вместо  г^  можно  вставить  функщю  г»\  если 
только  а,-  внесемъ  въ  область  рац10нальности.  Откуда  сл-Ьдуеть,  что: 

находятся  въ  одной  и  той  же  области  рацхональности.  Въ  силу  уравне- 
Н1Й  (25)  и  (27)  уравнеше: 

внесется  въ  схему  вместо  (26).  Чрезъ  это  ^ег1,  ^г2>-«'>  ^•—1  существенно 
не  изм']^няется,  надобно  только  въ  функц1Ю  /•  внесть  вм'Ьсто  ^ег,  его  вырн- 
жен1е  (27).  Всл'Ьдств1е  чего  функщя  (23)  преобразуется  въ  форму  (24), 
Поэтому  всякую  радикальную  функщю  будемъ  писать  въ  форм']^  (24). 

§  229.  Для  уравнен1й  2-й,  3-й  и  4-й  степени  были  найдены  ради- 
кальныя  функц1и,  коихъ  всЪ  значен1я  суть  корни  этихъ  уравнен1Й.  Для 
уравнен1я  3-й  степени  такую  функщю  нашелъ  итальянскШ  геометръ  Тар- 
ТИЛ1Я  (Таг(а^Иа)  въ  1535  г.,  и  для  уравненхя  4-й  степени  составилъ  такую 
функц1ю  Людовикъ  Феррари  (Геггаг!)  въ  1574  г.  Съ  т4хъ  поръ  геометры 
не  переставали  заниматься  составленхемъ  радикальной  функщи  и  для  урав- 
нен1я  5-й  степени,  но  вс^  ихъ  усил1я  не  привели  къ  желанной  Ц'Ьли.  Въ 
начал'Ь  настоящаго  стол'Ьтхя  итальянск1Й  геометръ  Руфини  (НиПп!)  первый 
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показалъ,  что  эта  задача  невозможна;  только  иъ  1824  году  Абель,  швед- 
ск1й  математикъ,  посдЪ  тщательиыхъ  разискаи1й  Коши  и  другихъ  геомет- 
ровъ,  строго  доказалъ  положен1е  Руфипи. 

Посл'Ь  этого  рождается  вонросъ:  как1Я-же  уравнен  1я  удовлетворяются 
радикальными  фупкц1ями,  какой  характеръ  и  свойство  уравпен1й  и  ради- 
кальныхъ  функщй,  удовлетворяющихъ  этимъ  уравнен1ямъ?  Мы  теперь  и  зай- 
мемся этимъ  вопросомъ,  но  вполне  р'Ьнгнть  его  мы  зд'Ьсь  не  можемъ,  такъ 
какъ  для  этого  необходимы  св'Ьд'Ьн1я,  которыя  мы  изложимъ  виосл'Ьдств1и. 
Коснемся  зд'Ьсь  только  н-Ькоторыхъ  частей  его. 

Опредгьлен'к\  Если  данному  уравнен1ю  удовлетворяетъ  радикальная 
функция  изв'Ьстнаго  порядка,  составленная  изъ  его  коэфиц1ентовъ,  то  го- 
ворятъ,  что  данное  уравненхе  решается  алгебраически, 

§  230.  Иредположимъ,  что  несократимое  уравнен1е. 

решается  алгебраически.  Пусть: 

'^?'  =  /о(^'о>  «,,....,  «„) 

^'?=^и{^х,а^.  (Ц )  (20) 

^'?  =  /2(^2>  ^1,  а^.  Ох   ,  .  .  .) 


-г 


Г'-/;-1(^^_Ь^.-2,    .    .    .    .    ,    ^,,^,,«0,^1    .    .    .) 


будетъ  схема,  которая  ведетъ  корню  уравнен1я  (28): 

ГД'Ь   ?(о»    Щч    •    •    •    >    %-1    суть    Ц'ЬЛЫЯ    фуНКЦГН    ОТЪ    ^1-1  ,    гГ/_2,    .    .    .    ,    ^2»    ^\ 

И  рацюнальныя  въкоэфиц1ентахь  а^ ,  «,,  а.,,  .  .  .  ,  гг».  Можно  всегда  по- 
ложить ?/1  =  1  (§  238). 

Возвышая  въ  степени  х^  и  понижая  степени  с/ь  помощью  уравнен1я: 
найдемъ  вообп1,е: 

Подставляя  въ  уравиен1е  (2>;)  вмЬсто  х^,  х],  .г*^,...,  х**,   ихъ  выражен1я 
(30')  найдемъ: 

АЛГЕВРЛНЧ,    АПАЛИ;'.Ъ.  46 


1 
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Это  уравыеше  должно  быть  совместно  съ  уравнен1емъ  опред^ен1я  (29): 

я;*  — /;-1  =  0  (32) 

Изъ  совм^Ьстности  этихъ  двухъ  уравнен1й  можетъ  случиться,  что  е%  есть 
рацюнальность  изъ  области  (^1-1,  ^е^<-2,  •  •  •  э^г*  ^м  ^э^ь  •  •  •  •  )  или 
что  (пред.  3); 

Яо  =  0,  Я1=0,  Щ  =  0,  .  .  .  ,Я^,,-1  =  0  (32^) 

Оба  эти  случая  вазможны,  въ  первомъ  случае  въ  схеи'Ь,  которая  ведетъ 
къ  Хх  выбрасывается  уравнен1е: 

5Л  =  /1—1  {г%^\ ,  я%-% ,  .  .  .  ) 

и  принимаются  въ  область  рацюнальности  корни  о,,  о?,  .  .  . 

Примгьрь.   Какъ  прим']Ьръ  для  перваго  случая  ии'Ьемъ  кубическое 
уравнеше: 

/•(а;)  =  д.8_за,а._3а2  =  0  (33) 

которому  удовлетворяетъ  радикальная  функщя: 

3, ==  */ == 

схема  образован1я  этой  функц1и  есть: 


^1  =  ^2  +  ^в 

въ  силу  ЭТОЙ  схемы  уравнен1е  (33)  сд']Ьлается: 

1Яа?1)  =  —  а,  Яа  +  (4  —  «1  )^з  +  ^2^  =  О  (34) 

которое  должно  быть  совм-Ьстно  съ: 

^ег'з  — («а  — ^0  =  0 
определяя  е^  изъ  этихъ  двухъ  уравнен1й  найдемъ: 

откуда  видимъ,  что  хгз  находится  въ  области  рацюнальностей  (02^ ^х^Щ^ <22)- 
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Изъ  выражен1я  для  г^  удалимъ  радикалъ  ^2  изъ  знаменателя  (§  225) 
съ  помощью  сл'Ьдующихъ  уравнен1й: 

[а? + («г+'^га)  г^'^  —  а,  ^^а^]  [а?  +  («2+^2)  ^2^^  —  «1  ^а^]  ==  2«2  (^+'2^1 )  («1  -^-^1) 

[а1(«2+'2',)  —  «^2  +  («2— ;гг1)>г^?]  [2«2(«2+^|)(«1+'^^)]  =  '^а\а^{а2+^1)4 

гд-Ь    а   есть    корень    уравнен1я   х^  — 1=0.    Въ  силу  этихъ  выражеп1й  г^ 
сделается: 


^3 


умножая  числителя  и  знаменателя  этого  выражен1я  на  Яо — ^1,  найдемъ: 


откуда: 


«2  —  ^\        о 
а  I 


Д^1  =  -^2  Н -2 ^  - 


§  231.  Разсмотримъ  второй  случай,  когда  ;?,  не  будетъ  ращональ- 
ность  области  (^,_1 ,  я,_1 , . . . ,  -^2 ,  2?1, . . . ,  «о ,  «1 , . .  •)  Въ  этомъ  случа^  въ 
выра7кен1и: 

необходимо: 

7/о  =  0     ,     7/1  =  0     ,     Я2  =  0     ,  .  .  .  ,     //;,,-1  =  0  (35) 

Составимъ  выражеи1е,  подставляя  въ  (30)  ^,а,^"~^  вмЬсто  х'*: 
то  въ  силу  (30')  и  (31)  будемъ  имЪть: 


н 


ахх)==Но  +  Цт'-'  +  112^Мг''-'^+  .  .  .  +  Я;,-1гГ 'а^"'^^'- 


1; 


Въ  силу  (32')  и  это  выражение  равно  нулю  т.  е.  дгх,   для  всЬхъ  значен1Й 
>=1,  2,  3, ...,^)»,  есть  также  корень  уравнешя  {(х)  =  0. 
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Примгьръ.  В^  предъидущемъ  прим-Ьр*: 

^{х)  =  х^  —  За1Х  —  2а2  =  0 
первый  Борень  есть: 

Хх  —  ^2Т Те ^2 

сл'Ьдовательно  и 

ГР2  =  ^2«  +        о       ^2»         1       л:»  =  ^2»    -Г  —а ^  2°^ 

1Ж  I  **  I 

будутъ  корни  того  же  уравнен1я. 

§  232.   Если  въ  (36)  сд'Ьлаемъ  1*1=1   и  положимъ  посл']^доватедьно 
Х=:1,  2,  3, ...,1>|,  то  найдемъ  сл^дую1Ц1Я  выра]кев1я  для  ХиХ2^.*^Хр^: 

Л?2  =  <*0  +  ^•«•' +  <*2^'«<  +  <*8^?а?  +  •  •  •  +  Цр,-1Л''*'~  ок^*""*  (37) 

Изъ  этихъ  уравнен1й,  помножая  каждое  хк  на  а;~^+^  и  складывая,  най- 
демъ (§  220,  32): 

а^а<-^+>  (37) 

Х=1 


Рг  Ш 


Откуда  виднмъ,  что  радикалъ  е%  есть  рац10нальная,  ц'Ьлая  и  притомъ  ли- 
нейная функц1я  корней  п?! ,  0^2  9  •  •  •  9  ^1»|  1  ^^^^  ^< »  ^«'1  •  •  -  включимъ  въ  об- 
ласть ращональностей. 

§  233.  Возьмемъ  теперь  выражеше: 


-Ш-^"-^»]        ■  ('« 


Х=1 

и  ВЪ  немъ  сд^лаемъ  вс*]^  перестановленхя  вс^хъ  корней  уравненхя  /(я:)=^0. 
Произведен1е  всЬхъ,  полученныхъ  выражешй,  будетъ  симметрическая  функ- 
Ц1Я  корней  уравнен1я  /*(а;)=0,  и  сл^^довательно  будетъ  ц^ая  относитель- 
но у,  у  котораго  коэфищенты  будутъ  ращональныя  функц1И  колцчеств'ь 
00 ,  а| ,  •  •  • ,  ец , 
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Означимъ  эту  функщю  чрезъ  срСу),  ура1шен1е: 

?(!/)  =  О  (39) 

будетъ  имЪть  рац1ональние  коэф]1Ц1енты   и   одияъ  нзъ  его  корней  будетъ 
очевидно: 


=  I   —  Х-^^^»~^^^         =^'/''=/;_1(^,_1,    г',-2,...,   ^2,    -Г],    Г7о,    ^/1,...) 


=  Хо  +  г^-^  +  и-'<-  1  +  .     .    .    .   +  А',_1-1'2^^\-'~^  (4^) 

Если  съ  уравпен1емъ  ср(2/)  =  0  и  съ  его  корнемъ  постуиимъ  так7>,  какъ 
поступили  съ  уравнен1емъ  ((х)=^0  и  его  корнемъ  д*!  въ  §  231  и  §  232, 
когда  рядъ  ^1,  ^2 » •  •  • » '2'«-ь  такъ  приготавленъ,  что  ^,-1  не  выражается 
ращонально  чрезъ  иредъидупи'е  г,  то  нандем7>: 

)гя.-1 

гх-1  = >  у)Р.7-1'^  (4 1 ) 

).-  1 

каждое  изъ  ?/>.  происходитъ  изъ  ух  перестаповлеп1емъ  .г, ,  .г^ ,  .  .  .  ,  .г,,. 
Следовательно,  г,-1  есть  цЬлая  ращ'ональпая  функц1я  корней  уравнеи1я 
Д.г)  =  О,  если  только  будемъ  принимать  аГ  и  аГ-1  за  рац10нальные  ко- 
личества. Продолжая  подобный  процессъ  придемъ  къ  слЬдуюп^ему  пред- 
ложен! ю: 

Предложенк  4.  Алгебраическая  функц1я: 

^1  =  «о  -Ь  ^"'1  +  ?'2^|^  +     .    .    .    +?</>,-1гГ'"'  (12) 

удовлетворяющая  уравнен1Ю  Д.г)  =  0  представляется,  какь  рац10нальная 
функщя  ряда  колнчествъ: 

*1        )       ^2       1    •    •    •     »       "<  — 1       ?       '^» 

въ  которой  коэфищенты  суть  рац10нальныя  функц1и  количеств!,  г^,),  г?!,..., 
сами  же  количества  Г],  ^2 , . . . ,  суть  цЬлыя  функги'и  корней  уравнен1Я 
Дх)  =  0  и  колнчествъ  а,,  ао,...,а,_1,  а,  и  определяются  цЬпью  урав- 
пешй: 

ръ  которыхъ  ^^ь  7>2  »•  •  »1  ^^'-1 1   суть   простыя    числа,   а  /о,  А,...,  /^  суть 
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ц-блыд  фунБщи  количествъ  завлюченныхъ  въ  скобки  и  рац10нальные  отно- 
сительно ао,  а|,...,  Оп. 

§  234.  Возьиемъ  корень: 

л?1  =Ло  +  ^»  +  «*2^*^+  ....  +  «<|»,— це^Л""^  (42) 

и  внесемъ  въ  область  рац10нальныхъ  количествъ  «] ,  Од , . .  .  ,  «1 ,  значенве 
которыхъ  дано  въ  §  224,  положимъ,  что  схема,  ведущая  къ  корню  Х], 
возможно  упрощена  такъ,  что  ни  одно  Лг  не  содержится  въ  области  ращо- 
нальностей  (^г-1,  ^г-2)  •  .  •  |^г,х^|,  а^,  «2  1  •  •  •)  Подставляя  въ (42)  вм5^- 
сто  0%  произведете  ^е^•оц^'^  и  давая  X  всЬ  значешя  отъ  Х=1  до  А  =  р, 
выражен1е  (42)  дастъ,  каждый  разъ,  корень  уравнешя  {(х)  =  0.  Обобщикъ 
это  предложен1е. 

Предложенге  5.  Если  въ  схемЪ  (29),  ведущей  къ  корню  хх  уравне- 
шя /*(л;)  =  0,  умножимъ  одинъ  нзъ  радикаловъ,  наприм'Ьръ,  ^9^  на  а{^,  т.е. 
возьмемъ  какое-нибудь  другое  его  значенге,  то  вообще  чрезъ  это  изменятся 
и  радикалы  0г-^\ ,  аг-^2 ,  • .  • ,  Вчг-г ,  ;ег» .  Пусть  новыя  значен1я  этихъ  радика- 
ловъ будутъ  г^г ,  ^г+1 1  •  •  •  9  >1^1 9  ^«  •  Подставляя  эти  значен1я  въ  выражеше 
корня  хх  (42)  вм'Ьсто  0г^  ^е^^+1,...,^е^^1,  ^е^^,  получимъ  выражеше,  которое 
будетъ  опять  корнемъ  уравнешя  /*(а?)  =  0. 

Доказательство.  Положимъ,  что  ^(х)  есть  несократимая  функц1я  въ 
области  ао,  а],  а2,  .  .  .    Составимъ  произведеше: 


Х=р,.  Х=1Я| 


Р  (л:  —  д:,)  =  Р  (ж_ц,_^,аЛ-1_^^«^.2(х-1)_, .  .-Пр^^гф-гл^А-т-^)) 


(43) 


Х=1  Х=1 


Изъ  этого  произведен1я,  очевидно,  исчезнетъ  радикалъ  0^  н  сц^  съ  кото- 
рымъ  могутъ  исчезнутъ  и  радикалы  ^._1,  ;ег,-2  ...  до  Л1а  (а<» — 1).  По- 
ложимъ: 

Х=1 

У(х—Х))  =  ^а(х,   На,   ^а-г  у   .    .    .    )  =  Ао  Ч"*!^- +  МЛ"    •    •    •    •      (44) 
Х=1 

коэ(|)иц1енты  Ао )  ^1 . . . .  Составимъ  опять  произведенге: 
рДд;,  0а,  х?в-1,...)  =  /'4(л?,  еь,  ^егб-1,..  .)  =  А;о  +  *1^*  +  Мб  +  --*    (45) 

Хг:1 

изъ  этого  произведен1я  ис^е^ъ  радцкалъ  Ла^  съ  которымъ  могутъ  исчезнутъ 
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И  низш1е  ДО  0ь  (Ь^а — 1).  Точио  также  будемъ  им'Ьть: 

Р  /1  (х,  гь ,  ^ь-\  ,...)  =  [с{х ,  .^с ,  ^с-1  ,...)  =  ?>'о  +  Щ-с  +  Ш2г1  Ч-  •  •  •  (4С) 

Х-1 


^ 5* 


И,  наконецъ,  подооныи  процессъ  приведетъ  къ 

V (1Х,  гс  ,  ^с-1  ,  .  . )  =  Д.^,  ^0  ,  ^'1 ,  .  • )  (4") 

гд*  (л  есть  рацюнальная  функц1*я  количествъ   ао,  Я],.  .  .  ,  г/,»,    если  за  ^с 
исчезли  и  вс'Ь  остальные  радикалы  ^с-ь.  .,'2'2,  ^1- 

Положимъ  теперь,  а  докажемъ  это  ниже,  что  функцш: 


/'«(аг,  Ха ,  ;2',,_1 , . .)    несократима   въ  области   (^а ,  ^а-х » . . , ;?, ) 

/г(ЛГ,  ^с  ,  ^с— 1  »  •  ♦)  я  я  я  \^с  ,  ^с— 1  ?  •  •  ?  ^1^ 


(48) 


Откуда  видимъ,  что  иесократимыя  въ  области  {а^ ,  а,  ,«21"  •),  уравнен1я 
Дд;)  =  0  и  До*,  «о  Л'1»«0  =  ^  имЬютъ  общ1Й  кореиь  д"!,  такъ  какъ  онъ, 
очевидно,  входитъ  множите лемъ  вь  обЬ  предъидуи|1я  функц1и,  следова- 
тельно (§  226)  он'Ь  тождественны: 

((х)  :^  и{х,  «о ,  «I ,  •  •  •) 
Дадимъ  теперь  радикалу  г^  одно  иаъ  его  значен1й  согласно  уравнен1ю: 

пусть  это  значен1е  будетъ  г^,  въ  силу  этого  г.,  получитъ  значен1е  ^з  со- 
гласно уравнен1ю: 

такнмъ  образомъ  продолжая,  будемъ  имЬть  схему: 

•^?^  =  /1(^^11  ^0^  «М- О 

•^?  = /2(^2,^1,  «О,  ^И-О  (4'0 


•Г)/'/  =  /;-1(Г),-1 ,  Г,,_2,  .  .  ,  ^32  ,  1^1,  ^^0  »  ^^1 1  •  •) 
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и 

?  =  «^0  +  VI Т),-  +  V2^^  +  .  .  .  +  %-1^|^*~'  (50) 

это  выражен1е  происходить  изъ  (42),  зам'Ьщая  Нг  на  V^. 
Составимъ  произведете: 

Х=1 

вычислен1е   будетъ  подобно  предъидущему   съ  тою  разницей,   что  вм-Ьсто 
и  м.  в  постановлено  г;  и  кз,  сл'Ьдовательно  это  произведенхе  будетъ: 

ТОЧНО  также  найдемъ: 


Р  /а(^  >  ^<л  >  ^<л-1  ,  .  .  .  )  ==/ь(Д?  ,  Т')*  ,  >1А-1  э  •  •  .  ) 


Хгг1 


Р  /ь(л?  э  ')* ,  'Зь-!  ,-..)  =  ^(а? ,  Чс ,  т^с-1 , . . . )  (52) 


Х-1 

Х=:1 

Откуда  видимъ,  что  С  есть  корень  уравнешя  Да;)  =  0.  Изъ  этого  заклю- 
чаемъ,  что  вс%  8начен1я  радикальной  функц1и  0^1(42),  который  она  по- 
лучаетъ,  давая  всЬ  значен1я  каждому  изъ  радикаловъ  ее  составляющихъ, 
суть  корни  уравнен1я  {(х)  =  0. 

Докаженъ  теперь  несократимость  функц1Й  ^(л:),  ^ь(хХ . . .  въ  областяхъ 
(ва ,  Во-г ,..;  ^ега ,  ^егб-1 ,..)..  9  на  основан1и  которой  было  доказано  предъи- 
дущее  предложен1е. 

Для  этого  положимъ,  что  функщя  ^(;^)  несократима  въ  области 
(Ва  9 11а-1 ,  • .  •)  н  ВЪ  этомъ  предположен1И  докажомъ  несократимость  функцш 
Дл;),  въ  области  {0а^гь-1^...\  оттуда  нисходя,  заключимъ  о  несократимо- 
сти Дж) , . .  9  до  /к(а:). 

Пусть  функц1я  Д(я:),  въ  предположен1И  несократимости  Дл;),  будетъ 
сократима  и  ея  несократимый  множитель  пусть  будетъ  у(я;,  ^а ,  •  •  О*  кото- 
рый долженъбыть  такъ  выбранъ,  чтобы  содержалъ  множитедемъ  ^а{х,0а^..)» 
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Сл'Ьдователыю,  иъ  области  (.:,,,  г,,.-! ,. .)  будотъ  имЬть  мЬсто  уравнен1е: 

СрСг,^/,  ,    .    .    .)  =  /;,(.?',    ,Са  .    .    .    .).Ф0Г,    ^а  ,    .    .     .)=0  (53) 

которому  можпо  дать  форму: 

/о,  ^1....  сутт.  ратионалышл  функц1и  количествъ  ^„-1  ,  5'„_о,...  ВмГ.ст'!; 
съ  этимъ  им'Ьемъ: 

^/с"  =  ^_1(^п-1  ,    ^а-2  ,    .    .    .  )  =  О  (Г)Г)) 

откуда  заключаемъ  (§  227),  что  или  ^п  есть  рац1оиальиая  ([)ункд1и  коли- 
чествъ Лг-1 , . . . ,  что  должно  быть  исключено,  или  что  уравнен1е(54)  удо- 
влетворяется, ;тм'Ь1иая  Ха  его  :тачеп1ями  га%1 ,  хл  , . . .  Съ  другой  стороны 
{а{х ,  ;ггаа|^,...)  не  равно  ^(x',  ^<,а;',...),  въ  самомъ  Д'^лЬ,  изъ  равенства 
сл'Ьдовало  бы  уравпен1е: 

откуда,  въ  силу  уравнен! я  (55),  Ха  будетъ  количество  ра1цональное  въ  об- 
ласти {га—1 , . . .  ,  (^0,  «'1 , . . . ),  такъ  какъ  X  не  равно  ^1. 

Сл'Г.довательно  /1,  (г ,  ^., ,  .  .  . ) »  /;д.1' ,  ^  а^ , . . . )  1  •  •  •  •  отличны  отъ 
'^{х.гь^.,,)  неравны  между  собою  и  несократимы  въ  области  {ха,  л,_1,...), 
откуда  заключаемъ,  что  '^(г,  ;з'а,...)  содержитъ  ихъ  пронзведен1е,  а  въ 
силу  степеней  функ1цй  (а  и  /),  относительно  л-,  это  возможно  только  тогда, 
когда  ^  совпадетъ  съ  /&. 

§  235.  Изъ  сказаннаго  выпю  заключаемъ,  что  уравнен1е  ^(л')  =  0 
им'Ьетъ  ;>,  корней  уравнеп1я  ((.с)  =  ^),  уравнен1е  /1(.г)=0  им'1»етъ  м^ъ р^рп^ 
уравнен1*е  /г(/-)  =  0  имЬетъ  \\\ъ  ^нр^^ь  и  т.  д.  Отсюда  вытекаетъ  слЬдую- 
и;ее  предложен1е: 

Предложение  6.  Если  алгебраическое  выражен1е: 

.г  =  г^о  ~1"  - «  "Г  ^*2-''?  ~Ь  •  •  •  ,-{-  п^,.-^А:!'^~  (5С) 

есть  ко[)ень  иесократимаго  уравпен1я  [{х)  =  0,  въ  области  рац10нальпости 
«о,  «Ь'.-»  (^п,  и  если  удалимъ  одни  за  другими  всЬ  радикалы,  содержа- 
Щ1еся  въ  (5Г)),  какъ  было  показано  въ  §  234,  то  дойдемъ  до  уравнеп1я 
1'{х)  =  О,  коего  степень  и  будетъ: 

п=^р^р„рь (•^>") 
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При  посл^довательномъ  удален1и  радикаловъ  получаемыя  функщи  (а,  /б, 
/*с . . . .  несократимы  въ  областяхъ  (^е^а ,  ^ЕГв-1 ....)»  (^ь ,  гь-г , . .  .  )1  •  •  •  • 

Примп>чанге.  ЗамЪтимъ,  что  предложенхе  (5)  будетъ  ии1^ть  м'Ьсто  и 
при  сократимости  функц1Й  {(х). 

Изъ  предъидущаго  предложен1я  вытекаетъ  еще  сл'Ьдующее: 

Предложгнге  7.  Если  несократимое  уравнен1е  /'(х)  =  0,  простой  сте- 
пени р,  решается  алгебраически,  то  въ  выраженш  его  корня  степень  вн1^ш- 
няго  радикала  будетъ  р,  а  другихъ  вн'Ьшнихъ  радикаловъ  не  будетъ. 

Локазшпельство.  Въ  самомъ  д^Ьл^,  выше  было  показано,  что: 

П  =  Р*РаРь .... 

НО  когда  п  =  р,  то  это  не  иначе  можетъ  быть  какъ  только  при  услов1и 
Р1=р,  Ра=1,  рь=1,...  т.  е.  вс'Ь  друпе  радикалы  исчезнуть  изъ  произ- 
веден1Я  (43). 

Следовательно,  если  выражеше: 

ж  =  «*о  +  дг  +  «*2^*  +  ^^3^^  +  .  .  .  -^-Нр-гг^^^  (58) 

гд'Ь  2)  есть  число  простое,  есть  корень  несократимаго  уравнешя: 

/(а;)  =  аож''  +  а|Л?'^^ -}-  .  .  .  -{- ар^гх -\- ар  ^=  О 
въ  области  ращональныхъ  количествъ  ао,  а,...,  ар,  то: 

Х=р 

({х)  =  Р  {х—щ—г^^-^—щгЧ^^^-''^  — ...  -  г*р-,^''-^а^я-1К>-1))     (59) 

ТТредложенгс  8,  Если  въ  выражен1И  Хх  или  въ  одной  изъ  функц1й 
А?  А ,  /"с , . . .  будутъ  находиться  друпе  вн'Ьган1е  радикалы,  то  ихъ  пока- 
затели степеней  всЪ  будутъ  множителями  степени  п  даннаго  уравнен1я, 
коего  корень  есть  хх. 

Примгьръ.  Квадратное  уравнен1с: 

а^х^  4"  2«1^  +  «2  =  О  (60) 

если  оно  удовлетворяется  радикальной  функцхей,  форма  ея  должна  быть: 

а^  =  Щ'\-и  (61) 

гд4: 

^^  =  и  (62) 

%  и  /*о  суть  ращональныя  функщи  коэфищентовъ  ао,  а|,  а^. 
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Примщго  2.  Кубическое  уравненхе: 

а^х^  +  Ъйхх"  +  Ъа^х  -{-  а^  =  О  (63) 

если  оно  удовлетворяете}!  радикальной  функц1ей,  (})орма  ея  должна  быть: 

а^х  =  Но  +  ^  +  //2^^  (^4) 

гдЪ: 

-3  —  /• 

•^     —  /I 

''о>  ^'2»  /*!   ^У'^ь    радикальныя  <|)упкц1И  иа:и!аннаго  порядка,    не  заключаю- 
Щ1е  другнхъ  вн'Ьшнихъ  радикаловъ. 


ГЛАВА    XVI. 

Алгебраическое  р%шен!е  уравнен!й. 

§  230.  Иерейдемъ  къ  рЬшешю  уравнен1н  нервыхъ  четырехъ  степе- 
ней, это  едипственныя  уравнен1я,  которыя,  независимо  отъ  какой  бы  то 
ни  было  связи  между  ко;>(|)иц1ентами,  решаются  алгебраически,  т.  е.  для 
каждаго  изъ  нихъ  существуетъ  такая  радикальная  функц1я,  которой  век 
значен1я  удовлетворяют!»  уравпен1ю.  Суп^ествуетъ  безчисленное  множество 
уравнен1Й,  которыя  решаются  алгебраически,  но  ихъ  коэфиц1енты,  или,  что 
тоже  корни,  связаны  известными  услов1ями,  эти  услов1я  или  связь  между 
корнями  уравпен1*й  2-й,  3-й  и  4-й  степеней  суп1,ествук>тъ  также,  но  не  есть 
н'Ьчто  случайное,  а  заключается  въ  суп1,ности  самыхъ  уравнен1'й.  При  рЬ- 
шен1и  уравнен1Й  2-й  и  3-й  степени  мы  укажемъ  на  эту  связь,  которая  су- 
ществуетъ и  въ  двучленныхъ  уравнеи1яхъ.  Уравнения,  р'1>шающ1'яся  ал1е- 
браически  извЬстны  въ  анализе  одни  подъ  пмепомъ  уравнений  Меля,  а 
друг1я  нодъ  именемъ  уравнен1й  Галуа  (С1а1о18).    О  нихъ  мы  скажемь  вно- 

СЛ'ЬДСТВ1И. 

Р%шен1е  нвадратнаго  уравнен1я. 

§  237.  СпосоОъ  1.  Пусть  данное  уравнен1е  будетъ: 

сиух"^  +  2^17;  +  «2  =  0  (1) 

Если  существуетъ  радикальная  функц1я,  удовлетворяющая  этому  уравнеи1Ю, 
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ТО  ея  вн^^шн1Й  радикалъ  е  будетъ  второй  степени  (§  235),  т.  е. 

^^^  =  Го  (2) 

/*о  есть  ращональная  функц1я  БОэфиц1бнтовъ  оо ,  а^  Ог ,  сд^^довательно 
форма  корня  уравнвн1я  (1)  должна  быть: 

г  им-Ьетъ  два  значен1я  -\-г  и  — г.  Подставляя  это  выражен1е  въ  уравне- 
ше(1),  найдемъ,  располагая  по  степенямъ  радикала  в  и  соображаясь  съ  (2): 

и1  +  2а1%  +  «0^2  +  /о  +  2  (^+«1)^  =  О 
откуда  (§  231): 

изъ  этихъ  уравнен1Й  находимъ: 

«*о  =  — ^  ах     ,    /*о  =  а\  —  аоОз  =  —  Н 
Сл-бдовательно,  искомая  радикальная  функщя  будетъ: 

агго  =  —  а!  4"  V — И 
а  оба  корня: 

«0^1  =  —  «1  +  1^ — В    ,    00^2  =  —  «1  —  V — я 
Зависимость  между  корнями  хх  и  о^,  о  которой  упомянули  выше,  есть: 

ИЗЪ  нихъ  видимъ,  что  корень  Хх  выражается  чрезъ  корень  х^  такъ,  какъ 
Х2  чрезъ  Хх ,  это  въ  силу  этой  зависимости  квадратное  уравненге  р-Ьшается 
алгебраически.  Это  зависимость  не  случайная,  а  присущая  квадратному 
уравнешю. 

Способъ  2.  Напишемъ  уравнеше: 


въ  форм-Ь: 


или: 


ОцХ^  +  2ахХ  +  «2  =  О 


а^х^  +  2а^ахХ-\'  а\  ■"  »^1  +  «о^^г  =  О 


{(^х^хУ  —  [У—НУ  =  0 
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Это    уравнен1е,    какъ   разность    квадратовъ  разлагается    на  два  линейные 
множителя: 

откуда: 
сл-Ьдовательно: 

Стсопь  3,  Мы  выше  видЬлп,  что: 

откуда: 

но  мы  им'Ьемъ  ен^е  :зависимость: 

\\'лъ    этихъ   двухъ   посл'Ьднихъ   уравнен1Й  найдемъ   тЬ  же  выражен1я  для 
корней  данпаго  квадратнаго  уравпен1я. 


Р^шеже   нубическаго   уравнежя. 

§  238.  Спосооъ  1,  Пусть  данное  кубическое  уравиен1е  будегъ: 

^(3  =  «о-г^  +  -^«1  ^'  -Г  3«2-^  +  «3  =  0  (3) 

Если  это  у1)авиеп1е  решается  въ  радикалахъ,  т.  е.  если  существуетъ  та- 
кая радикальная  <[)уик1ця,  составленная  изъ  ко:)фиц1ентовъ  (^^^,  а1,  а.у,  ^з> 
которая  будучи  подставлена  вмЬсто  г  въ  нредъидуп1.ее  уравнеп1е  обра- 
щаетъ  его  въ  нуль,  то  вн'Ьшн1й  радикалъ  этой  функц1и  будетъ  Т])етьей 
степени  (§  235);  следовательно  ;^та  функц1я  должна  пмЬть  форму: 

а^уС  =  ?(^  +  ^  +  ^('^^  (4) 

гд-Ь  *зг^  =  /*ь  /*!  есть  радикальная  (()ункц1я  низшаго  порядка,  составленная 
изъ  коэфиц1ентовъ  (^^,  а\,  (ь?  «з^  »'^  "о  и  ''  ^Т^ь  или  радикальныя  функщ'и 
т^хъ  же  количествъ  и  того  же  порядка,  но  относительно  другаго  ради- 
кала 3-ей  степени,  или  низшихъ  порядковъ. 


I 
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Если  одинъ  изъ  корней  уравнен1я  (3)  им^^етъ  форму  (4),  то  всЬ  три 
корня  будутъ  (§234,  сл-Ьд.): 

аоХ\  =  Мо  +  ^ег  4"  ^^^ 

ао-%  =  Ц)  +  «^  +  а'и^г^  (5) 

«0^8  =  %  +  «^^  +  ^^^^ 

коэфищентъ  у  хг  мы  положили  равиымъ  единиц'Ь  на  основаши  §  228,  а 
есть  мнимый  корень  кубическаго  уравнен1я  х^  — 1=0. 

Если  сложимъ  уравнен1е  (5)  и  зам4тимъ  что  14"«  +  «^  =  0  то  най- 
демъ: 

ОоСа^х+^гЧ"^)  =  3-4о  =  —  Зщ 
сл']Ьдовательно: 

«0  =  — «1  (6) 

изъ  этого  видимъ,  что  щ  есть  ращональная  функщя  коэфиц1ентовъ  урав- 
нешя  (3).  Помножимъ  тЬ  же  уравнбН1я  (5)  посл'Ьдовательно  на  1,  а',  а 
и  сложимъ,  то  найдемъ: 

Зл  =  ао  (хх  +  а^^а  +  лх^)  =  3  {^Гх  (7) 

откуда: 

3 

сл'Ьдователъно,  радикалъ  и  или  1//;  есть  рац1ональная  функщя  корней 
^1 »  ^2 »  ^8   и   а,  а^. 

Помножимъ  уравнен1я  (5)  последовательно  на  1,  а,  а^   и  сложимъ, 
то  найдемъ: 

3 

Чтобы  опред'Ьлить  радикал ьныя  функц1и  и  к  II  или  функщю  /!,  лодста- 
вимъ  въ  уравнеше  (3)  радикальное  выражен1е  корня: 

ОцХ  =  —  ^1+ ^  +  н^е^^ 

и  результатъ  подстановлен1я  расположимъ  по  степенямъ  радикала  е ,  то 
найдемъ* 

В^  +  Н10  +  Н218^  =  О  (10) 
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а  для  этого  необходимо  им'1;ть  (§  2:>1): 

7/^=0     ,     11^=0     ,     7/2  =  0  (11) 

Послк  всЛ'.хъ  сокра1Д0111Й  для  11рииодеи1Я  ураипоп1я  (1)  къ тождеству  (Ю), 
найдемъ: 

//]  =  У/о  =  ^'«^^  —  ('' ^1  —  (к/^2^  =  ^ 
или: 

уг;^^1Г=о  (12) 

откуда: 

п,^^  =  —  1[  (13) 

Если  въ  уравиен1е  //о  =  0  подставимте  вместо  2^  его  выражен1е  изъ  (13), 
то  посл'^  вс'Ьхъ  прииедеи1Й  пайдемъ  для  011ред'Ьлен1Я  и  сл'Ьдуюи1,ее  квад- 
ратное уравнеп1'е: 

1Рн'^+Сги--П=0  (14) 

гд'Ь  //  и  О  изв'Ьстиыя  выражоп1я  (§  53): 

11=  ((^((2  —  ((]       ,       О  =  2«'^  —  ?ь(Ц)П1 0-2  -\-  а1(Н 

Если  въ  у1и11шеню  (14)  вмЬсто  я  иставцмъ  его  иы11ажоп1о  чреаъ  г  изъ(1.'?), 
то  уравнон1о  (14)  сдЬлается: 

;:''--'гО^^  —  ]Р=0  (15) 

Изъ  уравпешл  (14)  опродГ.ляется  радикальная  фупкц1я  «,  и  заИыъ  изъ(13) 
и  радикалъ  2.  Уравпе111е  (14)  называется  ри.1ртш1ющимь,  такъ  какъ  имъ 
определяются  всЬ  искомня  величины.  ГЬшая  квадратное  уравнсп1е  (14), 
найдемъ: 


(16) 


гдЬ  «^Ла=(V^+47^•^  (§  147,  10).  .Тегко  внд'Ьть  изъ  итого  же  уравнсн1я,  что: 


1   _(г±\/(г-  +  ^1Р       (?±«о»/А; 


»  211  '211 


(17) 


Соображаясь  съ  (13),  найдемъ: 

г»  =  _ЦГЛ-±:«о|/А1)=/',  (18) 

откуда: 


„- =  К  -  Н^;  ^- "о1'Л.)  (19) 
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Соображаясь  съ  формулами  (5),  (6)  и  (13),  иайдемъ  выражен1Я  для  всЪхъ 
трехъ  корней  уравнен1я: 

^0^2  =  —^1+  ле+-—  =  —  Щ  +  охг  +-—  (20) 

(х^  ал 

или: 


а^.9  а?я 


«0^1  Ч"  ^1  =     ^4" 


^е^ 


аоЗ!^2  +  «I  =  виг -| ■  •  (21) 


ао^^з  +  а!  =  ««;?+ 


—Н 


Если   корни   уравнен1я   (14)  означимъ   чрезъ  их,  щ,    а  соотв'Ьтствующхя 
значен1я  я  чрезъ  ^е^1,  ^е^2,  то  будемъ  им11ть: 

ще\=  —  Н    и    ^2^*2  =  —  11  (22) 

откуда: 

Но  изъ  уравнешя  (14)  имЬемъ: 

щщ  =  —  —  (23) 

сл'Ьдовательно: 

л\е\  =  —  Н^  (24) 

откуда: 

^1^2  =  —  Н    »     ^8^^^е?2  =  — «Я    ,     Л10^  =  — а^Я  (25) 

Легко  вид']^ть,  что  выражешя: 

аоХх  +а1  =  ^?1    +  — —       ,      аол?!  +ах=  ^2  +  — г" 

ХГ,  Х?2 

аоа?2  +  «1  =  оиг,  +  -— -       ,      Оо^Гг  +  «1  =  оига  +  -—-  (26) 

ои^]  ои^2 
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въ  силу  зависимостей  (25)  то:кдосгвенны,  т.  е.  .^  и  ^2  длютъ  для  д?,,  х^,  ^з 
одн'Ь  и  Т'Ь  же  зпачеи1л,  следовательно  можно  вообще  писать  эти  выраже- 
Н1Я  въ  формЬ  (21). 

Выражеп1е  (18)  даетъ  составь  радикальной  <|)упкц1И  (^^  какъ  видимъ, 
1-го  порядка  и  вмЬст!;  даетъ  составъ  радикала  ^  (10). 

Радикалъ   1/Дз    какъ   извЬстно    выражается    рац1опальною   функд1ей 
корней  х^^  Х2,  Хз  уравнен1я  (3). 

Соображаясь   съ  зависимостью   (25)   формулы  (20)  можемъ   написать 
въ  форм'Ь: 

^^2^2  -\-  <Н  =  «^1  +  '2^^^2  (2'^) 

гд-Ь: 

3  3  _ 

^1  =  \^^Ш^+^^      ,      ^2  =  к  —  К^г  —  ^;?Аз)  (28) 


Формулы  (27)  въ  форм!»: 


// 


I ;       -  ( 


«0^1 


+  «,  =-     У-\  (>/+  «о  I' л;)  +     V  ~^{0  —  а,  1/Дз) 


(  I       .■  < 

■       3 


«О.Г.  4-  «,  =  а  /— 5(ГГ+«о1'  Л.,)  -г  о?У—'Л(1  —  «оК'лЛ  (2'->) 


3 


известны  подъ  имепемъ  Кардановыть. 

Если  уравнен1я  (27)  сложимъ,  то  найдемъ: 

а^  2  Х\  -}-  3«1  =  О 

откуда  видимъ,  что  корпи  уравпеп1я  (§  54,  (20)): 

г^  +  ЗЯг  +  (7  =  0  (30) 

полученнаго  преобразован1емъ  (^^^т '\-а^^=  ^  изъ  уравнеп1я  (3)  будутъ  вто- 
рыя  части  уравнен1Й  (27).  Иа  основан1И  такой  формы  корней,  уравнен1е 
безь  втораго  члена: 

х'^  +  рх-{-(1=0  (31) 

решается  положенхемъ: 

Х  =  гх-\---1  (•'^-) 

АЛГВВРЛНЧ.    АНАЛИЗ!..  48 
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Таково  р{эшен1е  кубическаго  уравнешя  съ  помощью  свойствъ  радикаль- 
ныхъ  функц1Й.  Какъ  видимъ,  корни  его  выражаются  радикальной  функщей 
2-го  порядка,  въ  составь  которой  вхолитъ  признанная  Дз,  единственная 
неизм^^нная  кубической  формы.  Сейчасъ  увидимъ,  что  отъ  трехъ  функщй 
Я,  (т  и  Дз  зависятъ  свойства  корней  кубическаго  уравнешя. 

§  239.  Мы  видели  выше  (§  147,  пр.  4),  что  уравнеше  коего  корни 
суть  квадраты  разностей  корней  кубическаго  уравнен1я  (3),  есть: 

а5х«  +  18а^Яа:2  +  ВХаЩ^х  +  27  (&«+4ЯЗ)  =  О  (33) 

или: 

а1х^+  18а2Ях2  +  81Я^д;  +  27Дз  =  0  (34) 

или  еще: 

х(аЬс+ 911)^ -^27  Аз  =  О  (35) 

корни  этого  уравнен1я  суть: 

(Х1—Х^У      ,       (Хх—Х^У       ,       (Х2—ХзУ 

На  основан1и  этого  уравнен1я  можно  судить  о  корняхъ  уравнен1я  (3). 

Въ  самомъ  дЪл'Ь,  если  уравненхе  (34)  имЬетъ  отрицательные  корни, 
то  данное  кубическое  (3)  должно  им1^ть  мнимые  корни,  такъ  какъ  только 
квадратъ  разности  мнимыхъ  сопряженныхъ  корней  можеа^  дать  отрица- 
тельное количество.  Если  же  уравненге  (34)  не  имЬетъ  отрицательныхъ 
корней,  то  кубическое  уравнен1е  (3)  не  можетъ  им1^ть  мнимыхъ  корней, 
сл'Ьдовательно  всЬ  его  корни  будутъ  действительные. 

Вотъ  как1е  случаи  могутъ  представиться: 
Случай  1.  Призначная: 

а?Дз  =  (?2  +  4ЯЗ 
есть  величина  отрицательная,  т.  е.: 

а  для  этого  необходимо  чтобы  Я  также  была  величина  отрицательная, 
а  при  этомъ  услов1и  въ  уравнении  (34)  знаки  будутъ  идти  поперем'Ьнно: 
И +1  21  при  такомъ  услов1И  ВС*  корни  въ  уравненш  (34)  будутъ  по- 
ложительные, а  сл'Ьдовательно,  корни  кубическаго  уравнешя  (3)  будутъ 
всЪ  д'Ьйствительные. 

Случай  2.  Призначная  Дз  есть  величина  положительная,  а  при  та- 
комъ услов1и   уравнен1е  (34)  должно  им1>ть  одинъ  отрицательный  корень, 
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а  сл'Ьдовательно  кубическое  уравпен1е  (3)  должно  пм'Ьть  два  мпимыхъ 
корпл. 

Случай  6*.  При;^пачнал  Дз  =  0,  въ  утомъ  случа'Ь  уравнеш'е  (31) 
имЬетъ  одннъ  корень  равный  пулю,  следовательно  кубическое  уравнеи1е 
будетъ  им'Ьть  два  равные  корня. 

Случай  4,  Призначнал  Дз  =  0,  но  при  услов1и: 

а  =  0       и       11=0  (30) 

въ  этомъ  случае  вс!»  три  корня  уравнен1я  (34)  1)авны  нулю,  а  следова- 
тельно кубическое  уравнен1е  имЬетъ  всЬ  три  корня  равные. 

Услов1я  (30)  можно  выразить  въ  (|)орм'Ь,  какъ  легко  видЬть: 

''  =  "^  =  ''^  (37) 

(Ц  (('2  «'З 

§  240.  Прежде  чЬмъ  изложить  второй  снособъ  р'1ииенш  кубическаго 
уравнен1л,  займемся  свойствами  его  корней  въ  связи  съ  корнями  1,  а,  а'-, 
двучленнаго  кубическаго   уравиен1я: 

а^г.^  -Ь  За1Х-  +  3^ь.г  +  г/з  =  О  (38) 

будутъ  .Г),  .л,,  Гз ;  изъ  1>тихь  корней  и  изъ  корней  1,  а ,  а- составим  ь  слЬ- 
дующ1л  функц1и: 

Ь  =  ./'1  ■{-  о.Ху  +  а-^'з  ?     21=  Хх  -(-  о^-x^^  -(-  я^Гз 

(39) 

кото])ЫЛ  будемъ  постоянно  обозначать  символами:  /.,  Л/;  1,1,  М^.  .1егко 
вид'Ьть,  что  М  и  /.  суть  функц1и  разпостей  корней  кубическаго  уравне- 
П1Я  (38).  Въ  самомъ  дЬл'Ь,  подстановлеп1е  вмкто  .1*1,  Хо,  .^з  суммъ  хх-\-11, 
^2  +  Л,  >з  4" /<    "^  измЬнястъ  функ1ий  Ы  и  Ь: 

зам'Ьчая  что  1+а-|-а-~0. 

Такъ  какъ  1,  а,  а-  суть  корни  уравиеп1я: 

то  им'Ьемъ: 

х^—  1  е:  (л-—  1 ) (х— а) (.г— а^)  ::^-  {х—  1 )  (од:— (х^) (а'-.б-  а)  (4 1 ) 
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Если  ВМЕСТО  X  подставимъ  отношеше  двухъ  какихъ-нибудь  функц1й  11:У^ 
то  найдемъ: 


^73— Г^^СЦ-— Г)(г7— аГХСГ— а2Г)^(СГ— ГХагТ-— ааГКа^С/-— аГ)    (42) 

Если  въ  тождеств*  (41)  подставимъ  вм-Ьсто  х  величину  — д?,  то  найдемъ: 

а?»  +1  =  (а:+1)(д;+а)(л;+а2)  =  {х+\){ал+л^){<1Ъ+7)  (43) 

откуда  подставляя  вм^Ьсто  х  отношен1в  11\У^  найдемъ: 

С78+Г8  =  (Р+]0(г^+аП(г^+«'Ю  =  (СГ+ТО(аСГ+а2Г)(а2^^  (44) 

Легко  вид'Ьть,  что: 

X  +    Л/  =  2а?1  — Х2 — лгз 

Х+  лМ=2х2 — л?! — х^  (45) 

Ь  +  а^М  =  2^8 — Хх  — Х2 
и 

Ь—М=  (а?2 — ^){'^ — а^) 
а^X—  а^М'=  (х^—х^ )  (а-чх»)  (46) 

аХ—  аШ  =  (Х1  —х^)  (а— а^) 

Если  перемножимъ  уравнен1я  (45),  то  соображаясь  съ  (44),  найдемъ  (§  53) 
выражен1е: 

Ь^-^-М^  =  {2Х1—Х2—Х^)  (2X2— XI— Х^)  (2^3— ^^1—^^)  = 

а?  а?  ^    ^ 

или: 

а?  (1.^  +  М^)  =  (2л;,  — Ха— д^з)  (2х2—Х1—х^)  (2хг—Х1—Х2)  = 

=  —  27  (а^оз  —  3000x02  +  2а?)  =  —  270  (48) 

Перемножая  (46)  и  помня,  что  а — а*  =  /Из ,  найдемъ: 

Х8  _  ^и-з  =  _  31/313  (Х2—Хг)  (х^—Х1 )  (л?!  —Х2)  (49) 

Возвышая  въ  квадратъ,  получимъ: 

(2,з_Л^8)2  =  _  27(:г2— :гз)Чл?з-а?1)^(^1-^)^ 
соображаясь  съ  (§  147,  пр.  4),  найдемъ: 

аЦЬ^—М^)^  =  +  27((У2  +  4Я8)  =  +  27а?  Аз 
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или: 

«?.(ХЗ— ЖЗ)2  =  27Лз  (50) 

Перемножая  иервыя  два  и:]ъ  ураипен!!!  (30),  легко  иайти,  что: 

^^^^^_^Н±:ро^__^^  (51) 

Задача  1.  Докапать  сл'1'»дуюш;1я  тождества: 

//+  ЛЯ  =  :;{(2./',— х,— х-з)'^  +  (2.с,—х,—т^Г+(2х:,—х,—х,^^')      (52) 


н 


ХЗ  _  ^1/3  =  ; ^^^  { (т,-х,У  +  {хг-х,Г  +  Ог, -х,У  ]  (53) 


Задача  2.    Составить   уравнен1е,   коего   корнями   были -бы   функщи 
Ь^  и  ЪР1 

Р}ьшею€.  Если  положимъ: 


и=1?    ,    1,=М 


3 


то  будемъ  им'Ьть  (48  и  54): 

,      _       210  _       0^/=^ 

откуда  искомое  уравпеш'е  будотъ: 

07^;  7/3 

«о  < 

или: 

(?^'/2  +  27г(2(г^  —  0^7/3  =  О  (54) 

полагая  въ  этомъ  уравнегпи  а^^  =  21x^^  оно  сдЬлается: 

.г,_|_^;.3__7/3  =  0  (55) 

а  это  иосл'Ьднее  есть  1)а:зр'1ш1ающое  (15), 

Уравпен1е  (55)  есть  квадратное  относительно  /  или  Т?  и  ЪР  и  шесто11 
степени  относительно  Ь  и  Л/,  следовательно,  фуик1ия  ^'^  =  (.?:1+аго+а^.^з)"^ 
ири  иерем'Ьщен1и  корней  .Г| ,  х^ ,  Гз  нолучаетъ  только  диа  значен1я  1/^  и  ЪР, 
а  функц1я  I/  нолучаетъ  шесть  значевхй: 

Ь     ,     <хЬ     ,     а^Ь     \     М    ,     аМ    ,     а-Л/  (56) 


(58) 
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Очевидно: 

Задача  3.  Найти  выражеихя  ^^,  М  ^  въ  функщи  корней  Хх^  х^,  х^  V 
Вычитая  тождество: 

(^  +  ^1  +  1)(1  +  «  +  «')-0 

изъ  каждаго  выраженик 

{Х1'\-ЛХ2+Л^Х^^      »       {Хх-\'Л^Х2+(1Х^У 

найдемъ: 

—  Ь^=  {х^—х^У  +  (1\х^—х,  )2  +  а  (а;,  -х^У 

—М^=  (х2—х^У  +  а  (х^—Хх  У  +  «*(«,  — Та)^ 
Точно  также  найдемъ: 

—  X*  ==  (Х2 — х^У  (2л:1  — а?2 — х^У  +  « (^з— л^1  У{^Х2—Хх  — х^У  + 

+  а2(л;1  — а^а)*  (2жз — л;1  — х^У 

(50) 
— К*=  (х2—х^У(2х1  —Х2 — 0^)*  +  а^х^—Ху  У{2х2—Х1  —х^У  + 

+  а  (ху  — Х2У(2х^ — XI  — Х2У 
Также  не  трудно  найти: 

2ЬМ=  (х2—х^У  +  {х^—хх  У  +  {х,  —Х2У  =  —  184"  (60) 

Ь^М^  =  {хх  —Х2У{хх  —х^У  +  {х2—х^У{х2—Хх  У  +  {х^—Хх  У{х^—Т2У     (6 1 ) 

Задача  4.  Составить  уравненхе,  коего  корни  были-бы  квадраты  разно- 
стей корней  кубическаго  уравнен1я  (38),  а  коэфищенты  —  функцш  коли- 
чествъ  Ь  и  М. 

Ргыиеиге.  Пусть  ;1!  =  (х\ — Х2У,  то  изъ  предъидущаго  будемъ  имЬть, 
соображаясь  съ  (58)  и  (61): 


»/-Зг?  =  аХ  — а^ЛГ 
откуда: 
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перемножая  эти  три  умпожен1л,  будемъ  имЬть: 
по    Ь  —  аЛ/'=- (1  — а) (.г,  — х^),  слЬдоиательпо: 


или: 


откуда; 


V      27.-^  =  и  -  ]\Р  —  'М\—^)(л—х.)1М 


\/~'21::^  =  1^  — ]\Р  —  ^  }/ -:^  .  V ^  .  1М 


.-(г-0/)2-|-  ^'^   -^^'  ^-  =  О  (02) 


Если    нъ  ;)То    ураинеп1е  подгтаиимъ  вместо  />Л/  и  1^'^  —  ЛР  ихъ  ;шачен1Я 
(50)  и  (54),  то  пайдемъ  {Щ: 


''о     /  "о 


;гг|,г-Ь-  о    •      '     ~^ 


?5  241.  Пъ  куонческой  форм!»  сон:ш'1и1пал  можетъ  Гилть  получена  го- 
1)а:ио  проще  елЬдующимъ  обра:10мъ:  въ  симметрическую  функгию  ра;шо- 
стей  корней  куоическаго  уравнеп1я  подставляютт.  выражен1я: 

вм'1'.сто  — Г,,  — .Г2,  — 0*3.  —  Въ  самомъ  дЬлЬ,  Г1 — х.у  преобразуется  для  по- 
лучен1*я  соизм'Ьиной  въ  §  187: 

1 1 

Х^  —  X  Х2  —  X 

а  это  виражеп1е  можно  написать  въ  формЬ: 

Х\ X         Х2 Л'  {^ — ОТ]  )  (х .Го)  (Х Гз) 

посл'Ь  удалев1я  .знаменателя  въ  :^той  формЬ  мы  будемъ  имЬть  указанное 
выше  преобра;}оваи1е.  Цриложимъ  этотъ  способъ  къ  отыскан1Ю  соизмЬп- 
пыхъ  кубической  формы. 

Мы  выше  вид'Ьли  (§  240): 

^'и(^1  +«'^2  +а'^з)  ^'1  +а2г2+ад-2)  =  1^  («^  — Ло^'12)  (С4) 
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преобразовывая  обЪ  части  этого  7равнен1я  какъ  было  сказано  выше,  най- 
демъ: 

полагая  (39): 
будемъ  имЪть: 

а1{ьх+ц){Мх^м,)=чи\—их  и^)  (в?) 

вторая  часть  есть  гессевская  кубической  формы  (§  190).   Изъ  этого  тож- 
дества видимъ  что: 

Ьх  +  Ц     и    Мх  +  М1  (68) 

суть  множители  гессевской: 

Яв,*  =  («оЛг— «^ )  х^  +  (аоОз— а|  03)^?  +  (а!  ад— 029)  (69) 

или: 

Яз.*  =  Нх^  4-  ЗДгс  +  Яа  (70) 

§  242.  Мы  выше  видели  (48),  что: 

а?(Х»  +  -М'^)  =  — 27(У  (71) 

или: 

«2  { (х\  +о^X2+л^x^Т'\'(x^  -{-а^х^+ахгУ }  =  —  27  (а1а^—Заоа1а2+2а^) 

дЪлая    преобразованге  для    полученхя    соизм']^нной,    какъ   сказано    выше, 
найдемъ: 

а1  {(Ьх+1,У+(Мх+М1  )8 )  =  —  27( г7о Ь^— 3  С/;  гГ,  1^8+ 1^)  =  -  27(?з,.  (72) 

соизм'Ьнная,   которой   источникъ  есть   функц1я  О  (§  190)  и  которую    мы 
нашли  выше.  Сл'Ьдовательно,  множители  соизм'Ьнной  Оз,х  суть: 

(Ьх+11)+{Мх+М1)  ,   (Ха:+^^)+а(-Мл:+Ж1)    ,   (Ь1:+Х,)+аЧЛ&+-М;) 

или: 

(Ь+Ж)х+А+Ж,     ,    {1+аМ)х+{Ц+аМ1)    ,    (Х+а«ЛГ)л:+(А+аЩ) 
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ихъ  МОЖНО  еще  получить,  замечая,  что  множители  фун1{Ц1и  О  суть: 

^•2  +  ^3  — 2-^1       ,      •'^3  -  Ь  ^1  —  2''^2      ^      .г, +  . Го  — 2^3 

олЬдовательно,  множители  соизмЬниой  (т^х  оудутъ: 

1,1  2  1,1  2  1,1  2 


г  2 .^         Хт^ X         .Г, X     -«'з .Г         Х\ .Г         .7*2 X      Хх X         .Го — X         Х-^ — X 

ПО  удален1и  оницаго  множителя. 

^з.аг  имЬетъ  следующее  геометрическ'ое  ;шачеи1е.  Если  возьмемъ  три 
точки  Л,  В,  С  оиред1'>леннил  уравнеп1емь  ^"3  =  0  и  три  точки  Аи  Д,  (\ 
построенныя  сл']|Дуюи1;имъ  обраиомъ:  Л^  есть  сопряженная  гармоническая 
точки  Л  относительно  В  и  С;  В^  сопряженная  гармоническая  точки  В 
относительно  Л  и  С;  и  С|  сопряженная  гармоническая  точки  С  относи- 
тельно Ам  В,,  то  жги  три  точки  определяются  соиамЬнной  (}^,х^=0. 

§  243.  Съ  П0М01ЦЫ0  множителей  (08)  гессевской  (09)  можно  кубиче- 
ское уравнение  представить  въ  формЬ  разности  двухъ  кубовъ. 

Мы  выше  нап1ли  (4!)),  что: 


I?  —  ]\Р  =  1/  — 27  (Го— Гз)  (./'з— :Г1 )  (г,  — д 2) 
Д'Ьлая  преобра:к>вап1е,  какое  сделано  для  получеп1л  (07),  найдемъ: 

(1/Х'+А)^— (Л/.г4-3/1)''^=  I/— 27(.Го— д^зХ^Гз— г,)(.Г1— .Го)(х  -Хх\х  -х.^\х  -х^) 
откуда,  зам'Ьчая  что: 

/  Л«>/  ^^^  У>  -27(Гг-+4Д0         /  )/  Ч.'  Ч_^'^3 

(./'о — Д'з)''(.Гз Т,  )-(Г1 Х^У  =     -        -     .  -         '     '•'^     'МЧ^     ^чпл      ^•^' ~    ./ 

а,;  "О 

найдемъ: 

Цзъ  этого  выражеп1я  виднмъ,  что  кубическая  <|юрма  есть  ра:5Н0сть  кубовъ 
выражен1'й,  которыя  суть  множители  (08)  гессевской  соизм'1шной. 

§  244.  Между  кубической  формой  и  ел  соизмЬиными  Шх  и  6'а,.г  су- 
п^ествуетъ  сл'Ьдуюп1,ал  :зависимость: 

АЛГКВРАИЧ.   АНАлилъ.  41) 
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Въ  саномъ  д'Ьл%  мы  ииЪемъ: 

а1{х^—х^)Чх^—Хх  Жхх—х^)^  =  —  27  {О^+Ш^)  =  —  гТа?  Аз 

преобразуя  это  уравнен1е,  какъ  выше,  найдемъ: 

<(х2—х^Пх<,—х^  )\Х1  —х^)\х—х,  У{х—х^{%х—х^)^  =  -  27  (б?,х+4Я|,,) 

откуда  им^емъ: 

Аз  ?7з  =  Сг1,зс  -\-  ^Н1,х 

§  245,  Способъ  2.  Пусть  данное  кубическое  уравнен1е  будетъ: 

Щ  =  а^^  4-  За,  х^  +  За2Х  -\-а^  =  0  (75) 

Полагая  л?  =  ао^  +  «1  ^о  уравнеше  преобразуется  въ 

е^+ЗН0  +  а  =  О  (76) 


Положимъ: 


0^+зт+а= -^  [  ^I.(;^+V)«-V  (,+1,у )  (7?) 


требуется  опред'Ьлнтель  (х  и  V.  Развернувъ  вторую  часть  этого  уравнен1я, 
найдемъ: 

сравнивая  коэфиц1енты,  будемъ  имЪть: 

[XV  = — Н      ,      {1.у(р14-у)  =  —  О 
откуда: 

1л  +  у  =  -дг      .      ,х  — V==— у|^  (78) 


сл-Ьдовательно: 


[Х-        2я—     '     ^-         2Я~~  ^^^^ 


подставляя  эти  значев1я  въ  (77)  и  зан^щая  я  =  аоа;  +  а,,  найдеиъ: 

"•^''  -  ^      2КД.      ]  («о^  +  «'+ 2]Г~)  ~ 

_  (80) 

\      21/д.      ]  ^««^  +  «•  +        2Я       ) 
таково  выражен1е  кубической  формы  (75)  какъ  разность  кубовъ. 
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Легко  вид'Ьть,  что: 

{,  +  |х)  а+у)  1  -_  ^^+-1-0-Н  (81) 


или: 


/1 

2 
=  "77  {  («0«2— ^'Т)»^^  Ч-(«0«3— «1«2)^  +  («1^3— «^)  }  (У*^) 

откуда  видимъ,  что  выражен1Л,    коихъ  разность  кубовъ  продета вллетъ  ку- 
бическую форму,  суть  множители  гесеевской  соизмЬнной. 

Настоящее  р'Ьшен1е  непосредственно  вытекаетъ  изъ  формулъ  (07) 
и  (73),  изъ  которыхъ  видно,  что  множители  гесеевской  соизм1>ниой  суть 
тЬ  выражен1л,  коихъ  разность  кубовъ  тождественна  съ  данной  кубиче- 
ской формой  (75). 

4 

§  240.  Спосопь  3.  Мы  выше  иашли  (72)  и  (73): 

а;;{  (Х.Т+Л,  У  +  {Мх+М,  )')  =  -  210г..  (83) 

аЗ  { {Ьх+и )'  -  (Жг+1/,)' )  =  271/Дз .  Г-,  (84) 

откуда  нийдемъ: 

а1{Ьх  +  Л, )'  =  27  (6^з1'Аз— ^ах) 

-  а1{Мх+М, )»  =  27  ( Гз  I  Дз+^^з,.) 
извлекал  кубическ1й  кореиь,  пайдсмъ: 


(85) 


о^{Ьх  +  Л, )  =  3  }/  Гз1  Дз  —  б;з.х 

—  «о(^'/^+^1^1)  =  3  »/1^з1  Аз  +  О^»;^ 
Но  иаъ  у1)авнеи1й  (84)  видно,  что: 

есть  одинъ  изъ  липейныхъ  множителей  «{юрми  ( з .  слЬдовательио  иаъ  (85) 
утотъ  множитель  есть: 

3  3 
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друг1е  множители,  очевидно  будутъ: 

о  о 

(86) 

Этотъ  способъ  принадлежитъ  англ1Йскому  математику  Келе  (Сау1еу). 
§  247.  Способъ  4/Выш  мы  вид^^ли  (§  240),  что  функцш: 

^1  =  ^з  =  (^^1+а^^2+а^-«?з)^     ,     (%=^  М^  =  (х1+а^х^+ах^)^         (87) 

им^^ютъ  только  два  значешя  при  всевозможныхъ  церем^Ьщешлхъ  корней 
Х1,гг2,гг8  кубическаго  уравнешя  (75)  и  эти  два  аначен1я  суть  корни  ква- 
дратнаго  уравнен1я  (55): 

а1г^  +  3\а1аЛ  —  31Н^  =  о  (88) 

которое  называется  разр1ыиающимъ.  Изъ  него  найдемъ: 

97  97 


откуда: 


^  =  |-{-К<?-«о^'д;)}*     .     М=^[-ЦО-{-ао\'Ю\- 


или: 

3  1 

л?!  +  а*Л12  +  ажз  =  —  { —  Кб^+ао1/д,) }' 

«о 

присовокупляя  къ  этимъ  уравнен1ямъ  уравненхе: 

I  I  3(11 

^1  ~Г  ^  "Г  ^8  = 

найдемъ  изъ  нихъ  уже  выше  найденныя  формулы  Кардана  (27)  и  (30). 
§  248.  Легко  вид'Ьть  изъ  формы  гессевской  соизм'Ьнной: 

(аоаг — а\ )  ж^  +  («о^ — «1  ^)  л?  +  (а1  аз — а\)  =  О 
что  услов1е  равенства  ея  корней  есть: 

4{а^а^—а\)  (а^а^ — а%)  —  (а^а^—ща^)^  =  —  Д  з  =  О 
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по  это  есть  и  услов1е  равенства  двухъ  корней  въ  куоическомъ  уравнен1и 
(§  230),  следовательно,  если  кубическое  уравнеп1е  имЬотъ  два  равные  корня, 
то  гессевская  им'Ьетъ  равные  корни  и  обратно. 

Изъ  зависимости  (37)  видимъ,  что  вс'1|  коэфищенты  у  гессевской  ку- 
бической формы  равны  нулю  если  кубическое  уравнен1е  есть  полный  кубъ, 
т.  е.  если  имЬетъ  всЬ  три  корня  равные. 

§  240.  Ироэктшшая  завис имоопь  между  корнями  кубическаго  уравнс- 
ю'я.  Если  .г, ,.Г2,д;з  суть  корни  кубическаго  уравпеп1я  (75),  то  (§  145): 

аЦ  Сго-.Гз)2  +  (ч—'^1  У  +  (г,  -^2)^ }  =  1 8  (а^,  — «о^^з)  =  —18  И 
^^;{5•^(;^2— .Гз)2  +  ,Г2(гз— л',у--1-:^з(.Г1— .Го)-}  =  0(г1о«з— а!^..)  =  187/1 

«о { ^;(^2— -^з)'^  +  -^2  (•^'з— ^1  )^  +  .^'з  (^1  — -^2)^ }  =  1 8  (а^—щ  «з)  =  —187/2 

умножимъ  иредъидущ1я  уравнен1я  послЬдовательпо  па  ХхХ^,  — {^\-{-^2)^  1 
и  сложимъ,  то,  такъ  какъ: 

^Т  —  ^'1  (а  +  ^2  )  +  -^'1  "^2  '^  О       ,       :4  —  ^2  (^1  +  -^2  ^  +  ^1  ^2  =^  ^ 

будемъ  им-Ьты 

а1  (т^—х-^)  (.Тз— ^-1 )  (.^1  —.Го)-  =  1 8  {  //х-,  Хо  +  Я, (г,  +ГГ2)  +  Но  ] 


по 


откуда: 


а'1(.Г2-.Гз)Чхз— .г,)2(.г,-.г,0^  =  —  27  Аз  --  \0^{11Щ—Н,^) 


-  \^~  ^'  ^"Ч^)  =  "''  ""^^  +  ^^^ (^'^  +^'^^  +  ^^2 


следовательно: 


это  есть  проэктивная  зависимость   между  корнями  и  коэфигцептами   куби- 
ческаго уравпен1Я. 

Определяя  изъ  иредъидущаго  уравнен1я  х^ ,  найдемъ: 


Хо  —— 


Я,  +  \  у-  ^)  XI  +  Н, 


Их,  +  Я,  -  ^ 


^/-^) 
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ялн: 

Это  выражеше  можно  написать  въ  следующей  форм'Ь: 

Легко  вид'Ьть,  что  определитель  этого  линейнаго  преобразован1я  есть 
— 12Л8«  Этого  опред']Ьлителя  можно  сд'Ьлать  равнымъ  единиц^^,  если  всЬ 
коэфиц1енты  предъидущаго  иреобразован1я  разд'Ьлимъ  на  2)/— ЗАз,  всл'Ьд- 
ств1е  чего  предъидущая  формула  приметь  видъ: 

/1/=ЗА;  +  6Я1\       ,         6Й 
\      21/— ЗА«      / 


^         2/— ЗАз      /  2/— ЗДа^ 

^  6Н  ,   I/— 2Дз  — бЯз 


Д?1  + 


2/— ЗАз  2»/— ЗА 


Давал  радикалу  входящему  въ  предъидущее  выраженхе  другой  знакъ,  мы 
будемъ,  очевидно,  им'Ъть  трет1й  корень  х^ .  Назовемъ  въ  предъидуп^ей  фор- 
мул'Ь  коэфиц1енты  чрезъ  «1,  ^1,  «2)  ^2  1  то  она  приметъ  видъ: 

гд4  легко  видеть: 

«1р2  — «аР1  =  1       и      «1+^2  =  1 
Но  при  изм']^нен1и  знака  радикала  им'Ьемъ: 

^з=-М:^  (90) 


Откуда  видимъ,  что  если: 


то; 

—  а2^1+а1 
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Зам'Ьчая  что  (80)  и  (90)  суть  обратпыл  фупкц1и,  пайдез1ъ: 

Сл'Ьдоиательпо  корни  кубическаго  уравпен1я  могутъ  быть  представлены  въ 
форм'Ь: 

Это  та  зависимость  между  корнями  кубическаго  уравнен1я,  о  которой  бы- 
ло упомянуто  въ  начал'Ь  главы. 

Этимъ  и  закопчимъ  и:]с.1Ъдовап1е  кубическихъ  уравнеп1Й;   приведемъ 
несколько  прим'Ьровъ. 

§  250.  Прилтръ  1,  Ра:]Ложить  выражеи1е: 

/'(х)  =  (х2—х,^)-  (х—  Хх )2  -г  С^'8— л:,  )2  {х—Хс^У""  -\-  (х^  —х^^'^  (.'Г— .Гз)^ 
Положимъ: 

Г^=  {х^ — д':0  ( ^' — '^1 )     1      ^  =  С^з — ^\  Х^ — ■'^'2^     ?      ^У  =  (^1  — ^г)  ^•^—л'г) 
легко  вид'Ьть  что: 

ДяО  =  ?ЧГ+аГ-[-а^1Г)(Г+а2Г+а>»\) 
Прнмуьрь  2,  Показать,  что  уравнеи1я   системы: 

(^2— Д*з)^  (^—^1  У  =  (^3=-^1  )^  {Х—Х^У  =  {Х^  —Х2)^  {Х—Х^)^ 

имЪютъ   двухъ  обп1.ихъ   множителей.    Въ  силу  предъидуп1,аго   обозначеи1л 
им'Ьемъ: 

^^^  =  7»  =  ^V^ 

откуда: 

1;^  _  у^  =(и—  V)  ( 1Т^  +  1ГГ+  72)  -.  5  ( 17—  V)  ( 1Р+  Г^+  ТГ^) 

но: 

1^+Г+1К  — О 

сл1',довательпо: 

(Х2—Х'^)-  {Х—Х1  у-  -\-  {Х2—Х1  )-  (Х—Х2У  +  {Хх—Х2)^  (х—Х-^У 

есть  искомый  квадратный  обпий  множитель. 
Лримгьръ  3.  Разложить  выражен1е: 

на  множители. 
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СНпеп»тъ, 

3(гГ2— гсз)  (агз — XI )  (гг,  — х^)  {х — Х\ )  (х—х^)  {х — Я?з) 

Примгьръ  4.  Представить  выражен1е: 

(х — Хх)  (х—Х2){х — агз) 

въ  форм^^  разности  двухъ  кубовъ. 
Положииъ: 

(х—Хх)  (х—Х2) (а:— л-з)  =  ?71 '  —  ^1 ' 

откуда: 

Цх—х,)  =  (и,  —  Г1)  ,  ф-Х2)^(аП,—2^Г,)  ,  у(ж-^)  =  (а2С7;— аГО 

складывая  эти  уравнен1я,  найдемъ: 

>^  +  ^^  +  V  =  0     ,    1х1+\кХ2-\-^х^  =  0 
откуда: 

но  Х[ху  =  1 ,  сл1^довательно: 

-гд-  =  (л:2— а^з)  (я^з— л^1 )  (^1  —  ^^2) 

Подставляя  эти  выражен1я  для  X,  (л,  V   и   употребляя  обозначешя   пр.  1, 
найдемъ: 

откуда: 

зет,  =р(г7+а2Г+аТГ) 

—  ЗГ,  =р(г7+аСГ+а«Ж) 

такимъ  образомъ  Их  и  Г1  вполне  определены. 

Примгьръ  5.   Составить  уравнен1е,   коего   корни  были-бы  шесть  зна- 
чеши  функщи: 

(  =^  Х\Х1  -р  Х^Х  2  ~Т"  ^3^  8 

если  Хх,  Х2,  х^;  х\,  х\^  х\  суть  корни  кубическихъ  уравнен1Й: 
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Плпилгъ  сначала  :)ту  задачу  отп()оитол1»по  ураипепШ: 

г^  +  Я7/-  -{-  {;  =--  о    ,    -2  +  р,//'^  +  г;'  =  О 

а  иотомъ  перейдемъ  къ  общимъ  ураннеш'ямъ.  Для  ;)тихь  ураппеигй  <|»уик- 
Ц1Я  (  будет  1|: 

иодставляя    вместо   '/и<-[-б/|,  /^'14-/^,....  ихъ  :и1аче1пя  (27)    въ  радика- 
лахъ: 

^1  +  ^2     .     Л'- 1  +  а-^  -2     ,     а-^" ,  +  л;:  ^ 
найдемъ: 


гдГ|: 


3     _  3  л  3 

УР[    ^   'I        ,        »^7'2  =  -2        ^         Г  УМ   "=  -^'1         '        УР'2  =  -''2 


выражеи1е  /о  послЬ  11риведоп1й  сдЬлаотся: 

/  3.  :г 


'о  =  '^(К/',Уо+КуьУ, 


возвышая  иъ  куоь  ниидс^мъ: 

подставляя  пмЬсто  Р1.  р,,  ;/,,  ^/о  11ыраж»^н1я  данпыя  уравнош'ями: 
будемъ  им1.т1.  два  кубичоск1я  уравноп1л: 

АЛГКВРАИЧ.    АИАЛИ^ГЬ. 
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которыя  даютъ  шесть  значен1й  функц1и  ^о*  ^Д^- 

аоДз  =  в*  +  4Я»     ,     Ь0Д'з  =  С'2  +  4Я'» 

Наконецъ  подставляя  вместо  ^о  ^^о  значен1е  аоЪо1 — ЩЬх  и  перемножая 
эти  кубичесшя  уравненхя,  найдемъ  наконецъ  искомое  уравнен1е  6-й  сте- 
пени. Зам'Ьтимъ,  что  если  одно  изъ  данныхъ  кубическихъ  уравнен1й  бу- 
деть  я^  —  1  =  0,  то  ^  =  Х|  +  лх^  +  а^ггз. 

Примгьръ  6.   Составить   уравнен1е   корнями  коего    были-бы   значешя 
функщи: 

Л?2  ^^3 

Изъ  ЭТОГО  уравнен1я  им'Ьемъ: 

л?1  —  (1+р)  0^2  +  Р^з  =  о 
подставляя  вмЬсто  х^ ,  Х2у  ^з  ихъ  выражен1Я  чрезъ  рх  ш  р2  ^  полагая: 

5^=1— (1+р)«  +  ра^  \     |1=1— (1+р)а«  +  Р« 
найдемъ: 

3  8 

возвышая  въ  кубъ  и  подставляя  вм'Ьсто  рх  и  р^  ихъ  значен1я: 

3  3 

найдемъ: 

С(ХЗ-|_^з)  _|-  «о  ]/ д;  (Х8-Н1а)  =  о 

возвышая  въ  квадратъ  ин^нъ: 

а  изъ  предъидущихъ  вцраженШ  X  и  |х  ик^мъ: 

Х|*  =  3(1+р+р«)     ,     Х3  4-|х»  =  — 27р(1+р) 
подставляя  эти  выражен1я  найдемъ  искомое  уравнеше: 

ооАз(1  +р+р«)»  —  27Я»(р+р')'  =  О 
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1Трим)ьръ  7.   Какал    иавнсимость    существустъ   между  коэфиц1ентами 
уравнен1Й: 

а,ух^  +  3«1  .г-'-  +  '^«2'^  Ч-  «3  =  0     ,     Ьо-г*^  +  о^;,  хг  +  Щх  -\-Ь^  =  0 
если  ихъ  кории  связаны  уравпен1емъ: 

гд'Ь  л*!,  Х2  у  х-^,  х\,  Хп,  .с'з  кории  данныхъ  уравнеи1й. 
Умножал  иа  а — оС^  :гго  уравпен1е,  оно  сд'^лаетсл: 

ьм'  =  1:м 

возвышая  въ  кубъ  и  вводя  котфи1иенты,  пайдемъ  искомую  зависимость: 

Ирнлиьръ  8.    Найти  услов1е  въ  корпяхъ  и  ко:л|ш1иентахъ,  ири  кото- 
ромъ  кубическш  уравнеиии 

а,^х^  +  '^(Н  .^-  +  -^«г-^^*  +  «3  =  О     ,     Ь^х^  -\-  3^1  х'^  +  Щх  +  ^з  =  О 

иреобразовапюмъ: 

X  =1)х  -\г  <1 

делаются  тождественными  V 
Въ  :ггомъ  случаЬ: 

исключал  2)  и  ^  найдемъ  (пр.  7): 

Это  выражен1е  не  измЬняетсл,  если  вм-Ьсто  Х],  Хо^  х^  ^  х\у  д:'з ,  л;'з  поста- 
вимъ: 

СлЬдовательно,  дапныл  кубическ1я  уравнен1я  можно  разсматривать  въпро- 
ст'Ьйшихъ  формахъ: 

^^  +  зя^  +  с;  =  О     ,     ^'3  +  37/'У  +  (^^'  =  о 
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цодученных:^  полагая  г  =  а^х  +  ах,  г'  =- \х -[- Ьх ,  если  данныя  услов1я 
удовлетворяются  корнями  первыхъ  уравнен1Й,  то  они  удовлетворятся  и 
корнями  посл^^днихъ.  Полагая  теперь  хг'=А;^ег,  эти  уравнеп1Я  д-^лаются  тож* 
дественннми,  если: 

исключая  А;,  найдемъ: 

искомое  услов1е,  уже  найденное  въ  прим'Ьр'Ь  7.  Зам'Ьтимъ,  что  разр]^шаю- 
Щ1Я  уравнен1я  кубическихъ  уравнен1й  д'Ьлаются  тождественными  преобра* 
зован1емъ: 

^,  Фох+Ьх )  =  -^  (аох+ах ) 

1Трим1ьрь  9.  Составить  уравнев1е,  коего  корни  были-бы  произведешя 
корней  Х),  Х2^  х^  даннаго  кубическаго  уравнен1я: 

а^х^  -\-  Ъахх^  +  За2Х  +  а^  =  О  (^^ ) 

Ртыиенге.  Корни  искомаго  уравнен1я  будутъ: 

Л/2^8       1      ^1  ^3       •      Х\Х2 

если  эти  корни  озпачимъ  чрезъ  у1,  уз»  Ув»  то  будемъ  им4ть: 

Ут  +  №  Уз  +  У\  у 2  =  ^1  л?2а?8  (^1  +  Д^2  +  л;з)  =  -^^  (92) 


а? 


У1УзУ8  =  --2 

откуда  искомое  уравнен1е  будетъ: 

или: 

«?У'  —  Заоа2у^  +  За!  «зУ  —  а?  ^  О 

цли  для  симметрШ,  заменяя  у  чрезъ  я;,  будемъ  им^ть: 

а1х^  —  Зооо^а^^  -|-  За,  а^х  —  а1  =  0  (93) 
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По  отношеш'ю  къ  уравнеп!»)  (9Я)  функц1и  (31)): 
им'Ьютъ  т'Ь-же  свойствсЧ,  что  фушпии  (3!)): 

по  отношению  къ  уравиои1Ю  (!)1),  г1о:ггому  можно  вычислить  <|>уикц1и: 

/;:  +  .!/?     ,     Л,  Л/,     ,     Ц—М]  (!)(>) 

иаъ  функц1й: 

Ц'  +  М^     ,     О/    ,     7.^  — ЗР  (07) 

зам'Ьщая  въ:ггихъ  иосл'1»днихъ  а^^,  а^^  а^,  а-^  ко;»фи1иеитами  а'^,  «о'''^»  ^<1^'з>  ^'л 
уравнсн1л  (93). 

Мы  означили  выше  чре;зъ  Я,  2//,,  7/о   <(>ункц1и  коэфидюитовъ: 

Если  '.^ти  фуикц1*и  по  отпошеш'ю  к'ь  уравиеи1Ю  (93)  озпачимъ  черозъ 
// ',  2Н\  Л'., ,  то  найдемъ: 

11=(11Н>     ,     11\-=~-а,аЛ^     ,     П2  =  о:1[  (99) 

Чрезъ  (^г  мы  означили  «[^ункчию: 

(г  =  ^/^^3  —  3(/о^/|^/2  +  '1а''\  ( 100) 

;)Т0  есть  коэфи1иентъ  у  г'^  въ  соизм'Ьнной  (тх  {^  199),  изъ  кот(»раго  нроиз- 
ведены  остальные  ко:)фиц1енты  соизмГ.ннои  снособомъ  изложеннымъ  вы]пе. 
Если  эти  ко:>фиц1еиты  означим ь  чрезъ  ^г, ,  а.,,  (}^^  то  по  отиоп1еи1Ю  къ 
уравпеш'ю  (93)  ко;^и})иц1ентъ  (},  который  означимъ  чрезъ  (г   будетъ: 

(-г=-'а1(п,а\,—  :\и,а.а.,  +  2(г\)  =—  а;1(;з  (1^П 

Выше  (§  240)  мы  нашли: 

/,34.3Р  =  — 27^';*     ,      1.М^~^'!     ,     (7/'^— Д/''^)2  =  +  27'-^-/      (102) 

Зам'Ьщая  въ  первых  ь  двухъ  тождествахъ  ко:и)»иц1епты  уравнен1л  (91)  ко;>- 
фиц1ентами  уравнеп1я  (93),  найдемъ: 

Ц  +  М]  =■-  27  ^7      ^     и  3/)  =  ~  *''!'  (103) 
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Заи-Ьчал,  что: 

найдемъ: 

а?-Ж?)«=  272^  +  4.9'^=  П^|+4ЯЭ  ^104) 

О'о  ^0  ^0 

ИЛИ  припоминая  (§  240),  что: 

(1^—М^У  =  —  27(х2—ХгУ  (х^—х^У  (хг-х^)^ 
и  подставляя  корни  и  воэфищенты  уравнен1я  (93),  найдемъ: 

(X?  — ЛГ?)«г=-  27  е^  (х^-х^)Нх1—х^)Чх,-х^У  =  27«?Ц^ 
откуда,  сравнивая  съ  (104),  найдемъ: 

91  +  4Я|  -  а?  Дз  -  ^1((?2  +  4Я»)  (105) 

или: 

а?(С?!  +  4Я|)  =  а?(С«  +  ИР)  (106) 

Такъ  какъ  возвышая  второе   изъ  уравнен1я   (103)  въ  кубъ,  они   примутъ 
видъ: 

Ь?  +  Л/?  =  27^»     ,     ЦЛП  =  -^  (107) 

то  найдемъ,  чтб  Ц  и  Л/^  суть  корни  квадратнаго  уравнен1я: 


е«  — 27  ^е  —  — Р  =  О  (108) 


а;  «о 


следовательно: 


^?  =  |^Лб^,+  »/в?  +  4Я?)      .     ЛГ?  =  |^з(<5?8->^"<51  +  4Я;)        (109) 

или  на  основан! и  (105): 

Ц^^^{0,+(Н^Ю     ,     М?  =  ^^{а,-а,1^Х,)  (110) 

Перемножая  Ь  и  Ж|,  Д   и  ЛГ  и  складывая  произведен1я,  найдемъ: 

1,Л<-,  +  Х,Л^=^^^°'"^7^^ -^  (111) 
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Замечая  теперь  что: 

найдемъ,  подставляя  изъ  (111)  и  (103): 

(ЬМ,—ЦМГ-  =  -^-4-'-  (112) 

откуда: 

Накоиецъ  изъ  (111)  и  (11  Я),  найдемъ: 

1М,  =  -    1Л2Щ-]/1^',)     ,     Л,Л/=-Д(2Я,>^1/:Гз)        (114) 

Ле1'ко    выразить   корпи    .г,,  гго,  :гз    въ  функции  Ь  и  Л/.    Въ  самомъ   дЬл'Ь, 
им'1',ем1к 

присовокупляя  къ  :)тимъ  уравпеп1ямъ  еп^е  уравнеп1е: 

—  За, 


найдемъ: 


=  ^1  +  ^2  +  .^1 
^'0 


^'о'^г  +  ^'1  =  ^'о ,^-  ( 1 1  •>) 

((^^ч  ~\-  (^  =  ^'о ;^ 

о 

Точно  такимъ  же  образомъ  изъ  уравпеи1й: 
найдемъ: 

X, + ]\и 

Г/оД-о-^З  —  ^2  =  ^'О .5 

^Л)'^!  ^3  —  ^2  =  ^'о о  — —  (11^^) 

ЯоЭ-1  Т2  —  «2  =  «о ^^ 
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Корнямъ  ЛГ],  Х2,  х^    съ  помощью  фориулъ  (115)  и  (116)  можно  Дать  е1Це 
слЪдующЕЯ  формы. 

Изъ  (ПС)  ии'Ьёмъ: 

ТаТз  =  —  Н 

яо  изв'Ьстно  что  йГ1ГГ2.Гз  = ^,  сл-Ьдовательно: 


или: 


точно  также  найдемъ: 


^ ^^3 Заз /..^ч 

'  За2+«о(*%+«Л^1)     '      '  За2+ао'(«^1+а^^ЬГ,")      ^'   ^^ 

Вычитая  два  лосл'Ьдн1я  изъ  уравнен1Й  (116),  найдемъ: 

(и-м,) 


аоХ1  (т^—х^)  =  —  ао  ^^^^^'1  ]/  — з  (119) 

а  вычитая  изъ  третьяго  второе  изъ  уравнен1Й  (115),  найдемъ: 

«0(^8—^:2)  =  ао  -^  У^  (120) 

разд'Ьляя  (119)  на  (120),  найдемъ  тождество: 

точно  также  найдемъ: 

Прим^ьрь  10.    Составить  уравнен1е,  коего  корни  были-бы  отношен1л 
корней  даннаго  уравнен1я? 

Р^ыиенге.   Пусть  данное  уравненхе  будетъ: 

т = о 
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если  его  корни  суть  т^,  .^2 ,  х^ ,  - .  - ,  Ха  ,  то  '^-  =  р  будетъ  корнемъ  иско- 
маго  уравнешя.    Но  л'2=д:1р,  а: 

Д.,.,)=0     и     /Тд;2)  =  А'^'1р)  =  ^ 

следовательно,  искомое  уравпеп!е  получится  искл10чеп1емъ  .Г|  и.а  уравненхн: 

/•(.Г1)  =  0      и      Я.г,р)  =  0 

Если-бы  требовалось,  чтобы  отнои1ен1е  было  взято  съ  противнымъ  знакомъ, 
то  должно  исключить  х\  изъ  уравнешй: 

^(х)  =  ^     и     /X— д;,р)  =  0 

Приложимъ  ;т)тъ  случай  къ  кубическимъ  уравпен1ямъ: 

безъ  второго  и  третьяго  членовъ. 

Въ  первомъ  случа-Ь  надобно  исключить  х\  изъ  уравпен1Й: 

а^х^  -}-  Ъа<1Х  "1-  6^3  =  О     ,     ^г,, ?.г;^  +  Зг/ор^^  +  «з  =  О  (123) 

это  исключен1е  даетъ  уравнеп1е  П-й  степени: 

^'о^5(р-  +  Р  +  1)=^+27«5р2(р  +  1)2  =  0 

Если-бы  требовалось,  чтобы  отпошеп1я  корней  имЬли  противный  :шакъ,  то 
будемъ  им'Ьт1»: 

^иА  (р^~Р+1)'  +  27а5р2(р— 1)^  =  О 
Во  второмъ  случаЬ  исключается  Хх   иатз  уравнен1Й: 

(и^х?  +  Зг^|  X  -|-  «3  =  О     и     а^.^^х^  -\-  Ых  р.г  +  а^  =  О 

что  даетъ  уравнение  Г>-й  степени: 

«Г-аз(р-+Р+1)3-27а??2(р+1)2=:0 

Если  отношеп1я    будутъ   имЬть   противные   знаки,    то   искомое   уравиен1е 
будетъ: 

«'о%  (Р--Р-Ь1)' -  27а?рЧр -п^  =  О 

А1ГЕБРАИЧ.    АИАЛИаЪ.  51 
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§  251.  Р1>шен1е  уравнен1й  3-й  степени  обывновенно  приписываютъ 
итальянскому  математику  Тартал1а(К1ссо1оТаг1а§11а,  1500 — 1559),  хотя  есть 
основаше  предполагать,  что  методъ  свой  Тартал1а  заимствовалъ  у  другаго 
итальянскаго  математика — Ферро  (8с1рюп  Регго,  1465 — 1525).  Одинъ  изъ 
наиболее  употребительныхъ  методовъ  р-Ьшен^я  уравнен1Й  3-й  степени  при- 
надлежитъ  голландскому  геометру  Гудду  (НшИе,  1633— 1704);  пр1емъ  его 
указанъ  нами  въ  конц^Ь  §  238  (32).  Методъ,  изложенный  въ  §  247,  при- 
надлежитъ  Лагранжу. 


гд-Ь: 


Непряводяный  случай  (Сама  1гге(1исГ|Ы1|(). 
§  252.  Если  обратимъ  внимаше  на  Кардановск1я  формулы  (20): 

3  3 

3  3 

яо^з+а,  =а  к— К«  +  Яо1/д,)  -\-л^У—^(^  —  аоVЕг)        (124) 

8  Ч 


«;Дз  =  е«  +  4Н«  =  -^^^~^»^'^^'--"^'^'"~''-  (125) 


представляющ1Я  корни  кубическаго  уравнен1я: 

йоХ^  +  ЪйхХ^  +  За^х  +  «3  =  0  (126) 

то  увидимъ,  что  он'Ь  вообще  неудобны  къ  числовымъ  приложешямъ,  бу- 
дучи осложнены  радикалами,  но  представляютъ  полное  алгебраическое  рЪ- 
шен1е  кубическаго  уравнен1я.  КромЬ  упомянутыхъ  неудобствъ  формулы 
(124)  представляются  всЬ  три  въ  мнимыхъ  формахъ  въ  томъ  случа'Ь,  ко- 
гда пргизначная  Аз  будетъ  величина  отрицательная;  между  гЬмъ  изв']^стно, 
что  кубическое  уравнен1е  им'Ьетъ  хотя  одинъ  Д']^йствительный  корень. 
Чтобы  призначная: 

а2Дз  =  (?*  +  4ЯЗ  (127) 

была  величина  отрицательная,  необходимо  во  первыхъ,  чтобы  П  была  ве- 
личина отрицательная,  т.  е.  необходимы  услов1я: 

Ж  О     и     а^<  —  41Р  (128) 
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При  этихъ  услов1лхъ  вс'Ь  три  корня  (124)  имЬютъ  мнимую  форму.  Въ  са- 
момъ  д'Ьл'Ь,  если  Дз  есть  величина  отрицательная,  то  —  Дз  будетъ  ве- 
личина пололсительнал,  следовательно  выра/кеи1л: 

У'^Ш+По^А,)'     и     /— 1((г— ^1о1  Да)  (12^3) 

могутъ  быть  написаны  въ  <|)орм'Ь: 

V  —  2{(г  4- ((оИ  -А,)     и     ]/  —  1{а  —  а^Ц--  д,)  ( 1 30) 

откуда  видно,   что  всЬ  три  выражен1я  (124)  им'Ьютъ  мнимую  форму. 

Такь   какъ   всякой   функ1ии   отъ  составнаго  количества  молено  дать 
всегда  форму  составнаго  же  количества,  то  можемъ  положить: 

(131) 

3  __  _ л,   Уд 


гд'к  н  И  V  ДОЛЖНЫ  быть  величины  дЬйствительныя,  которыя  изъ  этихъ 
уравнений  надобно  определить. 

Сд-Ьлавъ  такое  положен1е,  легко  показать,  что  въ  ;)томъ  случа'1»  ку- 
бическое у])авиен1е  имЬетъ  всЬ  три  корня  д'Ьйствительные. 

Для  этого  сложнмъ  уравнен1я  (131),  иотомъ  сложимъ  ихъ,  умноживъ 
первое  на  а,  а  второе  на  а*-,  и  наконецъ  сложимъ,  умноживъ  первое  на 
а^,  а  второе  на  а,  то  найдемь  иослЬ  Н'1>сколькихъ  преобразован1й: 

как7»  видно  вс'Ь  три  величины  дКйствительныл. 
Такъ  какъ  складывая  (131)  находимъ: 

то  изъ  этого  заключаемъ,  что  и  есть  ко1)ень  даннаго  кубическаго  уравне- 
и1л  (126),  а  елЬдовательно  его  опред'Ьлен1е  требуетъ  р'Ьшен1я  того  же  урав- 
нен1я  съ  т-Ьмъ  же  характеромъ.  Вотъ  почему  этотъ  случай  названъ  былъ 
нснртодимымь  (са8и8  {ггесШсНЫНя). 
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Это  МОЖНО  показать  еще  слЪдующимъ  образомъ  и  в1г]^стЬ  съ  ткжъ 
найдемъ  кубическое  уравнетае  определяющее  у  съ  тЬмъ  же  самынъ  ха- 
рактеромъ.  Для  этого  возвысимъ  въ  кубъ  уравненхе  (131): 

Р^^На+^^^^^К)='^^^^  (134) 


получимъ: 


1^      I       ш/ — л-      и'  +  Зи^*  —  3«*у2  —  V** 
1бг  — 4аогК— Аз  =  — ' о 


(135) 


сравнивая  дЬйствительныя  и  мнимыя  части,  найдемъ 


м»  —  Зш^  +  46?  =  О     ,     ЗЛ  —  уЗ  +  4ао  Т^-Аз  =  О  (136) 

таковы  уравнен1Я  изъ  которыхъ  опред'Ьляются  м  и  V.  Изъ  уравнен1Й  (131) 
легко  найти  простую  зависимость  между  и  и  V,  съ  помощью  которой  можно 
изъ  этихъ  уравнен1Й  исключить  и  или  V  и  найти  уравнен1я  опред']Ьляю- 
Щ1Я  V  или  и. 

Для  этого  перемножимъ  уравнен1я  (131),  что  даетъ: 

!^^г1-  =  ^/^(^з—а^Аз)==V^.-ш^  =-н 

4 

откуда: 

н2  +  у2  =  — 4Я  (137) 

Если  съ  помощью  этого  уравнен1я  исключимъ  у^  изъ  перваго  уравнешя 
(136),  то  найдемъ: 

и^+ЗПи  +  а  =  0  (138) 

т.  е.  данное  уравненге,  какъ  уже  выше  заметили.  Если  же  съ  помощью 
уравнен1я  (137)  исключимъ  и  изъ  втораго  уравнен1я  (136),  то  найдемъ 
уравнеше: 

у8  +  ЗЯу  +  аоУ'— 7^  =  О  (139) 

которое  имЪетъ  тотъ  же  характеръ  что  и  данное  или  (138). 

Въ  самомъ  д^л'Ь,  оно  отличается  отъ  (138)  только  посл'Ьднимъ  чле- 
номъ,  сл'Ьдовательно  его  р'Ьшен1е  получится,  замещая  въ  р1^шен1И  урав- 
нен1я  (138)  6г  выражешемъ  аоУ^^  а  такое  зам^щенхе  преобразуетъ  вы- 
ражен1е: 

|/^Га^=»/^2^4Я8 
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ВЪ 

откуда  видно,  что  всЬ  три  корня  уравнен1я  (13!))  представляются  также 
ВЪ  мнимой  форм-Ь,  какъ  и  дапнаго  уравнения.  СлЬдовательно  такимъ  сио- 
еобомъ  опредЬлить  количества  и  и  V  невозможно. 

Неприводимый  случай  —  сайня  хггесИк'ИЫИй  былъ  впервые  намЬчепъ 
итал1анскимъ  математикомъ  Ка1)даномъ  (Сап1апо  1501  — 1570)  и  изслЬдо- 
ванъ  его  современникомъ  Бомбелли  (ВошЬеШ). 

§  253.  Хотя,  какъ  мы  выпю  вид'Ьли,  вычислить  корни  кубическаго  урав- 
нен1я,  въ  томъ  случа'Ь,  когда  при;шачпая  Дз  естгз  величина  отрицательная, 
указаннымъ  выше  снособомъ,  нев();^можио,  но  есть  косвенный  способъ  съ 
помощью  котораго  можно  вычислить  вс'Ь  три  корня  кубическаго  уравнен1я, 
если  ВС'Ь  они  соизмеримы  или  но  крайней  мЬрЬ  одинъ  изъ  нихъ.  Утотъ 
способъ  принадлежитъ  Вейхгольду  (Он1(1о  \Уе1с11йоЫ). 

Въ  !5  '-^50  мы  вид'Ьли  что  корни  кубическаго  уравнен1я: 

а^^х^  +  'да^х-  +  ЫоХ  +  ^^з  =  ^  (]^) 

выражаются  чрезъ  />,  3/,  ^^,  ЪТх  формулами  (1 15),  (117  и  118),  (121  и  122). 

« 

Функц1и  же  Л,  3/,  7>, ,  М\  такого  свойства,  что  мы  имЬемъ: 


211.'-      '      ■    — '  '  -у,, 


о 


сл'Ьдовательно,  так1Я  комбина1ии  ;>тихь  <(>ункц1й  выражаются  въ  функцзяхъ 
коэфиц1ентовъ  кубическаго  уравнен]я,  рагиопальныхъ  или  радикальпыхъ 
перваго  порядка  и  2-й  степени.  Изъ  предыдуп1,ихъ  выражен1и  функфя  Ь 
можетъ  быть  опредЬл(М1а,  какъ  обп1.1й  иаибольш1Й  дЬлитель  въ  произве- 
ден1яхъ. 

1М     и      7.Л/, 

• 

а  функция  М,  как'ь  обпий  иаибольпп'й  д1>литель  въ  лроизв(V1,ен^яxъ: 

и!     и      Л,  Л/ 

Такимъ  же  точно  образом ъ  Л,  и  ЛД  могуть  бьггь  опредЬлепы  изъ  произве- 
ден1Й: 


-'Ь 
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Опред'Ьливъ  такимъ  образомъ  Ь,  М^  Ьх,  Мх^  съ  помощью  вышеуказаиныхъ 
выражен1й  для  корней  уравнен1я  (А;),  найдемъ  эти  корни. 

Пояснимъ  сказанное  примерами: 

Ирим^ьръ  10.  Пусть  данное  уравнеше  будетъ: 

ж»— 16д;2  +  73л;  — 90  =  0 
вД'Ьсь  мы  им^Ьемъ: 

1  16  73  ал  - 

Съ  этими  значен1ями  коэфищентовъ  легко  найти: 


I  '    .-  г:^  Я=  — 37     ,     Дз  =  — ^- 


^■.-Л^)^^^-Ъ'Ч-^  ^"^  л  (28)2 


7  ".  • 


откуда  видно,  что  уравнеше  представляетъ  савив  1гге(1ис(;1Ы118.  Точно  так- 

3. '}  V' , Ос , , «е  .найдемъ: 

^^'./гг^*'  ~^        1М  =  37    '      ,  Х,Ж1  =  1009  • 

, ,  ^^   -^„^^     ХЛГ,  =—  179  +  42]/—^  .  ,  11М=  —  179—  42  1/^  . 

')         1,Ч-Ж»  =  110  •    ,  ^?  +  М?  =  50654  • 

^8  =  55 +  1261/^  *   ,  Ж8=  55  —  126  |/^  - 

Х?  =  25327  — 11340»/^  •,  Л^?  =  25327  +  1 1340 /^  - 


I         ■ 


:'"1.Ч^'^'^^'^'^ 


•1 
1. 


разыщемъ  общаго  наибольшаго  делителя  между: 


.-  ^^^г 


ХЛГ=37     и     ХЖ1=  — 179  +  42»/— 3 

дл4  этого  раздЬлимъ  — 179 +  42 К — 3  на  37,  это  д4лен1е   даетъ  частное 

'  — 5+}/— 3  и  остатокъ  6+5У^^З=  1^—3  (5—2/^3);  отбрасывая  мно- 

^^  жителя  V — 3,  который  не  есть  общ1й  д-Ьлитель  чиселъ  37  и  — 179  +42к  — 3 

—  \  и  разделяя  37  на  5 — 2^ — 3  найдемъ  безъ  остатка  5+2к — 3,   сл-Ьдова- 
^-^  тельно: 

- ''',!'"  \  37  =  (5— 2»/^)(5+2^=3) 

I     и 


■] 


— 179-}-42у/-3  =  (б— 2»/-ЗХ— 31— 4>^-3)  =  (— 5-|-2»/-3)(31+4>^-3) 


'.    Г).'  •      '  ■• 
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Т.  е.: 

чтопы  определить  ;шакп  миожителей,  падооно  сравнить  кубы  колитествъ: 
Г)— 2/—:^     ,     — П+1?/— 3     ,     Г)+2>/— 3     ,     —Г)— 2^—3 


съ  кув'^ами: 


/,^  =  г,г^  1-  12Г,»/— 3       ,      71/^  =  Г)Г)  —  12Г,»/— 3 
что  дас^'п»: 

^=  — 5  +  2/— з'      ,       Л/  =  — Г)  — 2}/— з' 

Ц  =  Я1  —  4  1/  —3        ,       3/,  =  31  +  4  /^] 

Вставлял  :)ти  лначен1'я  въ  формулы  (115),  (117  и   118),  (121   и   122),  пай 
демъ: 

Нрпл^ъръ  ^.  Пусть  еще  будетт^  дапо  уравнеи1е: 

105г«  — 244^2+  188.ъ'— 48  ^^  8 


зд'Ьсь: 


244  188 

^0=105     ,     (1^  = ,      (12=    ~-       ,      г/з  =  — 48 

:)ти  зиачеп1я  даютъ: 

_  -250  +  .^У'-З  г  лг  -  -^^''  -  ^  ^---^ 

ОпредЬлнмъ  ^  как'ь  общаго  наибольшаго  дЬлителя  выражеп!)!: 

31()  ...       — 250  +  8]/— 3 

или: 


2 
1 05' 


•'"       "       (т05-)^-''^  +  2»^--^^ 
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Разд-Ьлля  —64  +  21^—3  на  79,  найдемъ  остатокъ  15  +  21^ — 3;  разде- 
ляя 79  на  этотъ  остатокъ,  найдемъ  остатокъ  — 2( — 2+5)^ — з);  разд'Ьляя 
предъидущШ  остатокъ  15  4-21^ — 3  на  — 2  4- 5}/ — 3,  получимъ  въостат- 
к-Ь  нуль.  Следовательно  — 2  +  5)^ — 3  есть  искомый  общШ  наиболъш1Й 
д-Ьлитель.   Откуда: 

79  =  (  —  2  +  5  1/^)  (  —  2  —  5 1/^)  =  {2—Ы/^){2  +5}^^) 
—  64  +  21^^=(— 2+51^^)(2+41/^)  =  (2— 51^^)(— 2— 4»/^) 


следовательно: 


2 


Х  =  (-2  +  5»/-з)-у^     или     х=(2-51/-з)-у^ 

Чтобы  решить  какое  изъ  этихъ  двухъ  выражешй  принять  за  Ь,  должно 
кубы  нхъ  сравнить  съ  Х^,  вычисленнымъ  прямо: 

д_  —3536  +  24»/^ 
^  ~  105» 

Но: 


Ь^  = 


_|2(-2  +  5>/-з)1 


105 
следовательно: 


3536  — 24}/— 3 


105 


ГлЗ 


Х  =  (2  — 5»/^) 


105 


откуда: 


М={2  +  5}/—^) 


105 


и 


2^  =  (_2  +  4»/-з)-^     ,     Мг={-2-^1/-з) 


105      '         '       "  '         '  105 

Подставляя  эти  значешя  въ  формулы  (115),  (117  и  118),  (121  и  122), 
найдемъ: 

4  2  6 

^1-5-     1     ^2  =  3"     '     ^  =  У 

Таковъ  пр1емъ  для  вычислешя  корней  кубическаго  уравнен1я,  когда  оно 
представляетъ  савиз  1Гге(1исМЬ1118;  остается  показать,  какъ  въ  этомъ  слу- 
чае выразить  корни  съ  помощью  тригонометрическихъ  функщй. 
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§  254.   Если  кубическое  уравнеп1е: 


представляетъ  са.^И!^  1гге(111сиЫ11.ч,  т.  (\  когда  мы  имЬемъ: 


(140) 


П<  О     и     ^/^  +  41Р  =  г/^  Дз  <  О 
то  его  корни  представляются    въ  слЬдув)1цемъ  вид!.: 


3 


я 


^-А.)  +  «•'  у' 


Хз  = 


'Л 


Жл  =  а   V  — 


(а  —  <1о>\   -А? 


(Г;  — «о/1-Аз)  (141) 


Если  положи  мъ: 


то 


—  1{Ст'\-(1^,1У  —  Аз)  =  р(("08  Ш  +  /  МП  О)) 
!>{(г~(1(,1]/ Дя)  =  р(1'08(0  —  /К1П  и) 


откуда: 


сл-^довательпо: 


^.2=!(^-2-«2Д,)=.— 7/ 


г>  =  (-ну 


3 


Складывая  и  вычитая  уравнеи1Я  (142),  пайдем7>: 


[^  соя  (О  = 


= О        ,        рк11И0  =  Г/,)!/  — Д; 


сл'Ьдовательпо: 


г; 


сон  0)  =  — 


/ 


.4111  (О  =  — 


V  —Л 


г/»/— Дз 
1/—1Р 


откуда: 


^1.^  0)  = 


«оУ^  — Дз 


такимъ  образомъ  уголъ  о)  будетъ  оиредЬлет». 
Замечая  теперь,  что  (§  15): 


о  / 

]/—'Л(г-\-((,^1\   -Дз)  =  рМС08  ^  +/ЯП   ^' 


(142) 


3 


V 


ы 


О) 


1((г  —  г/о'  I '- д.)  =  Р Ч  <^<>«  ^  —  ' '"^'^  3 


АЛГЕБРАИЧ.    АНАЛИЗЪ. 
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Разд'Ьлля  — 64 +  2  к" — 3  на  79,  найдеиъ  остатокъ  15  +  2»^ — 3;  разде- 
ляя 79  на  этоть  остатокъ,  найденъ  остатокъ  — 2( — 2+5к — з);  Разд'Ьлля 
предъидуи^Ш  остатокъ  15 -|- 2^ — 3  на  — 2  4-5]/ — 3,  нолучинъ  въостат- 
кк  нуль.  Сл'Ьдовательно  — 2-\-Ьу — 3  есть  искомый  общ1Й  наибол1>ш1Й 
д^Ьлитель.   Откуда: 

-и  +  2V^^  —  (—'^+^■^V-■^)(■^+^V~я)~^:2-^,V^^)(-2-^V^^з) 

следовательно: 


Чтобы  р^Ьшить  какое  иэъ  итихъ  дкухъ  вн1>ажвн1Й  принять  аа  Ь,  должно 
кубы  ихъ  сравнить  съ  I?,  нычисленныиъ  прлмо: 


-3530  +  24»/— 3 


»=иМЬ5»/-:з)1 


105 


ЗГ.ЗГ.  — 24У— 3 

1053 


Х,  =  (_2  +  4|/-:0-г^ 


|(|-. 


Л/,  = 


Подставляя    эти   значешя    иъ  формулы   (115),, 
набдеиъ: 


Таковъ  пр1емъ  для  вычиснч!!»  кориеЯ^*'' 
представляегь  савиз  1гге(1ис1|1)|||н;   пщ 
чаЬ  выразить  корни  съ  ионоии>ю 
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■:  ■2й4.    Рлми  ку-икчсскоо  у[к1[1ПРП|1*: 
пргдгтамж-п.  |.а,чн  П1Т'11Л;ПЬ1П>.  т.  с  кигда  чи   им!, '•>!!.: 
т(»  е\и  Кпрн»  1Г1>^'11  г.шллтт!,)!    иъ  1м1,1ут|Ц|'МЪ  пил!.: 

Если  и'1Л0Ж1ГЧъ: 


- 

;|'- 

\'- 

-и-.    =Р1Г., 

-  (и  - 

-  .  .|п 

и. 

то 

- 

. ''/ 

-,, . 

V- 

-^,1  =  :-"■■. 

-(и  - 

-  ;  -|], 

0  1 

откуда: 

■,:  = 

,,, 

'-»^_,,'^- 

-я 

сл^дпватрльпч: 

=  1-11<' 

Складынан  и  1 

,:гш- 

■'■  : 

.;,1„Я. 

и;;, 

-  \  \1к    К.!/!.!' 

.»,,: 

,-., 

^^' 

.     5 -,.,.,,= 

(/- 

/.; 

следовательно: 

е1лм 

- 

/-, 

,       МП  »  = 

^ 

/.: 

^^ 

1 

II- 

1Г 

В 

I 
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И  что: 

27С  ,    .  .    21С            5            21С       .  .    2и: 
а  =  С08 -  -|- г 81П -—     ,     а*  =  С08-г г8Ш  — 

о  о  об 

найдеыъ  для  корней  кубическаго  уравнен1л  сл^Ьдующ1Я  выражешя: 

аг,  =  2(— Я)'со8а)     ,    л:2  =  2(— Я)'со8(-^]     ,    !с^  =  2{-Н)'сов(^~^\ 

изъ  которыхъ  видно,  что  всЪ  три  корня   кубическаго   уравнешя,  въ  томъ 
случай,  когда  А8<0,  будутъ  дМствительнне. 

Съ  помощью  предвдущихъ  формул  ь  решить  сл11дующ1я  задачи: 

Прым^ьръ  1.  Найти  внражен1е  для: 

въ  коэфиц1ентахъ  кубическаго  уравнен1я. 

Отвкьтъ: 

27 
Ь^Ьх  +  М^Мх  = 3  (^?^  —  2^о«5  +  «о«1  «з) 

1Тргш9ьръ  2,  Найти  выраясен1е: 

ЬЦ  +  ММ] 
въ  коэфиц1ентахъ  уравнен1Я. 


Отвчьть: 


27 
XX?  +  ММ\  =  -  3  (ао^гОз  —  2а?  Оз  +  а^^а^  а\) 


Примп>ръ  3.    Найти  выраженхе  для: 

Ь^1х—М^Мх 
въ  коэфиц1ентахъ  уравнен1я. 


Отв$ьтъ. 


27 ах    , 


«о 

Примгьръ  4.    Найти  выражен1е  для: 

Ь1]  —  ММ] 

въ  коэфиц1ентахъ  уравнен1я. 
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Отвыпъ, 


1Ц-МЗЦ  =  -;2'  КАз 


о 


Соображаясь  со  всТ.мъ  предыдущимъ,   легко  ианти  слЬдуюи^^!  выраженхл: 

Ирилиьръ  5.  Найти  услов1е,  при  которомъ  корни  кубическаго  у1)авпе- 
111Л  составллютъ  ариомогическую  прогресс1ю? 

Ири.юьрь  0.  Найти  услов1о,  при  которомъ  корни  кубическаго  уравне- 
н1л  составллютъ  геометрическую  п1юпорц1ю. 

Опш9ьть. 

§  255.  Вычислить  по  способу  Иейхгольда  корни    слЪдующихъ    урав- 
нен1Й  3-й  степени. 


Ирим^ъръ  1. 


•^   +140-""    14'" +  140=' 


Отвить: 


Прилиьрь  2* 


_       И  __  13  __  3 

•1  /  О 


55  3^5        '     77 


Отв)ьты 


3  3»/7  +  1/38  3^'^  7  —  ^^38 

Примщгь  Л*. 

.1='  —  {»  +  /5  )  х^  +  ( 1 !)  -  к  *' »^ "' )  -^^  —  7  ('2  -Ь  /.',)=  О 
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§  256.   Число  нешмгьнныхь  и  соизмпнныхъ  кубической  формы.  Въ  §  53 
видно,  что  кубическая  форма: 

ОоХ^  +  301^^  +  Зс^х  +  Оз  (143) 

подстановлешемъ  ;ег  =  а^х  -{-  а^  преобразовывается  въ  форму: 

^8+ЗД^  +  С^  (144) 

сл-Ьдовательно,  если  х^  ^2^  ^з  суть  корни  первой  формы  (143),  а  ^п^з,  ^з 
— корни  второй  (144),  то  им4емъ: 

1^1  =5  ОоОГ'х  +  0^1     ,     х^2  =  ^^  "Ь  Л|     »    ^3  =  ^о^г  +  (^\  (145) 

откуда  вообще: 

^»  —  Иг  =  ао  (хк  —  Хг)  (1 46) 

Пусть  ^(я?! ,  уа ,  Хз)  будетъ  ц'Ьлая  ращональная,  однородная,  симметрическая 
функц1я  разностей  корней  ^-го  порядка,  то  будемъ  им'Ьть: 

аХ?(л?ь  л?2  э  л:з)  =  Р(ао ,  «ь  «2  ,  «з)  (147) 

но  легко  вид^Ьть,  что: 

гд'Ь  вторая  часть  есть  ц'Ьлая  однородная  симметрическая  функщя  корней 
формы  (144),  сл'Ьдовательно  можетъ  быть  выражена  въ  ея  коэфиц1ентахъ 
Ы  и  Сг,  т.  е.  будемъ  им*ть: 

Р(ао.аиа2,аг)  =  ^оШ,  а)  (148) 

Если  данная  симметрическая  функц1я  будетъ  четнаго  порядка,  то  Сг  въ 
функщю  (148)  должно  входить  въ  четной  степени,  такъ  какъ  Н  есть 
функщя  коэфиц1ентовъ  четной  степени.  Если  же  данная  симметрическая 
функщя  будетъ  нечетнаго  порядка,  то  О  въ  функщи  (148)  должно  вхо- 
дить какъ  множитель,  такъ  какъ  Н  четной  степени,  следовательно  функ- 
Ц1Я  (148)  будетъ  им^ть  формы: 

ОРоШ,а)    или    Ро(Н,а)  (149) 

О  въ  функщи  2^о(Д6г)  входитъ  въ  четной  степени.  Если  О  входить  въ 
четной  степени,  то  его  можно  исключить  съ  помощью  тождества: 

(?2  +  4Я»  =  ао-Л8  (150) 
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Сл'Ьдовательно  функщи  (14!>)  сд-Ьлаютсл: 

(гГоШ.агЛ,)     и     ^;(//;.(^Дз)  (151) 

откуда  будемъ  им'Ьть: 

(С{^{А ,  ^2^  л^)  =  ('1\А11  <^:Л-6> 
или: 

(/:/^(.г1 ,  .г..  ./'з)  =  1\и.  г/;-;  д  з) 

смотря  ио  тозту  будотъ-ли  функц1я  ъ{^\,х\^,г-^)  нечетнаго  или  четиаго  по- 
рядка. 

Если  функц1я  '>?(/!,  /'2, :?^з)  есть  неизмЬипая  кубической  формы,  то 
функщи: 

(г1\{11  (1:Л;)     или     Г^Щ  а.^  Д  з)  (1  Г)2) 

не  должпы  изменяться  когда  коэ<|)ИЦ1енты  г^),  г/,,  п.^,  п^  ламЬстятся  ихъ 
дополнительными  газ.  (^2^  <'\  ^^)^  *^  -^то  только  тогда  возможно,  когда  въ 
функц1и  (152)  не  будетъ  входить  ни  г/о,  ни  //,  ни  (г,  т.  е.  если  эти  фуик- 
Ц1*и  будутъ  только  функ1ии  отъ  пеизм'Ьнной  Дз.  Откуда  заключаема,  что 
Дз  есть  единственная  неизмЬиная  кубической  (|юрмы,  а  вс],  друг1я  неиз- 
М'Ьнныя  суть  рац10нальныя  <|>ункц1и  1^той  иослЬдией, 

Если  (1)унк1ия: 

^'о'т^ С^1 ,  ^> ,  -^з )  =  ^'^^^о* //,  ^^'! Д 3 )      ИЛИ      а: ъ(^\ ,  х^ .  ./'з^  =  ^'о<  Д  ^'г! Аз ) 

зам'Ьщен1емъ  корней  Г],  Хо,  х^^  выражеп1ями: 

1  1  1 

даетъ  соизм'Ьниун>,  то  :гга  соизмЬипая  будетъ: 

(г,т\{  Я, ,  ^^ ,  Дз)    или    ;<;,(  я^ ,  г, ,  д  з) 

откуда  видимъ,  что  всГ,  соизмЬниыя  суть  (|>уикц1и  соизм'1»нныхъ  /Л  и  (тл, 
следовательно  кубическая  форма  имЬетъ  только  дв1»  соизмГ.нныя,  друп'я 
же  суть  ра1иональныя  (1>уикц1и  :*тихъ  двухъ. 

Примщго  1.  Если  Гз  будетъ  кубическая  форма,  а  (г^  ея  кубическая 
соизм-Ьниая,  то  гессевская  (|юрма  ^1-;^-\-  ^Ох,  гд'Ь  X  и  [л  суть  постоянные, 
имЪетъ  гЬ  же  корни,  как1е  имЪетъ  и  гессевская  Нх  <1>ормы  ^> 
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ТТрим9ьръ  3.   Если  х\^  х\у  х\  суть    корни   кубической    соизм^ниой  ' 
6г,  =  0,  то: 

гд*: 

^{хх  х^х^  =  (р,  {х\  х\х\) 
и 

Примщгь  3,  Даны  двЪ  кубическ1я  формы: 

и=  а^х^  +  За!  ^^  +  ЗогЖ  +  «з     »     ^=  ЬоЖ^  +  ЗЬ]  х^  +  ЗЬ^л?  +  Ьз 

найти  такую  зависимость  между  коэфищентами  этихъ  формъ  и  опред^^лить 
отношеше  Х:[а  такъ,  чтобы  форма: 

была  полный  кубъ? 

Въ  этомъ  случа'Ь  гессевскад  формы  Х^[/'4*|1Т^  должна  тождественно 
уничтожаться  (§  239,  случ.  4),  написавъ  ее  въ  двухъ  ({юрмахъ: 

Х^Ях  +  1[».К»  +  Н^^Ях»  -~  Ха;2  +  Мху  +  Nу^ 
гд*: 

Кх = (аоЬ2+»2Ьо — *^«1  ^1  )д5''^+(«оЬз+»з'>о--с^1 62—0261  )ху+(а1  Ьз+Оз^  — 202^2  V 

им^^емъ: 

Х  =  0     ,    М=0    ,     2У=0 

исключая  Х^,  Х|1,  \к^  изъ  этихъ  уравнен1й   мы   получимъ   искомое   услов1е 
въ  сл'Ьдующей  форм'Ь: 


^обз+Оз^о — 2с11  ^1        «обз+ЛзЬо — «1  Ьг"" Ог^!        а]  Ьз+^з^!  — 202^2 

Ьф2—Ц  Мз ^1^2  6163 Ъ\ 


=  0 
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ГЛАВА    XVII. 
Алгебраическое  р%шен1е  уравнен1й  (продолжеже). 

Р^шен^е  бинвадратнаго   уравнежя. 

§  257.    Уравпо1пе  4-й  степепи: 

а^т^  +  4  а,  .т'^  +  0г/2.г2  +  4^з-'^  +  «4  ==  ^  ( 1 ) 

им1'»етъ,  какъ  ми  вил1к1и  выше  (ч:?  11)1),  двЬ  пеиамЬниыл. 

(2) 
И  дв1',  сонзм'1.ниия  (§  102),  (52)  и  (54): 

Н  и  Сг  какъ  и  всегда  им'1;ютъ  лпачон1л: 

1$ъ  §  54  мы  иашли  следующую  лавнсимость  между  П,  (т,  .7, ,  Л- 

Полагал  ^  =  г/о.г  +  «1   уравпен1е  (I)  преобразуется  въ  следующее: 

^'  +  0///^  -|-  4Г;^  -[-  г/.>/,  —  37/2  =  о  (5) 

Въ  такой  форм'Ь  ми  будемъ  рТлпат!.  биквадратное  уравпен1е. 
§  258.  Спосооъ  1.  Положимъ: 

и  возвысимъ  въ  квадратъ: 

возвышая  еще  разъ,  мы  найдемъ  уравнен1е: 
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сравнивая  это  уравнен1е  съ  (5),  найдемъ: 

^1+^2+^3  =  — ЗЯ  ,   ^2^3+^1^3+^1^2  =  37/2  — ^^^     ,    }/Т^}/Т<,}/Тг= -^  (8) 

откуда  видно,  что  ^^ ,  ^ ,  ^з  суть  корни  кубическаго  уравнен1я: 

^2  +  ЗЖ2  ^  /зЯ2—  ^1^)  ^  —  ^^  =  О  (9) 

но  изъ  тождества  (4)  имЬемъ: 

—  ^2  ^  4ЯЗ  —  а2Яе7,  +  а\1г 

сл-Ьдоватетьно  уравнен1е  (9)  сдЬлается: 

4(^+Я)«  -  а{1,  {Ь^'П)  +  а^^^  =  О 

полагая  ^  +  Я=аог<,  найдемъ: 

4а1и^  —  ^^  аои  +  /а  =  О  (10) 

это  кубическое  уравнен1е  называется  разргьшающимь  уравнен1емъ  биква- 
дратнаго  уравненхя.  Если  пу^  щ^  щ  суть  корни  уравнешя  (10),  то: 

^\=а1щ  —  Я    ,     (2  =  (^1щ  —  Я    ,     ^  =  а2|«з  —  Я  (И) 

следовательно: 

^  =  \^а1щ—Н  +  Уа1щ—Н  +  V  а1щ—Н  (12) 

Каждый  изъ  радикаловъ,  входящихъ  въ  это  выраженхе  им']^етъ  два  зна- 
чен1я,  следовательно  если-бы  эти  радикалы  были  независимы,  то  г  имело- 
бы  восемь  значен1Й,  но  такъ  какъ  (8)  мы  им^емъ: 

УТх^ТУТг^  —  ^  (13) 

то  значен1я  двухъ  радикаловъ  определяютъ  значен1е  третьяго,  поэтому 
выражен1е  (12)  им^Ьотъ  только  четыре  значен1я. 

Исключая  изъ  выражен1я: 

^  =  »^^  +  /^  +  /^ 
трет1Й  радикалъ  съ  помощью  зависимости  (8)  будемъ  им^ть: 

2»/^|/^ 
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выражон1е  которое  имЬотъ  только  четыре  зпачон1л.  Подставляя  вместо  г 
/|   и  ^2  ихъ  :шачен1я,  найдемъ: 

_   _  _ ^' 

а^Ху  +  а,  =  у/  (1:м^  —И  +  У  аЬи—и у^_=:=-  /  -  -_— --т^-       (1Г)) 

полное  алгебраическое  1)'Ьшеи1е  биквадратнаго  уравнен1л  (1),  гдЬ  ?/|,  /л, 
суть  кории  уравпеп1я: 

§  2Г)0.  Съ  иерваго  взгляда  кажется,  что  иоложенге: 

совершенно  ироиивольпое,  но  легко  видЬть,  что  па  такое  11оложеп1е  ука- 
зываетъ  сл'Ьдуюп1,ее  свойство  корней  уравнеи1я  (5).  Если  ,?1,  ^2,  ^^,  ^4 
суть  корни  :)того  уравнен1я,  то  имЪемъ: 

.ч-1-->  +  ^^з+^--|  =  0  (10) 

такъ  какъ  въ  уравиен1И  (5)  недостаетъ  вто|>аго  члена.  И;{ъ  :)Т()го  заклю- 
чаемъ,  что  хотя  фупкгия  и1  +  :2)^,  имЬя  вообн1,е  шесть  ;н1ачен1Й: 

(^^+^2)^    ,    ^^^+■:з)^    ,    (^1+^4)-    .    (^2+^.)^    ^    (^2  Ьм)'    ,    (^.+^4)^ 
по  нри  услов1*и  (1(1)  им'11етъ  ихъ  только  три,  такъ  какъ  имЬемъ: 

и2+^з)'  =  (^1+^4)^  =  4/, 

(^з+м)^  =  (.:'2+^4)-  =  4/,  (17) 

(г,+.^з)2  =  (г,+.-4)^  =  4/з 

откуда  легко  видЬтг»,  что  Х\,  г^у  Ь^  ^а  выражаются  формулой: 

этотъ  способъ  нринадлежитъ  Эйлеру. 

Ирилицп*  1,  Показать  что  для  двухъ  уравнен1й: 

ршф'Ьшающее  кубическое  уравнен1е  будеть  одно  и  тоже. 

АЛГВВРАИЧ.    АНАЛИЛЬ.  Г>*^ 
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Иримтьрь  2.  Найти   разр1^шающее   кубическое   уравнен1е   для  двухъ 
биквадратныхъ  уравнен1Й: 

ж*  —  Ш^  ±  8  V  {1^-\^^+п^—Ытп) .  ж  +  3  (4шп— Р)  =  О 

Отвгыпъ: 

^»  —  Зтп(  —  (ш^+пЗ)  =  О 

Прим^ьръ  3.  Показать  что  восемь  корней  уравнен1л: 

{ X*  —  6/а;2  +  Щтп—Р)  р  =  64  {Р+т^+п^—Зипп)х^ 

даются  формулою: 

Прим1ьрь  4,   Оаред'Ьлить  Л,  ^^,  ^2   въ  функц1И  2,  т,  п,  если  выра- 
жен1е: 

будетъ  корнемъ  уравнен1я: 

0*  +  6Я^2  +  4в^г  +  а2,71  —  ЗЯ2  =  О 

Н=  —  1     ,     ^^  =  ^2тп     ,     /2  =  — 4(т8+п«) 
Прим1ьръ.  5.  Показать,  что  въ  биквадратномъ  уравнен1и: 

т(а: — »)*  —  п(д; — тУ  =  О 


неизм']^нная  ^^  ==  0. 

ТТримпьръ  в.   Написать  выра.жен1е  для  корней  биквадратнаго  уравне- 
шя  (1)  въ  томъ  случа-Ь  когда  «71  =  0  и  ^2=^0. 

Примгьръ  7.   Какое   выраженхе  находится  подъ  послЪднимъ  квадрат- 
нымъ  корнемъ  въ  формул'Ь  дающей  корни  биквадратнаго  уравнен1я? 

Отв1ьтъ, 

27е72  — ^» 

Примгьръ  8.  Показать,  что  коэфицхенты  уравнен1я  въ  квадратахъ  раз- 
ностей корней  уравнен1я: 

могутъ  быть  выражены  въ  функц1и  количествъ  ао^  Н,  ^^  и  ^2'^ 
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Р)ьшеик:  Удаляя  второй  члопъ  изъ  данпаго  уравнеп1я  будемъ  имЬть: 
перемЬплл  знаки  корней,  им-Ьомъ: 

^'о  ''о  "о 

:>то  нрообра;юван1е  но  лзм'Ьняетъ  функц1н    (т^ — .Гз)^,  (Г1 — .Гз)^, ,    по  (т 

изменилось  па  — (г,  а  друг1е  коэфигцонты  остались  безъ  перемЬны,  сл1'»до- 
вательно  О  должно  входить  въ  ко;и|)ип,]епт1а  искомаго  уравнен1я  въ  ква- 
дратахъ  разностей  корней,  только  въ  четной  степени,  а  такъ  какъ  (§  257): 

—  (Р  =  47/2  _  ^2ц^^  _^  ^^2 ^;^  (17') 

то  (г^  МОЖНО  исключить  и  ввесть  только  количества  а^ ,  Н,  ^\,  ^2^ 

Точно  также  можно  показать,  что  всякая  <|)уикц1я  разностей  корней 
л'1,  Х.2,  ог.;^,  х^  можетъ  быть  выражена  въ  функгии  г/о,  И,  'Л,  ^з»  ^^ли  (т 
входитъ  въ  нее  въ  четной  степени. 

§  2П0.  Способъ  2,  Преобразуемъ  биквадратное  уравнеп1е: 

а^х^  -{-  их .гз  +  (ии^"  +  4^/3-*^  ^-  «4  =  О  (18) 

подстаиовлеп1емъ  2=^а^уХ-\-а1   въ: 

г*  -1-  (')Ш'  +  Ш2  +  (К'Гх  —  31Р  =  О  (11)) 

и  положимъ: 

выражен1е  заключаюи1,ес  три  1)адикала.  Возвышая  въ  квадратъ  получимъ: 

и'-'-^/з-^,/з-^^>)  =  2(ЛУ  ^  ]/(^  +  /2|/^1У^З  +  ^У  ^^»^^1  ) 

или; 

(^^^-^2^з-^|/а-^1^2)  =  21//У/У7з(/^  +  1//2-1-  »/^з) 

возвыи1ая  еще  разъ  въ  квадратъ,  найдемь: 
или: 

^*— 2(Уз+^1^3+/1^2)--'-^^1^2^3'^  +  (^2^3-К^З  +  /1^^)^       ^(/г  К-Из)^  ^2^3  =  О 


^ 
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сравнивая  это  уравнеше  съ  (19),  найдемъ: 

откуда  видимъ  что  ^^,  ^2»  ^  суть  корни  кубическаго  уравнешя: 

26?^»  +  (12Я2— аоеТ, )  ^'^  —  &НаЬ  +  &«  =  О  (22) 

полагая  въ  этомъ  уравнен1и: 


1  = 


Н—  а1и  ^ 


оно   сделается,   если   в]|']Ьсто   Сг^  подставимъ  его   выражен1е   въ  функц1Н 

д  ^^  и  ^2  • 

^а^и^  —  а^^x  и  +  ^а  =  О  (23) 

разрешающее  кубическое  уравнеше  уже  полученное  выше.  Легко  видеть, 
что  выражен1е: 

»^  ^У^  +  У1^УТ^  +  УТ^Уь,  (24) 

при  всЬхъ  значен1яхъ  радикаловъ  имЪетъ  только  четыре  значен1я,  и  по- 
этому можетъ  представлять  корни  биквадратнаго  уравнен1я.  Въ  самоиъ 
дЪл'Ь,  мы  им'Ьемъ: 

^VТ,  +  }П^  +  VТ^У  =  ^,+^^  +  (^  +  2{VкVТ^  +  V^~^V1г  +  VТ2^^  (25) 

откуда  видимъ,  что  выражеше  (25)  им'Ьетъ  столько  значенШ,  сколько  ихъ 
им-Ьегь  выражен1е: 

а  это  выражеше,  очевидно,  имЪегь  ихъ  четыре. 

Если  XI,  Хз,  Ха,  Х4  суть  корни  биквадратнаго  уравнешя  (1),  а  )?,,  е^, 
«а,  е^  корни  преобразованнаго  (2),  то  и]гЬемъ: 


Й!  =  аож,  4- о,  =     УТзУТа  —  V'^^V~^з  -  УТ^^% 

«2  =  Я0«9  +  «1  =  — /^»^  ^  +  У'^1/^  —  |^^1/^ 


(26) 
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откуда,  составллл  выражен1л  ^о-^-^г — ^\ — ^4  и  г.^г^ — ^1^4  >  пайдемъ: 

тъ   ^)тихъ    и    иодобныхъ    имъ    формулъ,    соображаясь    съ    зависимостью 
(т==  —  2/,/2^31  найдемъ  /1,  /.,,  /з  въ  фу11кц1н  корней  х^,  ого,  .г'з,  х.^, 

.г.гз  — д;1Г4         ,  8Гг 


•^2  +  -^'а  —  ^^1  —  ^4  ^'"о  ( -Ч  -\-^Ц—0С1  — Я'4  )^ 

^ 

^г'з  +  .^*1  —  '^2  —  ^4  ^^"  (-''З-Г^-!  —■^2— ^'4  ^^ 

_  Г,  .Го  ~~  .Г3.Г4  ,  _  8(7 

^\  +  -П»  —  •'^З  —  ^4  (^о (А  -Ь^2— -^3— -^4) ^ 

Лзъ  выражен1й  (20),  пайдемъ: 

ао(.^2— .^•з)  =  — '^/^(»/^— 1/^з)     ,     (ф'1—1',)=  —  '^^11(^и+\^Т,) 
откуда: 

((^(гз— X, )  [х—х^  =  4^,(/з— /I )  =  4(  Р—  П)  (28) 

^/;(Х1— ^ЗН^^'З— ^ч)  =  4/3(^1—^2)  =  Ц(^—П) 


гд-Ь: 


р=/2^з  ,  ^  =  у^  ,  д=/,^, 


Выражеш'л  (27)  представляютъ  фупкц1И  корней  биквадратнаго  уравнены!, 
которыя  п{)и  всевозможныхъ  перем'Ь1цен1яхъ  корней  .Г|,  х^,  Гз,  х^  нмЬютъ 
только  три  ра:5личныя  ;шачеп1я.  Въ  силу  :»того  свойства  ||>унк1ий  (27)  би- 
квадратное уравнен1е  сводится  па  рЪшен1е  кубическаго. 

Прнлиьръ  1,  Показать  при  помоии!  уравнен1й: 

4 
что: 

—  аи>  =  Л  { {2Р—д—Ц)  (2^  -Р-1{)  {■2Е—1'-ф } 
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Цримп^ръ  2.  Выразить  величины: 


«^1        .-      «'з 


и 


2 


«2  а1 


въ  фунЕщи  выражен1Й: 

(Х2—Х^){Х1—Х^)      ,       («3— а?, )  (Жз— а^з)       ,      (Х1—Х2){Х^-'Х^) 

и  показать,  что: 
а1(х^—х^)\х^—х,У(х,—Х2)\х,—х^)\х2-х,)\х^—х^У  =  256(е7^?— 27с7|) 

Прим1ьръ  3.  Показать,  что  если  ^1,  ^21  ^  составляютъ  гармоническую 
прогресс1ю,  то  и  корни  а?!,  Х2^  х^,  х^  также  составляютъ  гармоническую 
прогресс1ю,  и  обратно? 

§  261.  Способь  3.  Методъ  этотъ  данъ  былъ  итальянскимъ  математи- 
комъ  Людовикомъ  Феррари  (Ьи(1оУ1СО  Геггаг!,  1522 — 1565). 

Пусть  данное  биквадратное  уравнен1е  будетъ: 

аоД;*  +  ^«1  ж'  +  базл?^  +  ^а^х  +  «4  =  О  (29) 

умножая  это  уравнен1е  на  ао  и  сравнивая  съ: 

(«0^2  +  2а,  л?  +  я^  +  2аоО*  —  (2ня:  -{^V)^  =  0  (30) 

найдемъ: 

м^  =  а?— аоа2+^2^   »   м«;  =  а1а2~ао«8~1"2аоа1^  ,  г;^  =  (а2-{-2аоО^— сю^з     (31) 
исключая  Ф1  и  г;  изъ  этихъ  уравнан1й,  найдемъ: 

4а»^«  — ао^1*^-^2  =  0  (32) 

полученное  уже  выше  разр']Ьп1ающее  кубическое  уравнен1е. 

Изъ  этого  уравнен1я  найдемъ  три  значен1я  для  и  1\,  1^,  Ч  съ  тремя 
соответствующими  величинами  м^,  иь,  !;^,  такимъ  образомъ,  вс4  коэфиц1ен- 
ты  взятой  формы  (30)  биквадратнаго  уравнен1я  будутъ  опред'&лены  и  при 
томъ  тремя  различными  способами;  при  этомъ  каждому  значешю  и  соот- 
вЪтствуетъ  только  одно  значен1е  «;,  такъ  какъ  им^кемъ: 

ию ^=^а\а2  —  аоОз  4"  2аоа| I  (33) 

Сл'Ьдовательно,  форма  (30)  разлагается  на  два  квадратные  множителя: 

а^'^  +  2(а1 — и)х  +  «2  4"  2«о^  — !;  =  О 

(35) 
а^х^  +  2(а|  +  и)х  +  ^  +  2ао^  +  г;  =  О 
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Если  соотн'Ьтстиенпо  этимъ  трем7э  парамъ   квад[)а1пыхъ  множителей  возь- 
ырмъ  пары  корней: 

ТО  будемъ  им'Ьть: 


,  2((и—щ)  ,  ^(г/,— г/о)  ,  2(^1— ?<з) 

Г1о  По  <^а 

Г/ о  ^'о  "О 


(37) 


гд*: 

щ=\/(1к  —  Г[     ,     ,г,  =  1/г(,^2-"^7     ,     ,,3  =  »^'^'1^з^Я         (38) 

Вычитая  иаъ  первыхъ  уравнен1Й  (37)  вторыя,  найдемъ: 


Г^О  «О  ^'о 


И  такъ  какъ: 


то  им'Ьемъ: 


•'^1  +  ^1  -Г  •ЛЗ  +'^4  =  —     - 

^0 


^^'0^1  +  ^^1  ==  —  Щ  +  ^'2  +  Щ 

(цх.у  -\-  Ох    =    Их  —  и2  +  п^ 

^0-^-3  +  ^1     =     Щ  +  Щ—(^г 
^ОП  +  ^1  =     -  «1  —  Щ  —  ?'3 


(40) 


Знаки  радикаловъ  ?(,,  п^.п^,  обусловлены   неявно  порядкомъ  въ  которомь 
были  выбраны  пары  корней  (3(3).  Это  услов1е  выражается  уравнен1емъ: 

(5-4  +  ^3— Д^1— •'^2)С''3  +  Л^1— ^2— ^'4)(^1— ^2— ^3— ?Ч)  =  ^>4  —-3  — 

или  (§  145,  пр.  9): 

а 

Исключая  съ  помощью  этого  уравнен1Я  радикалъ  щ  будемъ  имЪть  простую 
формулу: 
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которая  представляетъ  всЬ  корни  уравнен1я  (29),  если  будемъ  давать, 
входящимъ  въ  нее  радикаламъ  щ,  щ  ихъ  двойныя  »начен1я.  —  Эта  фор- 
мула была  уже  получена  выше  (способъ  1). 

Изъ  т'Ьхъ  же  квадратпыхъ  множителей  (35)  будемъ  имЪть: 
аа  +  2До^1  — VI        02  +  2^0^2— У2        ^^        Оа  +  ^До^— ^а 

Ло  ^0  ^0 

(42) 
а2+2ао^1  +  У1  _а2  +  2^^^2+V2       ^^  _Я2  +  2ао^  +  ^з 

д.  д.    =  -  —  ,     д:2а^4  —  ~  1     ^З^А  —  ~ 

•    *  «О  ^0  «О 

складывав!  попарно,  найдемъ: 

^3^1  +  ^2^4  =  2  3_±_2?о^  (43) 

«о 

,        о  ^2  +  2яо^з 


откуда  видимъ  что  функц1я: 

Х1Х2-^Х^Х4  (44) 

при    всевозможныхъ   перем'Ьш;ен1яхъ  корней  ГГ),  :Г2,  г^,  ггг4  им^^етъ  пк?дыго 
трк  зиачен1я. 

Прим1ьрь  1.   Составить   уравнеше  коего   корнями  были-бы  три  зна- 
чешя: 

^2^8  Ч"  ^1  ^4       »       ^д1^\  "Ь  ^2^А       5       Д?1  а?2  Ч"  ^8^4 

функщй  корней  биквадратнаго  уравнен1я  (29). 

Означая  эти  значен1я  чрезъ  О^  Ог*  ^з  вообще  будемъ  им^^ть  (43): 


ао 
откуда: 

.  __    ОрО  —  2а2 
4ао 

подставляя  это  зпачеше   (   въ  разр-^^шающее  кубическое   уравнен1е  (32), 
котораго  три  значен1я  I  суть  корни,  найдемъ  искомое  уравнен1е: 

(«0^—202)^  —  4е71(аов— 2а2)  +  ХбеТа  —  О  (46) 
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Ирнмярь  ;?.  Выразить  корпи  ра:]р'1;шающаго  куоическаго  уравнения 
(82)  въ  фуикц1*и  корней  биквадратнаго  уравпоп1я. 

Подставлял  вь  выражен!^!  (43): 

.г^.Гз4-.>'*|.'''4  =  4^1  +       "    ^   .^.г'^1+''"2Г4 -=4Л,    1-  ,    х^:1'2Л-:нх^-=А1.;^]г      " 

((()  (1а  (1о 

вмьсто       "    его  :шачето: 

'2а 2  ^  .г,  Го    1^  .г,  ^:^   \-  г,  .г^  +  и^Г:^  4  .'^2-'*4  +  •^з'^4 
По  3 

пайдемъ: 

1 2/1  =  20,  —  О,  —  О,  =  (г,-,;  )  {т,—т,)  —  (г,  —.г.)  (г,-т,) 

12/,  --  202  —  Оз  —  О,  =  (г,— .г.)  (.Гз— .т^)  —  (.г,-.Гз)  (г,  —т,)  (4(0 

1 2/з  =  20з  -  О,  —  О,  =  (.г,— .гз)  (.г,  — Г4)  —  (х,-х, )  (г,—х,) 

Прпмгьръ  Н.  Если  два  корня  разрЬшающаго  куоическаго  уравнения 
мнимые,  то  два  корня  в'ь  оиквадратиомъ  уравнеи1и  оудутъ  д1,йствитель- 
пыо,  а  два  мнимые. 

Дока.штольстю.  Пусть  /|=7>-Ь'7^  ^2''^Р  —  7'\  подставляя  :^ти  вы- 
ражеп1я  въ  фо1)мулы: 


наидемъ: 


Полагая: 


щ  =  У  (1^,-11     ,     н.  =  \/(1:и  —  11 


щ  =  /7^+Ч>/     ,     п.  =  »/р  +7^/ 


будемъ  имЬть: 
откуда: 


щ  +  1^2  =  2  ^^  Р2  _1_  ^^2  ^  С08  ср        ,       ?(1  —  /(2  =  2/  ^^  Р^  +  ^1^^  •  ^^*»  ^ 

Но  вооби1,е  р'Ьн1еп1е  биквадратнаго  уравнен1я  есть: 

АЛГКВРАИЧ.    АНАЛИЛЬ.  [)4 
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гдЪ  щ  И  гц  им^^ютъ  двойные  знаки,  сл'Ьловательно  два  корня  биквадрат- 
наго  уравнен1я,  которые  выражаются  суммою  щ-{-и2,  будутъ  д'Ьйстви1«ль- 
ные,  а  два,  которые  выражаются  разностью  щ — 1^2*  будутъ  мнимые. 

Пргштьръ  4.  Если  корни  биквадратнаго  уравнен1я  будутъ  всЬ  д'Ьй- 
ствительные  или  вс^  мнимые,  то  корни  разр'Ьшающаго  кубическаго  урав- 
нен1я  будутъ  ВС*  действительные. 

Легко  показать,  что  выражен1я: 

будутъ  вс'Ь  д-Ьйствительныя,  а  сл'Ьдовательно,  и  корни  ^1,  ^д,  ^  будутъ 
дМствительные. 

ТГримгьрь  5.  Показать,  что  если  два  корня  биквадратнаго  уравнешя 
действительные,  а  два  мнимые,  то  разрешающее  кубическое  уравнеше 
имЪетъ  мнимые  корни? 

Примгьръ  в.  Составить  уравнен1е,  коего-бы  корни  были  три  значешя 
функщй: 

8(^2^8 ^{^4)  (^2  "Ь  ^3  —  ^1  Я?4^ 

1  (ЖзЛ?1  Х2Т4)  (^3  -}"  '^1  —  ^2  —  ^4) 

я  (^1 Х2 Жз^4)  (•''^1  4"  ^2 ^3 ^4) 

Выше  мы  нашли  (39): 

—      =  Х^-ГХ^ — Д?1  — Х4       ,       =  Х^-\-Х1  — Х2 — Х^      ,      =  Хх  -^^2 — ^3""^4 

"О  с^о  ао 

вычитая  по-парно  уравнен1я  (42),  найдемъ  еще: 

2«^1  2^2  2^8      /.^ч 

^8^2 XI Х^  = I     Х^^Хх а;2^4  ^^ »     Х\Х2 — Д?3^4  ^^^ (.*'/ 

Оц  О'О  о^ 


откуда: 


щг^х  :^  «1  «2  —  ^<Н  "Ь  2аоа| (х  =  —  аоЗх 
ЩV2  =  а!  «2  —  «ос^з  Ч"  2аоа1  <2  =  —  «0^2 

г*8*'8  =  «1  «2 ^0^8  "Ь  2аоа1  ^8  = ^0^2 


или  вообще: 


иV  =в  а)  а2  —  йоО^  +  2аоа1  <  =  —  аоЗ 
исключая  (  изъ  разрЬшающаго  кубическаго  уравненхя  (32),  найдемъ: 

(ар5+а,  02 — ОоОз)^  —  а^^^x  (а?5+а1  о, — аоаз)  —  2а^^^2  =  О  (48) 
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Ирилтрь  7.    Составить  уравне1пе,  коего  корни  были-бы: 

-^'2  +  ^4— А— ^\  '  .^3  +  ^1 —•<'2— -^4  '  А+^2—^'6—'^^\ 

1е1'ко  вид'Ьть,  что  мм  вооби1,е   имТ>емъ: 


2.4 


н-        а\—(ц^а2Л'(^1Ь 


следовательно,  искомое  уравнение  получится  про:»ктивным'ь  прообразова- 
Н1емъ  ра;$рТлнаюп|;аго  кубическаго  уравнен1л.  Предъидуп|.ую  формулу  можно 
написать  въ  (}юрм'Ь: 

съ  помощью  которой  искомое  уравиен1е  будетъ  имЬть  сл'Ьдуюн^уIО  форму: 

20(а^8+щ  )^  +  Оч^\  —  1 21Р)  (ао-^+а^  Г^  —  Су11(г{ао8+а^ )  —  Г;2  =  О 
которое  но  ра:зложеи1И  иолучаетъ  форму: 

2ГгЧ-'^ -[~ (Ло^/4+6гГ;л2 — ^(^{/^^-{-2а^^а^(^^\^-  Ч~ 

§  202.  Спогобь  1.   Способъ  этотъ  припадлежитъ  Декарту.     Въ   :)Томъ 
способЪ  биквадратное  уравнен1е: 

ра;$лагаетсл  на  двухъ  квадратныхъ  множителей: 

а,(x'^-2р,x-\-^,)(x:'^-2р,:^+.^.^  =  о  (50) 

сравнивал  1)ти  двЬ  формы  одного  и  того-;ке  уравнен1л,  найдемъ: 

1  л^^1  I     ^  ^^<^'  I  2^3  ^'4        -,ч 

а^)  а^у  с/о  Оо 

папишемъ  второе  и:гь  :)тихъ  уравнен1Й  въ  формЬ: 

'I' -^>1^>2  =  ^  (71 +</2 -'''')  (52) 

(/о  V  ''о 


и  положимъ: 


((о  ,  /      ,  2аЛ 

Р\Р2  =  4  (  71  +72—  а)^  ^  ^ 


а 


6 
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изъ  перваго  уравнешя  (51),  возвышал  его  въ  квадратъ,  найдемъ: 

«о 


а  изъ  (53): 


Р\Р2  =  — (54) 

а© 


следовательно: 

второе  изъ  уравнешй  (51)  даетъ: 

баг 


«о 


или,  соображаясь  съ  (54): 


ао 
возвышая  въ  квадратъ  и  замечая,  что  (51): 


^0 

найдемъ: 

а  ,     а_  4(а2+2ДоО^— 2ДоД4 

9^1    г  Й  —  12 


«? 


Церемножая  уравнен1Я  (51): 


(55) 


,  2(а2+2ао^) 

9'1  +й  = :: (56) 


д^^2  =  ^  (57) 


(58) 


•^а-*,  —  ^^^      и     ^-и^  —  2(?2+2аоО 

л  Н-1>2  =  —       и      д,  +  ^2  = 

найдемъ: 

^  ^    1 4о1(а2+2ао0  —  гарОз  /.^^ 

если  замЪтимъ,  что: 

Од 

«о 

ТаЕЪ  какъ  мы  ии'Ьеиъ  тождество: 
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ТО  подставлял  сюда  виражеи1л  (СО),  (о!)  и  (57),  найдемъ: 

Чтобы  исключить  неличины  ;>, ,  ;ь,  ^ь  Ъ  плдобпо  только  въ  тождество: 

подставить  выражеи1л  (55),  (58),  ((Ю)  и  ((Я).  '>го  подстановлеп1е  даетъ 
и:ш'Ьстиое  ралр1.п1аю1цое  уравиеи1е: 

4</;1/^-г/о'/1^  +  ^2  =  0  (Г>2) 

Науовемь  его  корни  чреуъ  /1,  /о,  /з-  -^^ь!  имГ»лн  выше: 

гд'Ь  (  надобно  положить  ранпымъ  ^, ,  Л,г  ^з-  ^^•^'ь  уравнен1Й  (0^^)  видимъ, 
что  ^>|   и  2)2,  ц\   и  72  ^*У'^^'  корни  квадратныхъ  уравнен1й: 

ИууР^  —  2аур  +  (^^»— ^^0^)  =  О     ,     а^(г  ~  2{п.-\-2(1^,()  </  +  а.^  =  О       (Г>4) 

Соотв+л'свенно  каждому  и:5ъ  корнем!  ^, ,  Л^,  ^5  иолучимъ  и;п.  ;)тих'ь  уравне- 
н1й  по  три  нары  ;я1ачеп1й  для  р  и  7* 

Онред'Ьливъ  и:п,  уранпеш'й  (04)  пару  :^начеп1М  рх  "  р1^  Ч\  ^*  72^  соотвЬт- 
ствуюни^Х'ь  корню  /, ,  намъ  остается  только  р'];и1ить  уравпен1Я  (50): 

•'*-  +Р\^Л-  (/1  =  0     ,     ./;2  -[-р.^х  +  72  =  О  (ОС) 

чтобы  иолучить  корни  уравнения  (4!)). 

Три  нары  :^начен1Й  для  р  и  7,  очевидно  нроисходятъ  отъ  того,  что 
четыре  корпя  .Г1,  х.>,  .г^,  .г^  можно  комбнниро1шть  но-парно  для  составле- 
П1Я  квадратныхъ  множителей  (00)  тремя  1»азличными  способами: 

сл'Ьдовательно  у1)авнен1я  (0(0  дадутъ  тЬ  же  корни  уравнеи1я  (4!>),  только 
различно  групнированные  ио-парно,  если  будемъ  въ  нихъ  подставлять 
пари  значен1й  р  и  ^  и:уь  (05). 
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Теперь  остаетсл  объяснить  почему  выбранное  выражен1е  для  I: 

приводить  къ  известному  разрешающему  уравнен1Ю  (62).  —  Если  въ  вы- 
ражен1е  (67)  подставимъ  вместо  —  и  р^р^  ихъ  выражен1я: 

во 

ТО  найдемъ,  если  чрезъ  0],  ^2,  Оз  означимъ,  какъ  выше  (пр.  1,  §  261),  вы- 
ражен1я: 

^1  =  Д?2^  "Ь  ^1^4        1       ^  ^^  ^1Л?3  "Ь  Л^^4        »        ^8  =  ^1^  "Ь  ^83*4  (68) 

,    2% О; ^2  л 202 6| бд  201 ^2 ^8 

^'~'         Г2  '    ^-  12  '    ^~  12 

Следовательно  ^^,  ^,  1^  суть  функщи  разностей  количествъ  О1,  Од,  О3,  ко- 
торыя  въ  силу  уравнен1й: 

—  ^2  +  ^3  =  (а?2— Д^з)  (осх—х^) 

—  ^8  +  ^1  =  (^—Х\ )  (Х^—Х^) 

—  ^1  +  ^2  =  (^1— Л?2)  (а-з— Л:4) 

суть  четные  функщи  разностей  корней  Х],  Х2,  х^,  х^,  следовательно  урав- 
нен1е  дающее  I  (58)  не  можетъ  заключать  другихъ  функц1й  воэфищен- 
товъ  ао,  »!,  02,  Оз,  а4,  какъ  только  функщи  ао,  Д  ^^,  ^2^ 

§  263.  Тотъ  же  способъ  можно  приложить  къ  уравнен1ю: 

2^  +  бйгз  +  Ш^г  +  а2«71  —  ЗЯЗ  =  О  (69) 

безъ  второго  члена. 

иоложимъ,  что  оно  разлагается  на  два  квадратные  множителя: 

{|з^+2ре-\'^x )  (а^—2рл+^2)  =  о  (70) 

такъ  какъ  коэфиц1енты  у  ^в^  суть  2р  и  — 2р,  то  по  перемножеши  этихъ 
трехчленовъ  е^  входить  не  будетъ.  Сравнивая  коэфищенты  у  (69)  и  (70), 
котораго  форма  есть: 

^*  +  (21— ^1>*+22)^^  +  2р^^2—^^)^  +  2122  =  О 
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найдемъ: 

71  +  72  —  4;г  =  СЛ     ,     2]>  (7.-71 )  =  4^/     ,     7|  72  =  «о^1  —  •^^^'' 

или: 

2(7 
72  +  71  =  ПЯ-|-  4^/-     ,     72   -  71  =  --     1     7172  =  ^'и*^1  —  ^!^^        С^П 

Я 

откудл  изъ  порвыхъ  диух7>  урапиен1Й  имЬемъ: 

72  =  :>Я+  27>^  +  ^1      ,     71  =  :5Я+  V-  ^^  (72) 

подставляя  эти  выражетия  въ  третье  изъ  уравиеп1й  (71),  пайдемъ: 

4;>''  +  1 2Нр'  +  1 2  (я2  —  ''^'^Л  7^2  —  Г;2  =  О  (73) 

полагая  пакопецъ: 

а1(  =р^  +  я=  I  (гу,  +72-^Л/)  (74) 

и  раид'Ьляя  на  а1,  найдемъ  иавЬстное  разр^шаюи1,ее  кубическое  уравнен1*е: 

Аа^^^  —  ^о'Л  ^  +  е72  =  О  (7Г>) 

Если  корпи  уравиеп1л  (75)  будутъ  /|,  ^^  ^з  ^  то;)^,,  }^\.р\   будутъ  корни 
уравнеп1я  (73),  следовательно: 

откуда: 

7^17^2  ^>з  =  =^  .^ 

положимъ: 

;>|;>2^^з  =  +  2*^  С^^) 

Подставимъ  теперь  въ  уравнен1я: 

^2+^7^1^  +  71  =  ^  "  ^2—27^,^+72=0 

вм'Ьсто  71   и  72  ихъ  :значен1л  (72),  то  будемъ  имЬть: 

^2  +  2;>,  г  +  ЗЯ+  27>2  —  ^'     ,     ^2  __  2у>^  ^  +  :зЯ+  2р:  +  у  =  О 
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но: 

ЗЯ=  — 2>?  — р5=л;2     ,     а    (}  =  2р1Р2р^ 

подставляя  эти  выражен1'я  въ  предъиду1Ц1я  уравнен1я,  найдемъ: 

;ег2  —  2р,  г—у\-р\—р\  +  21?2  +  21>21^з  =  О 
откуда: 

опред'Ьляя  хг,  найдемъ: 


откуда: 


^1  =  — 1?1+1>2 +1>з  =  — 1>1 +1>2 — 


гд4  вообще: 


^2  =  —Р\—Рг  — Н  =  —Р\—Р%  + 


^8=      Л+Р2— 1>з=      ^'|  +  1^  + 

^4=    1>^+^>2+^'8=    Р1— 1>2  — 


^,  =  »/а2^  — я 


2р,|?2 

а 

21>11>2 

2Р1Л 

21>|1)2 


формулы,  полученныя  уже  выше.  Сл'Ьдовательно: 


(1{^ 


-\'а,=  ]/а%  —  Н'\-]/<12'-Н'\' 


гд^V  радикалы  должны  получить  по  два  значен1я. 

§  264.  Опособъ  5.  Этотъ  способъ  состоитъ  въ  преобразованхи  биквад- 
ратнаго  уравнен1я  въ  взаимную  форму  (§  55).  Для  этого  въ  уравнен1и: 

аож*  +  4а1  х^  +  боаЖ»  +  4:а^х  +  а4  =  О  (78) 

положимъ: 

х^1су  +  8  (79) 

въ  силу  чего  данное  уравнен1е  д'Ьлается: 

«о*  V  +  4  Пх  1сУ  +  6  ГТзЛУ  +  4  ГзЛу  +  ГГ4  =  О  (80) 
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гд'Ь: 

(81) 

Если  уравнен1е  (80)  будетъ  влаимпое,  то  будемъ  им'1;ть  два  услов]'л: 

а,к'=ТГ,       и       /:Ч^  =  Г^  (82) 

иаъ  которыхъ  псключа}!  А,  будемъ  имЬть  для  оиредЬлен1л  .ч^  у1)авнен1л: 

<и.Г1—ПТи  =  0  (83) 

Такъ  какъ  и;гь  втораго  уравпоп]'л  (82)  мы  нмЬемъ: 

7  .>       ^Л        ''о-'^^'Ь •^>^'1  •*»'^ 4~  З^ГлЧ-1-^/о 

/.•^=  ,;    =  -,  ^    -  (84) 

то  каждому  зпачеш'ю  .<?  соотвЪтствуетъ  два  ;;начеп1я  к  равиыхъ,  но  съ  про- 
тивными знаками.  Если  уравиеи1е  (83)  нреобразуемъ  под(:таповлен1лми: 

а^и,=  Щ-^ШГ,-{-(г     ,     а1Г^=Г^^()ШП+иЩ+а11,-Ш'     (85) 

то  оно  сд'Ьлаетсл: 

2(7?7?4-(гг;^,/,  — 12У/^)ГГг— Г,Гг7/?.л— ^^'-  =  0  (80) 

это  кубическое  уравпегпе  опредЬляетъ  111  =  ао'^-^а^,  и  если  положимъ: 

то  найдемъ  ра:зр'Ьпта10И1,ее  уравнеп1е: 

4(4^■'  —  по^,^  +  ^2  =  о  (зт) 

Весьма   важно    заметить,    что    кубическое    у1)авнен1е  (80)  отличается    отъ 
уравнеи1л  (22,  §  200)  только  тЬмъ,  что  корни  его  имЪютъ  противные  знаки. 

Онред'Ьлимъ  теперь  к  и  .ч  въ  функции  корней  Х[,  .Г2,  х-^,  х^  даннаго 
биквадратпаго  уравнены.  Такг.  какъ  уравнен1е  (80),  нолученное  нреобра- 
:юван1смъ  X  =  /гу+.ч,  есть  взаимное,  то  его  корни  суть: 

1  1 

У\      »     ^>     >  '     " 

*  У\  2/2 

АЛГЕБРАНЧ.    АНАЛПЗЪ.  \)Ъ 
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следовательно,  им'Ьенъ: 

Ух  У% 


откуда: 


(а?! — «)  {Х^ — 5)  =  {Х2 — 5)  (^8 — 5)  =  к^ 


или: 


5  = ^2Д^а— Д^1а^4  (38) 

^2   Г  ^3 ^\ ^4 

_  р  _  (а?з — Х\ )  {ч—^\)  (Д^1 — ^)  (Д^з— Д^4)  /ддч 

{х^-^-х^ — Хх  —х^^ 

Эти  выражен1я  ^  и  А;  даютъ  замечательное  геометрическое  значеше  этимъ 
величинамъ.  Пусть  ОА^  ОВ,  ОС,  ОВ  будутъ  разстояшя  четырехъ  точекъ 
Л,  Б,  (7,  I)  на  одной  прямой  лиши  отъ  точки  О,  принятой  за  начало,  и 
пусть  эти  четыре  разстоян1я  суть  корни  лг|,  х^,  х^,  х^  уравнен1я: 

аоХ^  +  4^1  х^  +  6а2Х^  +  ^а^х  +  «4  =  ^ 

Пусть  ©1 ,  Ой ,  Оз  суть  центры,  а  /; ,  /1 ',  /^ ,  /"г',  ^з ,  /з'  суть  фокусы 
трехъ  инволюц1онныхъ  системъ,  опредЪляемыхъ  тремя  парами  квадратныхъ 
уравнен1й: 

(х — Х2)  (х — х^)  =  о  ,  (л:— а?! )  (х—х^)  =  О 
(х—х^)  {Х—Х1 )  =  О  ,  (х—Х2)  (х—х^)  =  О 
(х — Хх )  (х—Х2)  =  о       ,       (х—х^)  {х— Ж4)  =  о 

Следовательно  будемъ  им^ть  уравнен1я: 

0хВ.0^С=0хА.0хВ  =  0х(\    ,     и   т.  д. 
которыя  будучи  преобразованы  и  сравнены  съ  уравнешями: 

(Л?2~-5)(^3 — 8)  =  {Хх — 8){Х^ — 5)  =  А^      и      т.    д. 

показываютъ,  что  ООь  ОО2,  00^  суть  разстояшя  трехъ  инволющонныхъ 
центровъ  отъ  начала  О.  Итакъ  какъ  0/1  *  =  й^,  то  к  имеетъ  шесть  зна- 
чен1й,  коихъ  геометричесшя  значен1я  суть  разстоянхя: 

О,/;  ,  0|/;'     ;     О/а  ,  ОзА'     ;    ОзГз  ,  О/з' 

гд*  01/1+01/1'  =  о  и  т.  д.,  такъ  какъ  эти  разстояшя  откладываются  въ 
противоположныхъ  наиравлен1яхъ. 
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Мы  можемъ  только  изъ  гоомет1)ическихъ  соображев1Й  найти  положе- 
Н1е  центровъ  и  фокусовъ  ипволюц1й  въ  фуикщи  корней  Х1,  з-о,  л^з,  ос^,  и 
такимъ  образомъ  подтвердить  найденный  выше  результатъ  сл'Ьдующимъ 
образомъ. 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  такъ  какъ: 

суть  гармоническ1я  системы 'О^  то  им'Ьемъ: 


и  если  X  представляетъ  разстоянге  /1  и  (х    отъ  начала  О,  то  имЬемъ: 


X  —  Х2       X — Х^       X — а?!        X — х^ 

р-Ьшая  это  уравнен1е,  найдемъ: 

^    (х^^х^^—х^  х^  ±1/—  {х^—хх )  (Уо— .Г4)  {хх  —х<^  (3^3—^4) 

но: 
следовательно: 


[1рнм7Ь2п.  Преобразовать  кубическое  уравнен1е: 

ОоХ^  +  За^х^  +  3^/2^  +  «3  =  ^ 

въ  форму  взаимпаго  уравнен1л? 

Положимъ  X  =  Ьу  +  ^*? ;  уравнепге  преобразуется  въ  следующее: 

а,кЬ/  +  3  иО^у"  +  3  Щсу  +  ^^  =  О 
чтобы  это  урав11еи1е  было  взаимнымъ,  необходимо  имЬть: 

откуда,  исключая  кх  найдемъ: 


*)  См.  Аналитическая  Геометрхя,  стр.  101). 
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д^лая  зд']Ьсь  преобразоваше,  полагая  а^з  4~  ^1  =  ^ь  найдемъ: 
Легко  видеть,  что  значен1я  5  суть: 


Л^2  +  ^8  —  За?!       '        Хг-\гХ1  —  2X2       '       ^1  +  ^ ^^ 

Геометрическое  значенхе  этого  случая  есть  следующее:  если  Л\  В,  С  бу- 
дутъ  точки  взятыя  на  прямой  такъ  что  Л'  есть  точка  сопряженно  гармо- 
ническая точк*  Л  относительно  точекъ  Ви  С;  В  есть  сопряженно-гармо- 
ническая точк-Ь  В  относительно  С  ш  Л,  я  С  есть  сопряженно-гармони- 
ческая точкЪ  С  относительно  ^.  и  Б,  то  будемъ  им'Ьть  слЪдующ1я  значе- 
Н1Я  для  8  ж  к: 

О  А  +  0^'         ,        О  А  —  О  А 
^  =  —2 '    *  = 2 

§  265.  Способ  6.  Способъ  этотъ  принадлежитъ  Лагранжу;  онъ  осно- 
ванъ  на  томъ  свойстве,  что  существуютъ  функщи  четырехъ  буквъ  или 
четырехъ  корней  биквадратнаго  уравнешя,  который,  при  всевозможныхъ 
перемЪщен1яхъ  четырехъ  буквъ,  имЪютъ  только  три  различныя  значешя. 
Таковы  функц1и,  входящ1я  въ  составъ  корней  разр'Ьшающаго  кубическаго 
уравнен1я: 

(Х1+Х2—Х^—Х4)^      ,      Х^Х^+Х^Х       ,  ^^^~^*^ ,      И   Т.    Д.      (90) 

5^2  "Г  ^  —  ^2  —  ^8 

Возьмемъ  первую  изъ  этихъ  функц1й  въ  форм%: 
гд-Ь  а  =  — 1.  Три  значен1я  этой  функщи  будутъ: 

_     (Х2'ГХ^—Х1—Х^У 

их. ^ 

^  =  ^М:?1-?2Т1?4)^  (92) 

4* 

_     (Хх  '{■Х2—Х^—Х^)^ 
^  —  ^2 

и  такъ  какъ: 

(Д^+лГз— л^1  —х^У  =  ^х]  +  2Ьх—  20а  —  2% 

2(гг,— а:^)2=з2д:2_2в^  =  2в9  — 2вз  =  — 48^    (см.  §  145,  пр.  7). 
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гд*  (§  261): 
то  найдемъ: 


^^ 

20,- 

-«2- 

12 

-9з 

я 

«0 

/Го 

— 

20, 

-0,- 
12 

-О:. 

7/ 

»3 

— 

29;, 

-0,- 
12 

-во 

и 

а1 

сл'Ьдовательпо: 


По 


и 


откуда: 


2(20,— Оз— 0,)(20з— О,— Оз)  = 

=  —  ;не?+о-'+оь  ОоОз— в,Оз— 0,0,)  =  -  И  (О,— Оз)^ 

2(0,-взЯ=   2*/' 
,  ,  иР       1  ^^,       -.2       31Г-       /, 

»,»3  +  «3«1  +  Щ  "2  =  ^  -  .,0  2  *  ^  ~   ^^     ^  "«г  "~  ^О^ 


Но  также  имЬемъ: 


«1  "2"3 


(!)3) 


откуда  уравнеше  коего  корни  суть  г*,,  м,,  «з  есть: 

подставляя  вм^Ьсто  (Р  его  :шачен1е  (17'),  найдемъ: 

4  {и1п^и?  -  «^/,(«;»+Я)  +  (^^^.  =  О 
полагая  «,-|/е  -\-  П^  а^  пайд(\мъ  разрЬшающес,  уже  известное,  уравнен1е: 

^а^^'^  —  ао^^(  +  ^2  =  0  (94) 
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Пусть  корни  ЭТОГО  уравнен1я  будуть:  ^1,  ^,  ^;  изъ  уравнешя 

опред'Ьлимъ  три  значенхя  ^1,  из,  из,  которыя  послужатъ  для  опред'Ьлетя 
корней  Хх^  я^з,  х^у  х^. — Въ  самомъ  д'кгЬ,  изъ  уравненхй  (92)  им^мъ: 

— л?1+гг2-Ьг8— л?4  =  41^и1  ,  Х1—Х2-\'Х^—х^=^Уг12  ,  Хх-^-х^—х^—х^^^^Ущ 
присовокупляя  къ  этимъ  уравнешямъ  еще  уравнен1я: 

4^1 


^1  ~Ь  ^  Ч"  ^8  "Ь  ^4  = 


ао 


найдемъ: 


(95) 


аохх  +  ах    ^_у-^^-^^- 

«О 
«О 

Изъ  предъидущихъ  значешй  радикаловъ  Унх ,  Ущ ,  1^  им'Ьвмъ   урав- 
неше: 


/и11/и2/из  = 


2а? 


которое  опред'Ьляетъ  одинъ  изъ  радикаловъ  въ  функщи  двухъ  другихъ. 

§  266.  Для  р^шен1я  биквадратнаго  уравнен1я  можетъ  служить  также 
уравнен1е  (45): 

(аов— 2аа)3  —  471(аоО— 202)  +16/2  =  0 
или: 

котораго  корни  суть  три  значешя  функщи  ХхХ2'\'Х^х^: 

6|  =  ОГд^з  +  ХхХ^      ,      О2  =  «8^1  "|~^^4       э      %  =  ХхХ2'^  Х^Х^ 

Возьнемъ  первое  значеше: 
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НО  ПО  свойству  уравнен1Й  имЬемъ: 

сл'Ьдоватсльпо  Хот-^,  г,.Г4  суть  корни  квадратпаго  уравиен1я: 

/2  — 0,.-  +  -*^  =  О 
Пусть  ^1   и  ^2  суть  корни  ЭТОГО  уравненЬг,  то: 


По  им^емъ: 


•^2*^3  ^\        1       ^1^4  —  *^2 


.Г_,ГзС/'1+^4)  -[-(•П>  +  -^з)^1-'^4  =  —  ^ 


сл'Ьдовательно: 


^ 


I  ('^1  +^'4^  +  ^2  (.^2  +  ^3)  =  —  — 

(^^ 


присовокуплял  къ  этому  уравпешю,  уравнен1е: 


Х\     I     ^2  +  .''3  +  П  =  —  - 

"О 


опред'1'.лимъ  и^^ъ  нихъ: 


г/о  (^2—^1)  Оо{^1—А1) 

им4я  числовыя  значен1я: 

^1  +  ^4  =  ^'1        1       ^^'1^4  ==  ^1        »       '^2  +  ^3  =  ^'2       1       ^2^3  =  ^2 

составимъ  пару  квадратныхъ  уравнен! и  коихъ  корни  суть  .г,  и  ог^,  хо  и  .тз. 
§  2Г)7.    Скажемъ   несколько   словъ    о  функц1яхъ  составленныхъ  изъ 
^1,  02,  ^^з: 

0^  ==  ХоХ:^  +  ^-Р^^Ч       ,       ^2  =  -^З-^!  +  ^2^'4        ,       ^3  =  .Г1.Г2  +  Х^Х^  (Об) 

такъ  какъ  функц1и  Ь,  М  (§  240,  30)  составлены  изъ  х^,  х^.х^  и  а,  а?,  о?. 
Мы  эти  функд1и  также  означимъ  чрезъ  Ь  и  М,  именно: 

Ь  =  (д'2^3+^1^4)  +  а  С^з^1  +^2-^4)  +  «^ (3:1.^2+^3^^4) 

(1)7) 

Ъ1  =  {х.^х^-\-Х1Х^)  +  а^(^з^1  +^2^4^  +  «  (а-1^Г2+Хзд;4) 
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Если  ^1,  ^,  ^  суть  корни  разр^шающаго  кубическаго  уравнешя: 

Аа^^^  —  ао^^  ^  +  «Тд  =  О  (98) 

то  мы  вид'Ьли  выше  (§  261,  43),  что: 

01  =  4^1  +  ^     ,      в,  =  4<а  +  ^     ,     вз  =  4^  +  ^-  (99) 

«О  ^0  ^0 

сл^Ьдовательно  функщи  Ь  я  М  могутъ  быть  написаны  въ  формЪ: 

эти  функщи  также  важны  въ  теорш  биквадратнаго  уравнешя,  какъ  функ- 
щи 1г  и  Ж*  важны  въ  теор1и  кубическаго  уравнен1л,  такъ  какъ  это  суть 
простЪйш1я  функщи  четырехъ  корней  биквадратнаго  уравненхя,  которыя 
имЪютъ  только  два  значен1я  при  всевозможныхъ  перем'Ьщешяхъ  четырехъ 
корней.  Он'Ь  суть  корни  квадратнаго  уравнен1я,  разрЪшающаго  кубическа- 
го (98),  и  входятъ  въ  составъ  вс']^хъ,  данныхъ  выше,  р']^шешй  биквадрат- 
наго  уравнен1Я. 

Примгьръ  1.  Показать,  что  Ь  ж  М  суть  функц1и  разностей  корней: 
а?1,  гга»  ^81  ^4? 

Зам-Ьчая,  что  14-а  +  «*  =  0  и  изменяя  корни  х^  Д?2>  ^2  у  ^а  на 
^1+Л,  л?2-|-А,  дгз  +  Л,  гг4"1"Л,  мы  увидимъ,  что  функщи  Ь  я  М  ве  из- 
меняются. 

Пргштьръ 2.  Найти  произведен1е  квадратовъ  разностей  корней  Х\,х^, 
х^ ,  х^  въ  функц1и  коэфиц1ентовъ  биквадратнаго  уравнешя,  т.  е.  призначную? 

Изъ  выражешй  Ь  я  М  ъъ  функщи  Ьх^  1^^  1^  ^^  легко  находимъ: 


12^1=    1,+    М     ,         Ь—    М=^(Х2—х^){хх—х^){(1^—а) 

12^  =  а^Хг  +  а  Ж      ,      о?Ь—л  М^{х^~Хх) {^1^—^^) (а^— «)       (101) 

12^8  =  а  Ь  +  а«Ж      ,      а  I,  —  а2Ж  =  (л:1— а^)(л:8— «^4)(а^— «) 

Перемножая  эти  уравнен1я  и  зам']^чая,  что  ^1,  ^,  Ь^  суть  корни  уравнешя 
(98),  найдемъ: 

2.8-1- ЛГ»  =  — 432  4-  (102) 

^^,8_^ц•8  —  _  |/  27  (л?2— Д^8)(л?8— ^1  Х^1  —^г){^\  —х^Хх^—о^^^^—^^     (1^3) 

Возвышая  въ  квадраТъ  три  вторыя  изъ  уравнешй  (101)  и  соображаясь  съ 
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(§  145,  пр.  4),  найдсмъ: 


'Л 


21,Л/=(г.,— тз)%'-,    .Г4)'-  К.-»'.1  -Т1)\х.,-т,)'^-{'(.1\- х.>)-(.Ч    .Г4)-=  24-^2  (104) 


О 


и  такъ  какъ: 

(/.^  —  ]\РУ^ .    (V  +  3/3)2  —  47А1Я 

то,  подставляя  въ  ;)Т0  тождество  пайдонпыя  выражения  (102),  (103)  и  (104), 
найдемъ: 

=  25Г,  (/?— 27/2)  =  25(;  Д4 
гд*: 

есть  при:шачная  «пшвадратиаго  уравпеи^я. 

Иримуъръ  Я.  Иоказатг»,  сравнивая  ро;]ультаты  настоящаго  параграфа 
съ  резул1>татами  §  240,  что  можно  распространить  нхъ  на  биквадратное 
уравиеп1е,  замЬщая  ра:шости: 

прои:1ведеп1ями  разностей: 

(0*2 .Гз)(гГ1 ^-4)       ^       ^-^'З '^\^{^'1 -^Ч^       1       — (*>''1 ОГуМХ'^ .Г4) 

а  1Г  И  О  выражен1ями  — */]   и  К.Х. 

§  2Г)8.  Въ  §  147  мы  рЪшалн  задачу  какъ  составить  уравнен1е,  коего- 
корни  были  бы  квадраты   разностей  корней  .?, ,  ггз,  :г^,.  ..  ,  Хи  уравнен1я: 

[{х)  =  (х—х^)(х—Х2){х—Х2) (Х—Хп)  =  0  (105) 

теперь  р'Ьпшмъ  ту  же  задачу  иначе  и  приложимъ  ее  къ  биквадратному 
уравнен1ю  Подставим ь  въ  уравпеи1е  (105)  вмГ.сто  ./;  величину  х-\-Ху  и  но- 
ложимъ  иосл'Ьдовательно  г=  1,  2,  3,  4,...,;?.  то  найдемъ: 

1\х-\-Х1)=  Х[Х^Х1 — Х2)(Х-\'Х1 .Г3)    ....    (^+'''^1 — -О 

[(Х-{-Х2)  =  х{х-\-Хо Х1)(Х-\-Х2 Г3)    ....    (./•+'^'2—./;,,) 

(100) 

С{х-{-Хп)  =  Х{х-\-Хп Х1){х-^Хи Хо)    ....    (Г+Т,* Хи-1) 

АЛГЕНРАНЧ.    АНАЛП^ГЬ.  5<) 
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а  такъ  какъ: 


ж* 


Г(Хг+х)  =  ГМ + хПхг)  +  ^  Пхг)  + +х«  ( 1 07) 


и  /'(а;,)  =  о,  то  будемъ  ин11ть: 


^  А^г+х)  =  ГЫ  +  1^  Г(«г)  + +  ж»-'  (108) 


о; 


Означимъ  вторую  часть  уравнен1я  чрезъ  Ф(Ху  х^)  и  перемножимъ  уравнен1я 
(106),  то  найдемъ: 

Ф(Х,Х1)Ф{Х,Х2)    ....    Ф{х,Хп)  = 

=  \х^—(х^—Х2)^][х^-(х,—х^)^]  .  .  .  {х^—(х„-.1—ХпУ]  (109) 

Следовательно,  чтобы  составить  уравнен1я  въ  квадратахъ  разностей  кор- 
ней должно  перемножить  п  множителей  Ф{х,х\)^  Ф(ХуХ^у и  подста- 
вить вм1^сто  симметрическихъ  функщй  корней,  входящихъ  въ  произведе- 
Н1е  ихъ  выражешя  въ  коэфицхентахъ  уравненхя.  Полученное  произведен1е 

будетъ  п{п — 1)  степени,  которое  понизится  до  — - — -^  изм-Ьняя  х^  на  х. 

Но  можно  прямо  найти  произведенхе  — - —  множителей  второй  части  урав- 

нешя  (109)  и  подставить  вм']Ьсто  симметрическихъ  функщй  ихъ  выражен1Я 
въ  коэфиц1ентахъ. 

Приложимъ  этотъ  посл'Ьдн1Й  способъ  къ  биквадратному  уравнен1ю: 

аож*  +  4а1  д;^  +  6а2^^^  +  ^а^х  +  а4  =  О  (1 10) 

коего  корни  суть  хх^  х^,  х^,  х^.  Задача  эта  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  вы- 
разить произведете: 

^4^2-^8)"}  У'(^Ъ-^\У}  ^-(^1-^2)^  Ы^1'^4)^}и'{Х2'Х,У}  И^З-Л^4И      (Ш) 

въ  функщй  коэфищентовъ  уравнешя  (ПО). 

Для  этого  сгруппируемъ  шесть  множителей  произведешя  (111)  попар* 
но  такъ,  чтобы  каждая  пара  заключала  всЪ  четыре  корня;  означимъ  про- 
изведен1я  этихъ  паръ  чразъ  П|,  Пз,  Пз  и  выразимъ  произведенхе  каждой 
пары  въ  корняхъ  разрЪшающаго  кубическаго  уравнен1я,  а  зат-Ьмъ  произ- 
ведете П^ПгПз  выразимъ  въ  функщй  сго,  Я,  ^^  и  ^2. 

Возьмемъ: 

П,  =  ^2  -  { (х2-х^У  +  (х,-х,)^]^  +  {^2-^П^1-Т4У 
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Въ  §  265  положено: 

откуда: 

вычитал  и  складывал  послЬдователыю  два  иосл'Ьди1Л  у1)авнеи1л,   найдемъ: 

(г2—г.,У  =  4(1- »;—  Уп, )       ,       (.Г1— .г,)2  =  4(1Л^7+  ^'^'7) 
но: 

П1  =  и—    .      .      ^'2  =  ^2—  ^д     ,      '^3  =  ^3  — ;,. 

"о  "о  "о 

гд'Ь  ^1,  ^2»  ^3  ^7'1'ь  корни  ра^р'Ьшающаго  кубическаго  уравненш  (10)  и  (И), 
сл'11Довательио: 

Но  мы  имЬемъ: 


сл1;ло11атольно: 


II,  =  -^  -1-  (  8/,  +  10  -(  )  г  +  -{^  -  48 и. 


для  удооства  вычислсшй  иоложимъ: 
сл'Ьдоватольпо  будоэ1ъ  им'1'>ть  по  раадЬлеи1и  па  8^: 

персмиожал  и  аам'1ицал  симмотричоск1л  функщи  корпей  ^1,  ^2.  ^з  Функцш- 
ми  ко:)фиц1оптовъ,  разр'Ьпгаюпигго  кубичоскаго  уравпеп1л,  пайдемъ: 
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возстановляя  значен1е  ф  получимъ: 

+  (бР2(г— 7^2— 18РЛ);г2  +  дд(Рд—6В)г  +  4(2»  —  27  Д»  =  О 
или  въ  фунЕЩи  ао,  Н  я  неизм'Ьнныхъ  ^^  ж  ^2: 

а5;гв+48а*1&5^8а2(96Я24-ао^1>*  +  Щ1281Р-{-16а1Ш1—13аи2)^  + 
+  16  (  ЗЗ^НЧг  —  ^а^^^,  —  288аоН^2)е^  +  1152  (  2^1  —  Зао^2)^^г  + 

+  256(е7?  — 27е7|)  =  0 

§  269.  Признаки  свойствъ  корней  биквадратнаго  уравпенгя.  Выражен1е: 

Л4=е7?  — 27/а  (112) 

есть,  кавъ  выше  вид'Ьли  призначиая  биБвадратнаго  уравнешя.  ЗнаЕЪ  при- 
значной  не  можетъ  вполн'Ь  опред^Ьлить  характеръ  корней  биквадратнаго 
уравнен1я,  какъ  въ  кубическомъ  уравнен1и,  но  н'Ькоторыя  заключешя  мож- 
но сд^^лать. 

1.  Если  Л4  будетъ  количество  отрицательное,  то  биквадратное  урав- 
неше  им'Ьетъ  два  д1^йствительные  и  два  мнимые  корня. 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  произведете: 

{х2—Хг)\х^—х^У =  256  ^ 

тогда  только  будетъ  величина  положительная,  когда  всЬ  корни  д-Ьйстви- 
тельные  или  всЬ  мнимые. 

2.  Бели  Л 4  есть  количество  положительное,  то  корни  будутъ  ьс^ 
действительные  или  всЬ  мнимые,  такъкакъ  произведен1е  {х2—х^)\х^—ХхУ... 
будетъ  только  тогда  отрицательнымъ^  когда  уравнен1е  будетъ  им^ть  два 
корня  дМствительные  и  два  мнимые. 

3.  Если  Л4  =  0,  то  уравнеше  имЪетъ  два  равные  корня. 

4.  Если  (7!  =  О  и  е^з^О,  то  уравненхе  имЪетъ  три  равные  корня. 
Это  легко  вид'Ьть  изъ  выражен1й  корней  уравнен1й  въ  функц1И  корней  раз- 
р'Ьшаюш;аго  кубическаго  уравненхя. 

§  270.  Свойства  биквадратныхъ  уравненш  въ  связи  съ  неизлмьнными  и 
сошм^ьнными.  Биквадратная  форма: 

Щ  =  а^x^  4"  Щ^^  +  бозж^  +  Аа^х -|- а^  (ИЗ) 
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им'Ьетъ  дв'Ь  неизменный  7,  н  .Т^  и  двЪ  соизм1шныя  Нх  н  Ох ,  нервал  изъ 
нихъ  4-й,  а  вторая  6-й  степени,  какъ  видно  выше  (§  109).  Такъ  какъ 
квадратные  множители  соизмКнной  (гх  входлтъ  постоянно  въ  изсл1'>дова- 
и{я,  то  мы  займемся  разыскан1емъ  этихъ  множителей  въ  <|)ункц1и  корней 
биквадратной  формы  (ИЗ)  и  ихъ  свойствами. 

Множители  (|)\нк1ии: 

О  =  а:п^  —  На^оло^  +  '^^''  (П  4) 

выраженные  въ  корняхъ   г^,  .Г2,  .Г'^,  ^^^  какъ  видЬли  выше  (55  192)  суть: 

^2  +  ^3  —  .^1  —  .^4        ,       '^3  -+-  ^'1  —  •^'2  —  ^4        1       '<'1  +  -3^2  "  '^'з  —  ^4      (И  5) 

следовательно  множители  сонзмГ»нной  Ох  получаются  иодстановлен1емъ: 

1111 


X       Х^  .Т       Х2  X       3*3  *^'       '^Ч 


(11Г>) 


вм'Ьсто   .Г1,  .Г2,  .Гз,  х^    И  110мно7кеп1емъ    каждаго  множителя    на  чтобы 

избежать  дробей.   Означая  ;)ти  множители  чрезъ  и,  о  и  ?г,  будемъ  имЬть: 

а^^н  =  С' 4  (  :         +    — ,   —  : " 

X      X  <)         X      .^.'з         X      Х^         X      х^ 

а,с  =1г,[  ^      -\-      У 1     -.    I-    ]  (117) 

аоп-  =  ПА  -      -  + 

\Х — .Г1  Х—Х.2         X — и'з  ^ ^4 

Эти  выражен1я  расположенныл   но  степенямъ  .г;-са  будутъ: 

и  =(х2+х.;^—Х1—Х4,)х-—2(х,2Х-^—х^х^)х^-х.>х.^{х^+х^)—Х1Х^{х2+ 

с    =  (^3+-^1— •'^2— •^4)-^*^— -М  ''з'^1— •^.»-^4)'^  +  -^зП  (л;2+-^1)— ''*2'^'4  (У'1 +-^'з)     (1  1^) 

IV  =  (x^  -\~Х2—Х'^—х^)х:^—2(Х1Хо~х.^х^)х-{-Х1Х.  (.Гз+.г, )— .Гзг'4  (•'^1  +^2) 

следовательно: 

32(гх  =  (1Ь(пс  (119) 

Легко  найти  изъ  формулъ  (117): 

V   =  [XI Г4)  (.Г-%Го)  (.Г — .<з)  —  (Го — .г'з)  (X — XI  )  (х — х^) 

(120) 

IV  =•  (Х^-'Х^){Х—Х.2)  {Г—Х-^)   -|-  {Х.,—Х.^)  {х—Ху  )  {х—Х^) 


г«- 

-10» 

«;« 

—  «« 

и»  — 

г;2 

4  С/; 

в,- 

ч 

вз 

-в, 

в,- 

^2 

«0 
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изъ  этихъ  И  подобныхъ  имъ  уравнен1й  будемъ  им^ть: 

(121) 

гл^  ^ь  ^21  ^8  им1^ютъ  значеп1е  (§  226,  (67')),  следовательно: 

(ба— бз)  1*2  +  (63—61)  V^  +  (61—63)  м;2  =  О  (122) 

откуда: 

-(б2-6з)и2  =  иУ07-^бГ  +  ^»/б1-:^)(и;  1/6,-62  -VV^^^) 

Изъ   этого  уравнен1я  видимъ,   что  оба  множителя  второй  части  суть  пол- 
ные квадраты,  поэтому  можно  положить: 

(123) 

и;»/ 61—62    — «;»/б,— бз    =21*2 

откуда  им^емъ: 

м;»/е,-^б2  =«*?+«?    ,    у  [/61—63  =и?— «1    ,    н1/'бз^=^=2и,и2      (124) 

изъ  этихъ  уравнен1Й  заключаемъ,    что  квадратные  множители  щ  г;,  гс  со- 
изм']^нной  6г«  взаимно-гармоничны. 

§  271.    СоизмЪнная   гессенская   Нж  можетъ  быть  выражена  квадрат- 
ными множителями  соизм'Ьнной  Ох» 

Въ  §  192  нашли: 

1(^1  — ^2)'  (х—х^  )2  (х—х^У  =  -  48  Щ  (125) 

соединяя  части  попарно  и  :тм']Ьчая,  что: 

2(0^2— л:з)  (л^1— л^4)  с/"*  =  о 
и 

2  (Хх  — Л^)2  (ж— Д?8)^  (Х—Х^)^  = 
=  2  {  (Х2—Х^)  (Х—Хх  )  (х—4)  +  (^1  —Л?*)  (л;— Д?2)  (Д^— ^^)  }^ 

а  выражен1я  находящ1яся  въ  скобкахъ  суть  и,  г;  и  и;,  сл']^довательно: 

—  48^^  =  и^  +  V^  +  гV^  (126) 

искомое  выражеп1е  функщи  Д^, 


ГЛАВА    ХУП. — АЛГЕПГАИЧГХ'КОЕ    1»Т>ШЕП1К    УГА1ШЕН1Й.  447 

§  272.  Биквадратную  форму  (113)  можно  выразить  квадратными  мно- 
жителями функщи  Сгх. 

Изъ    уравнеп1й    (121)    можно    получить    симметрическое    выр<гжен1С 

(|)ормы  и^. 

Подставляя    въ  эти    уравнеп1л  вм'Ьсто    О1,  0^,  0з    "хъ    выражен1Я    въ 
Фупкд1и  корней  уравнения  (!И)): 

4.ЧЗ  —  ^1  .9  +  ^2  =  ^ 

гд'Ь  .'?=■^'о^  найдолгь: 

<{п''^-п')  =  1С(.Чз  —  . 41)^74  (127) 

^^^(^{^ —  V-)  =  10  (й^,  — л'а)^^ 


11;$ъ  ;>тихъ  уравпен1н,   съ  помощью  выражен1я  Пх  (12С),  найдемь: 

(а^иГ^=  Юи,  Г^  — 7/.) 

(а,,с)^=  1(и.Ч2Г4  — 7/х)  (128) 

Если  иоложимъ: 

г^2=-Д1Х2     ,     г^^Л.Г-     ,     ,г2  =  Лз/^^'  (12!)) 

гд'Ь: 

^1=  -  (01-  0.з)(01     Оз)  ,   Л,=     (0,-0з)(0,-0,)  ,  Лз  =  -  (Оз-0,)(Оз-  0^)  (130) 

Ц'Ьль  этого  преоира;юван1я  замостить  ?г,  г,  п:  квадратными  формами,  ко- 
ихъ  при:шачпыя  были-бы  равны  единиц^,.  Формы  X,  У,  Я  онредГ»ляе- 
мыя  уравнениями  удовлетворяютъ  этой  цЬли.  Иъ  самомъ  дЬлЬ,  если  Л1 
есть  призначная  формы  н,  то  имЬемъ: 

пыражен1е,  которому  можно  дать  фо1)му: 

иГ2+^г)и'\  +.^4)  (^2-^'з  +  ^1  •'^4  )  —  С^'З^'^1  +'^-2'»'4)  (•'■!  '*'2+^3^4'^  —  (•'•2''^3+*^*1  .^'4)^ 

изъ  котораго  легко  найдемъ,  какъ  выше: 

А1=— (^1— ^2)(^1— ^З) 

подобныя  же  выражен1Я  найдемъ  и  для  Дг  и  Дз- 
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Подставляя  выраженхя  (129)  въ  (128),  найдемъ: 

(«1 — 82)  {$1—8^)Х^  =  Нх  —  81 11^ 

{82—Н){82—81)У^  =  Нх  —  82  Г^  (131) 

(53—51)  («3 — «г)^^  =  -Кг  —  «3^4 

изъ  этихъ  уравнен1й  легко  вывесть  сл'Ьл7ЮЩ1я  выражен1я  для  Щ  л  Нх  ^ 
еще  тождество,  связывающе  X,  У,  2": 

—  и^  =  51X2  +  5,  Г2  4-  53-^2  (122) 

0=     Х2+     Г«+    2^ 

гд^  X,  Г,  2  суть  три  взанмно-гармоническ1я  квадратныя  формы,  коихъ 
призначныя  равны  единиц'Ь,  какъ  было  показано  выше. 

Функщя  Ох  можетъ  быть  выражена  въ  функщи  X,  Г,  2  сл^дующимъ 
образомъ: 

Мы  выше  нашли  (§  270,  119): 

Ъ20х  =  а^иую 
и 

иЧ^г€''  =  (Оа— •зЛ^з— в!^^!— ^2)^X2 Г2^2  =  ^(^^г    21Д)Х^У^г^    (133) 

сл^^довательно: 

ах  =  \У7Ь^Ш\.ХТ2  (134) 

§  273.  Способъ  7.    Р-Ьшенхе  биквадратнаго   уравнешя  по  этому  спо- 
собу состоять  въ  сл-Ьдующемъ: 

Изъ  уравнешй  (122): 

—  174  =  51X2  +  525^^  +  53^      ,       Х2  +  Г2  +  ^2=0 

находимъ: 

и,  =  (51— 5а)  Г2  +  (5,  -58)^2 

Ца  =  (52— 5з)^2  +  (52-51  )Х2 
174  =  (5з-5,)Х2+ (53-52)  Г2 

подставляя  въ  эти  уравненхя  выражен1я  Х2,  Г^^  ^^  (131)  и  разлагая 
эти  выражен1я  для  11^  на  множители,  мы  будемъ  им'Ьть  три  способа  р^- 
шен1я  174,  зависящ1е  отъ  рЪшен1я  уравнен1я: 

45«  — /15  +  с7'2  =  0 
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Г'Ьшен1е  биквадратнаго  уравцен1Я  представлено  геометромъ  Келе  иначе, 
въ  симметрической  формЬ,  ^♦то  р'Ьшен1е  можно  легко  получить  изъ  выра- 
жен1й,  данныхъ  вып1е,  для   1\  и  7/х. 

Въ  самомъ  д1»л'Ь,  такъ  какъ: 

есть  полный  квадратъ,  если: 

а  форма: 

есть  нолный  квадратъ.  если  1-^)и'--\-)г  =  0,  X,  У,  /,  суть  взаимно -гар- 
моническ1Я  (|'Ормы,  коихъ  призначныя  равны  едииицЬ.  Г'Ьшен1е  формы 
Г"4  =  ^?  сводится  на  опред1)Лен1е  количествъ  /,  т.  п.  такъ  чтобы  <(юрма 
7Х+тГ+;г/?'  или: 

будучи  полнымъ  квадратомъ,  обращалась  въ  нуль  вм1>ст1'>  еъ  формовз  Г^ 
или  которая-бы  удовлетворяла  уравненгямъ: 

Эти  уравнен1я  вполнЬ  удовлетворяются,  если: 

/  т  п 


сл1цовательно: 

есть  квадратъ  линейнаго  множителя  (|)ормы   1\. 

Если-бы  требовалось  рЬшит!»  биквадратное  уравнен1е: 

то  точно  такимъ  же  обра;юмъ  видно,  что: 

будучи    полнымъ    квадратомъ,    должно    уничтожиться    съ    уничтожен1емъ 

АДГЕБРАНЧ.    АиАЛН;}Ь.  57 
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у.?/^ — ^^«  ИЛИ  ?,  т,  п  должны  быть  такъ  опред-Ьлены,  чтобы  удовлетворить 
7равнен1ямъ: 

Р  +  т2  +  п2  =  0 

эти  уравнен1я  удовлетворяются,  если: 

I  т  п 


следовательно: 

(^2— 5з)/>^— 5Л1^Яс— 5|  11а  +  («8— «1)1^^— «2^/Я:г— ^2  С?'*  + 

+  («1  — «з)  1^^— 5з^  /  Ях—  58  С/* 

есть  квадратъ  линейнаго  множителя  въ  формЪ  хС/^ — 'кНхш 
§  274.  НеизигЬнныя  и  соизм'Ьнныя  формы: 

%Х1^  —  \Нх  (136) 

Съ  помощью  уравнен1Й  (134) 

8,х^  +  8гУ^+8^2;^^  —  и, 

Х«+    У^+    ^2=7=0 
можно    прибавляя ~Г  къ  форм*  (136)  преобразовать  ее  въ  форму: 

^г1xа+^г2Г«+^гз^2 

гд-Ь: 

1г,+Л2  +  Д»  =  0 

Если  это  сделано,  то  будемъ  нм4ть  сл-Ьдующхя  величины  для  Д ,  122 «  ^'^з- 

3^1  =х(251 — 52 53)  4-К25253 — 525] 5152) 

ЗД2  =  4252—53 — 51)  +  ^(25з51  — 5,  52— 525з)  (1 37) 

4  Д,  =  х(25з— 51  — ^г)  +  ^(251 52-^525з — 5з51 ) 

На  основан1и  подобхя  формъ: 

5|Х2  +  52Г2 +  53-^2       И       В,Х^  +  В^Г^  + 1^2^ 
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иайдсмъ  неизм'Ьнпыя  и  соизм1шныя  формы  (136),  замЬщая  просто  51,.У2,  .<?з 
величинами  Т?,,  112,  ^з  «ъ  выражен1яхъ  неизм'Ьгшыхъ  и  соиамЬнныхъ 
формы   Ь\  . — Но  мы  им-Ьемь: 

^1  =  и[(^,-^з)'  +  (^3— ^1)'  +  (^1-^2)']       1       ^о  =  — 4^152^3  (138) 

И  (187): 

^2  —  ^^3  =  (.'^2— ^^з)  (у*— ^•'^1  ) 

Из  —  Л]  =  (лз— *^1 )  {у-—Ь-2 )  (.^'^■)) 

11\  —  Лч  =  (•*>'! — -^2)  ("* — ^-^'з) 

откуда  пайдемъ  слЬдуюиия  пнражсп1Я  для  неинм'Ьпныхъ  формы  (130): 

Т2  Т    Т  Г.  Л  Т2 р 

^.,-> )  =  /./•'  -  у  л  +  ''•/•^  уГ'  -    -\' ,  / '  Хз  (140) 

Полагал  въ  1)тихъ  виражеи1яхъ  х  =  0,  Х  =  — 1  найдемъ  пеиумЬпныл  гес- 
севской  ^I^:  именно: 

Л."='^      ,      Л,„=  ■■*/■,/■-  (.41) 

Если  мы  состанимъ  соизмГлныя  гессенской  Лх,>  и  (г-о^  раар'Ьшающаго  ку- 
бичоскаго  ураипен1я,  сд^лаппаго  однороднымъ  относительно  к  и  X: 

то  найдемъ: 

гТцхП  =  *  ^к ") )  >  «^2(  х). )  =  л  (г  (х). )  (143) 

Чтобы  составить  гессенскую  формы: 

у.1Г,  —  и1с  (144) 

нреобрануемъ: 

подстаповлеп1ями: 

.<Х2  +  .^^  У  +  8\у!'^  ^  + ;  {^,  II.  +  е/о  V,) 
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первое  изъ  этихъ  уравнешй  вытеваетъ  ивъ  уравнешй: 

умноженныхъ  на  5|  Х^,  «2  ^^^  ^г^^л  а  второе  изъ  перваго,  замещая  X*,  У*,  2^ 
выражешями  Зх'Х}^  в^У^^  8^2^. 

Этимъ  способомъ  иы  найдемъ  гессевсвую  формы  (144): 

Я«(4к«  —  ^  хЛ  +  Щи^жк  —  ^з^к'*)  (145) 

которую  можно  написать  въ  фор1г6: 

Тавъ  вакъ  иы  ии^емъ: 

и 

а^  =  \  1/е7?  — 27/?.  ХГ2 

то  заи'Ьщал  5] ,  5д ,  ^з  количествами  Д ,  122  >  ^  >  найдемъ: 

е7?(хХ)  —  27е72(Л)  =  ««(еТ?  —  27е7|)  (147) 

ах{х,х)=аа^  (ив) 

Полагая  въ  (140)  к  =  0,  Х  =  — 1,  найдемъ  гессевсвую  гессевской  Пх: 

—^(^,н»—А^2Ю  (иэ) 

и  соизм^Ьнную  Сгж,  также  гессевской,  которая  будетъ: 

—^2С^ж  (150) 

§  275.    Число  неизмп>нныхь  и  соизм1ьнныхъ  биквадратной  формы.  Би- 
квадратная форма: 

ОоО?*  +  4«1Л^^  +  бого?^  +  4а^х  +  а^  (151) 

подстановлешемъ  ^г  =  аоа?  +  <з^1  преобразуется  въ  форму: 

а^  +  6Д?2  +  4(?;г  +  а^еТ,  —  ЗЯ«  (152) 

Разсуждая,  какъ  выше,  ясно  что  функщя  ц'Ьлая  и  симметрическая  разно- 
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стей  корней  уравпешя  (151)  выражается  рад! опально  въ  ко;я1>ид1ептахъ 
формы  (152): 

<(р(.г, ,  .г,,  гз,  X,)  =  ЛЯ,  а,  ^, )  (153) 

Если  <))упкд1я  ^(:г1,.Г2,.Гз,  .Г4)  будетъ  иечетнаго  порядка,  то  переменяя 
знаки  корней  будемъ  пм'1пъ: 

2а:^(х, ,  .Го,  г,, :/;,)  =  Л Д  ^,  '/1)  —  Л  Д  -(г,  ^^) 

откуда  видимъ,  что  вторая  часть  уничтожается  вмЬстЬ  съ  Сг,  а  слЬдо- 
вательно: 

^'Г/^0^1  .  ^2^  'П.  ^а)  =  ^«^Л  (Я,  Сг,  е/1  ) 

въ  функд1ю  1'\/г  будетъ  входить  уже  въ  четной  степени,  поэтому  исклю- 
чая его  съ  помощью  тождества: 

_  (Г^  =  41Р  _  п^^Ш,  +  а:,1^  (154) 

будемъ  им'Ьть: 

<ср(.Г1 ,  Го,  Га,  6/4)  =  (г1\{ао,  Я,  /, ,  /.)  (1'55) 

иаъ  этого  уравпеп1я  видимъ,  что  (|>ункд1я  ^  нечетной  степени  разностей 
корней  делится  (§  145,  пр.  9)  на: 

оЦго+х.^—х^—х^)  (я'з+Г!— .Гз— Г4)(.Г1-1-г.— .Гз— Т4)  =  '^2(г       (150) 

ра:д'Ьляя  (155)  па  (150),  найдолгь: 

гд'Ь  '«р!  есть  функц1я  четнаго  порядка,  а  1\  дЬлая  рад1ональная. 

Следовательно  (|)ункд1я  ((^^{x^уX2,X'^,x^)  можетъ  быть  выражена  фор- 
мами: 

аР{а^Л,.Т,^^     или     I'{а,,I^^и^2)  (158) 

смотря  по  тому  будетъ-ли  ср  функц1я  нечетнаго  или  четнаго  порядка. 
Теперь  легко  вид1,ть,  что  если  фупкд1'я: 

есть  неизм-Ьпиая,  то  она  не  должна  содержать  ни  а,„  пи  Н,  такъ  какъ 
въ  противномъ  случа'1'»,  она  изменяется  если  а^^,  (ц,  оо,  ^/31  «4  замЬстимъ 
чре:зъ  «41  ^'з»  ^'з?  ^^ь  ^'о-  Функд1Я  же  нечетнаго  порядка: 
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не  можетъ  очевидно  дать  неизм']^нной.  Откуда  видимъ,  что  биквадратная 
форма  им']^етъ  только  двп»  неизм']^нныя  ^\  1л  02ч  я  всЬ  друг1я  суть  рац10- 
нальныя  функщи  этихъ  двухъ. 

Если  функщи: 
даютъ  соизм'Ьнныя,  то  эти  соизи'Ьнныя  будутъ: 

следовательно  суть  функщи  соизм'Ьнныхъ  Их  и  6^*.  Откуда  сл^Ьдуеть,  что 
биквадратная  форма  им'Ьетъ  только  дв'Ь  соизм'Ьнныя  Нх  и  (?«,  а  всЬ  дру- 
Г1Я  суть  ращональныя  функщи  этихъ  двухъ. 

Прим1ьръ  4.  Если  биквадратная  форма  им^^етъ  двойной  множитель, 
показать,  что  и  ея  гессевская  им'Ьетъ  тотъ  же  двойной  множитель,  и 
опред^^нть  зависимость  между  коэфищентами  биквадратной  формы  въ  томъ 
случа!^,  когда  ея  гессевская  тождественна  съ  нею? 

Иримгьръ  5.  Показать  что  соизм']^нная  6г«  биквадратной  формы  ^{х) 
можетъ  быть  написана  въ  форм^: 


^гм 


2 


{Х—Х1  )2 


и  ЧТО,  когда  биквадратная   форма  им'Ьетъ  двойной   множитель,  то  этотъ 
множитель  будетъ  четвертымъ  въ  соизмЪнной  бгх? 

Примгьръ  6.  Найти  величину  опред'Ьлителя: 


Е  = 


^2  Ч"  ^8  —  ^1  ^4       ^2^8 ^1  ^2       ^2^  (^1  "Ь^4) ^1  ^4  (^г^Ь-^з) 

а?8  ~Ь  ^1  ^2 ^4       ^^1  ^^4       ^В^1  (л'2"1"^4) ^2^4  (^4"1'^1 ) 

XI  +  ^2 ^3 ^4       ^1  ^2 ^3^4       ^1  ^2  (^3  4"^4) ^3^4  (^1 4"^2) 


коего  элементы  суть  коэфиц1енты  въ  квадратныхъ  множителяхъ  соизм']^н- 
ной  (т4,«  биквадратной  формы  (§  269). 

Если  эти   элементы  означимъ  чрезъ   а^  &1,  С],  с^,  2)21  ^2    и  т.  д.   и 
обратные  элементы  означимъ  чрезъ  АиВх.Сх,  Л^,  Дз,  С2,  то  будемъ  им^ть: 


^1  д  а 

А2     Дг     С^2 
-4^     5$    Са 


I  — Лс1     2АЪ1     — Лщ 


—Сся     2СЬя     —Са 


8 


'« 
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гд'1'.: 
А  =  (го— ./'а)  (.г,  — Т4)     ,     В  =  (^:^— .Г1 )  (.г.— .Г4)     ,     С  =  (.г',  — Ло)  (.Г;,— гг^) 

сл'Ьдои^пчмык»: 
или: 


Г.^ЛIКV    XVIII. 

РЪшеже  двучлекныхъ  уравнек'ж  и  д'клен^е  окружности. 

§  27Г>.  1)адача — тикать  въ  кругъ  правпльпый  многоуголышкъ  дап- 
наго  числа  оторои7>,  или  что  тоже,  раадЬлить  окружность  на  данное  число 
равныхъ  частей — была  уже  нредметомь  разыскан1Й  древннхъ  геометровъ, 
которые  усп'кли  ее  р'Ьншть  для  пТ.сколькихъ  частныхъ  случаевъ.  Такъ,  у 
Евклида  мы  находимъ  задачи  па  д'1иеи1е  окружности  на  двЬ,  три,  четыре, 
нлть,  шесть,  десять  и  пятнадцать  частей. 

1.  Всяк1й  Д1аметрь  дЬлитъ  окрулшость  но-поламъ. 

2.  Два  нерпендикулярные  Д1аметра  дЬлятъ  окружность  па  четыре 
равныя  части. 

'^.  '5адача — вписать  въ  кругъ  равноугольный  треугольникъ — есть  дЬ- 
леп1е  окружности  на  три  равныя  части, 

4.  Задача — построить  равнобедренный  треугольникъ,  въ  которомъ 
углы  при  осцован1и  были-бы  вдвое  больше  угла  въ  вернппгЬ — есть  д'Ьлен1е 
окружности  па  пять  частей. 

5.  11редложен1е,  что  сторона  нравильнаго  шестиугольника  равна  ра- 
Д1усу  круга,  даетъ  во:зможность  ралдЬлить  ок])ужность  на  шесть  равныхъ 
частей. 

0.  ^?ная  построеи1е  пятиугольника,  легко  строится  десятиугольникъ, 
а  вычитая  иаъ  О-й  части  окружности  ея  10-ю  часть,  найдемъ  15-ю. 

Такь  какъ  нернендикуляръ,  опущенный  и:^ъ  центра  на  сторону  нра- 
вильнаго многоугольника,  делить  дугу,  соответствующую  стороне,  ноно- 
ламъ,  то  олементарнымъ  путемъ  можно  раидЬлить  окружность  на: 

2^     ,     3.2^     ,     5.2^     ,     15.2^ 
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частей.  Это  и  всЬ  случаи,  известные  древнимъ  геометраиъ,  д']^лен1л  окруж- 
ности на  равныя  части. 

Только  спустя  дв4  тысячи  л-Ьтъ  посл'Ь  этого  Гауссъ,  введя  эту  задачу 
въ  область  алгебры,  р']Ьшилъ  ее  вполн'Ь  въ  сочинеши  „(118ёи18Шопе8  апШ- 
теисае*',  изданноиъ  въ  1801  г.  Это  р']Ьшеше  мы  изложимъ  въ  настоящей 
глав'Ё,  основываясь  на  свойствахъ  двучленныхъ  уравнешй,  изложенныхъ 
въ  XIV  глав*. 

§  277.  Такъ  какъ  д'Ьлен1е  окружности  на  четное  число  частей  весьма 
легко,  то  мы  всегда  будемъ  полагать,  что  число  р,  на  которое  требуется 
разд'Ьлить  окружность,  есть  нечетное  и  притомъ  простое. 

Пусть  въ  точкахъ  щ,  02^  -  >  - ,  ар  окружность  разделена  на  р  равныхъ 
частей.  Если  проведемъ  какую-нибудь  хорду,  напр.,  а]  аз,  то  очевидно: 

а1а^==2Ввт —  (1) 

Р 

щЬ  В  есть  рад1усъ  округа,  а  2л  окружность,  коей  радхусъ  есть  единица. 

Сл']Ьдовательно,  задача  сводится  на  опред']Ьлен1е  тригонометрической  функ- 

.    27С  у       ^        %.    ^  X.  2:с     .  ^  21Г 

щи  8Ш  —  или  какой-либо  другой,  напримъръ,  сов  — ,  Ь^  — ,  такъ  какъ  эти 
р  Р  Р 

посл']^дн1я  связаны  съ  первой  ягъЬстЕой  .зависимостью. 
§  278.  Вм']^сто  опред'Ьлен1Я  величинъ: 

.    2л  2л 

8Ш —      >      С08 —  • 

Р  Р 

для  д'Ьлешя  окружности  на  2?  равныхъ  частей,  удобн']^е  опред'Ьлять  выра- 
жен1е  составное: 

2л  ,    .  .   27С  .. 

С08 Ьг  зт  —  (2) 

Р  Р 

и  въ  самомъ  д']Ьл'Ь,  если-бы  мы  нашли,   что: 

2л  ...    2л  ,  ,. 

С08 Н  *  8Ш  —  =  а-\'Ъг 

Р  Р 


то  нмЪли  бы: 


2л  .   2л      , 

С08  —  =  а    ,    8т  —  =  & 

Р  Р 


Опред'Ьлеше  же  составной  величины  (2)  сводится  на  р']^шен1е  двучленнаго 
уравнен1я  сл']Ьдующимъ  образомъ. 
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Какая-бы  дуга  '^   не  была  по  формулЬ  Муавра,  всегда  нмЬемъ: 

(С08  Ср  +  I  ^>Ь1)"  =  С08  У1^  +  /  8111  П^ 

2тс 
откуда,   полагал    '^  =  -  ,    ?/  =^Р^    паидемъ: 

С08  *"      +  /  81*П  =  С08  2К  -[-  /  81п  27Г  =  1 

Р  Р 


сл'1'»довательпо  выражен1е: 


.г  =  С08 (-  /  8т    -  (3) 

7>  Р 


есть  корень  двучленпаго  уравнешя: 

.г-''— 1  =  0  (4) 

Легко  видГ.ть,  что  выражен1я: 

2/С7С      .      .     .       2п1^  у^. 

С08      -     +  /  81П (;)) 

р  р 

пола1'ая  /.=-(),  I.  2,  . . . ,  у>--1,  всЬ  удовлетворяют!!  уравнеш'ю  (4)  и  если 
они  всЬ  разлнчпьг,  то  :»то  и  вс1".  р  ко[)ней  уравнеп1Я  (4). 

Мто  вс'Ь  :и1ачеи1Н  выражения  (5),  полагая  к=0,  1,  2, .  . .  ,  ]^ — 1,  раз- 
личны въ  :»томъ  легко  убедиться. 

Положимъ,  что: 

2А-7Г     ,    .  .     2Н  2Ь'%    ,    .   .     2к% 

С08 \-  (  8111 =  С08     -      "  Ч"  /  8111  -    — 

Р  Р  Р  Р 

к  и  /'</>.  Изъ  этого  равенства  сл'Ьдуетъ: 

2/.'7г  2к'т,  .    2кк         .    21''к 

<Ч)8        -  =  С08        —        ,       81П  =  81П       — 

Р  Р  Р  Р 

откуда: 

2(/>— /с')7Г 

Р 

должно  быть  ЧИСЛО  кратное  отъ  2^,  что  возможно  только  вь  томъ  случа'Ь, 
если  к  —  /.:'  дклится  на  р,  а  :т)  невозможно,  такъ  какъ  по  услов1Ю  к  и 
к' К  р.    И  такъ  ({юрмула: 

2/:7г  ,    .   .    2кк 

X  =  С08    -       +  /  81П 

р  р 

представляетъ  всЬ  корни  уравнен1я  (4). 

АЛГЕСРЛИЧ.    АИАЛНУЪ.  Г)8 
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Легко  вид-Ьть,  что: 

2  тс*  21С*' 

С08 =  С08 

р  р 

если: 

Тс  =  к'(Мр) 

§  279.  Одинъ  изъ  корней  уравнен1я  (4)  есть  единица,  исключая  его, 
найдемъ  уравнен1е: 

^!^  =  а;Р-1  +  ггя-2+...  +Х+1  =-0  (6) 

X — 1 

которое  им'Ьетъ  всЬ  корни  мнимые,  вс1^  они  получатся  и:)ъ  выражен1я  (5), 
полагая  4  =  1,  2, . . . ,  |?— 1. 

Если  въ  этомъ  уравнеши  положимъ: 

^  =  х+—     ,     р— 1  =  2|х 

X 

то  оно  приметь  форму  (§  221,  35): 

е^  +  ^^-^  —  (|х— 1);г1*-2—  ([Л— 2);8г»*-з  + 

1  «^  1 «^ 


Зам'Ьчая,  что  если 


то: 


2кк   ,    .  .    2Ы 

ГГ  =  С08 Ь  г  81П 

Р  Р 


1  2Ьс       .  .     2Апс 

—  =  С08 г  81П 

X  р  р 


будемъ  им'Ьть: 


^е?  =  2  С08 (8) 

Р 


такова  форма  корней  уравяен1я  (7),  какъ  видно,  вс^  они  действительные. 
Давая  числу  к  всЬ  значешя  1,  2,  3,...,р — 1,  получимъ  для  (8)  р  —  1 
значешй,  но  легко  вид'Ьть,  что 

2кк  2(р—к)'К 

С08 =  С08  —  - —  — 

Р  Р 
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сл4довательно  выражен1е  (8)  им'1>етъ  только  \^.  значс111Й.    Полагал: 

'с м,    ^^    о,    •    .    .    )    [X 

будемъ  имЬть  век  [л  корней  уравиен1л  (7). 

>$  280.  Теперь  покажемъ,  что  уравпеп1е: 

яесократимо,  если  р  есть  число  простое  или  какая-пнпудь  степень  про- 
стаго  числа  (§  22()). 

Положимъ,    что  полнпомъ  X   сократимый    п  что  оиъ  разлагается  на 
два  ра1иональныхъ  множителей  съ  целыми  коэфиц1ентами: 

Х=(р(г).ф(.г) 
Полагал  х=\  будемъ  имЬть: 

^)  =  ^(1).ф(1) 

но  такъ  какъ  р  есть  число  простое,  то  одинъ  изъ  множителей,  наприм^ръ 
(р(1)  долженъ  быть  равепъ  :111,  положимъ: 

Но  <})ункц1л  '^(.г),  какъ  множитель  функции  X,  должна  имЬть  съ  уравне- 
и1емъ  (13)  по  крайней  мЬр^  одинъ  обпий  ко[)еиь,  сл'1>доват('Л1,ио  произпе- 
деп1е: 

откуда  уравнен]'е: 

'^(.г)  ср(.г-)  ср(.гМ сри-''--\)  =  о 

удовлетворяется  всЬми  корнями  уравнетпя  (!)),  следовательно  будетъ  де- 
литься на  X  т.  е.: 

гд'Ь  1\х)  есть  цЪлая  рац1ональная  <(»унк1ия  съ  целыми  ко:и|»и1иентами. 
Полагая  въ  ;зтомъ  тождестве  .с=1  и  замечая,  что  первая  его  часть  сде- 
лается {(р(1)}''  ^  =  (-±:1  И'   ^=1,  найдемъ: 

1  =  Г(\).р 

уравнен1е  невозможное,  так'ь  какь  Г{\)  есть  цЬлое  число,  а  р  число 
простое. 
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Точно  также  можно  показать  несократимость  уравнен1я  (9),  если  бы 
число  р  было  степенью  простого  числа  формы  р^. 

Несократимость  уравнен1Я  (9)  была  еще  доказана  Эизенгатейиомъу 
Штаудпюмъ  и  другими,  данное  зд'Ьсь  доказательство  принадлежитъ 
Кронекеру. 

§  281.  Мы  выше  показали,  что  Д'к1еше  окружности  на  р  равныхъ 
частей  (р  есть  число  простое),  сводится  на  р-Ьшеше  уравнешя: 

X  =  жР-^  +  хР-^  +  .  .  .  +Д?  +  1=0  (10) 

и  зная  (§  215),   что  если  а  есть  одинъ  изъ  корней  этого  уравнен1я,  то 
вс4  его  корни  будутъ: 

а  ,  а»  ,  а»  ,  .  .  .  ,  а^-^  (11) 

при  этомъ,  если: 


т  =  т'{Мр) 


то: 


а"*  =  а'"  (11') 


Изъ  теорш  чиселъ  игъЬстяо,  что  если  д  есть  первообразный  корень  про- 
стаго  числа  р^  то  его  степени: 

I  ,9  ,  9^  .  9^  . ,  ^^'  (12) 

сравниваемы  съ  числами: 

1,2,3,...,    р—1 

по  модулю  р;  следовательно  вм-Ьсто  показателей  1,  2,  3,...,|) — 1  въ  ряду 
(11)  можемъ,  соображаясь  съ  (И'),  написать  показателей  (12),  т.е.  корни 
уравненхя  (10)  будутъ: 

а  ,  а^  ,  а^'  ,  (^'  ,  .  .  .  .  ,  а^^^  (13) 

Легко  вид-Ьть,  что  каждый  корень  въ  ряду  (13)  есть  г^-ая  степень  предъ- 
идущаго,  а  первый  есть  ^-ая  степень  посл']^дняго,  т.  е.  каждый  изъ  кор- 
ней есть  ращональная  функц1я  одна  и  таже,  одного,  какого  нибудь,  изъ 
корней. 

Если  этуфункщю  означимъ  чрезъ  у(а),  то  а,  (р(а)(р^),  (р8(а),..,у''-^(а) 
будутъ  всЪ  корни  уравнешя  (10).  Это  та  зависимость,  между  корнями 
двучленнаго  уравнен1я,  въ  силу  которой  они  р']Ьшаются  алгебраически. 
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§  282.  Сложный  числа,  Возьмомъ  какую-нибудь  цктуго  ра1иопальпую 
фуикц1ю  съ  ц'1'.лыми  коэфтцептами  кориой  ураипен!}!  (10),  пусть  эта  функ- 
ц1я  будетъ: 

У  {а,  а  ^  ,   .  .  .  ,  а''   М  (14) 

эту  функц1*ю  можно  написать  въ  (|ю])М'1к 

изъ  которой,  исключал  стеиепи  а  выше  р — 1,  съ  помощью  уравнсмил 
а^'=  1,  можно  дать  форму: 

помножая  уравнеп1е  (10)  на  />о',  въ  которое  предварительно  подставлено  а 
вм'Ьсто  г,  и  вычитал  его  и:зъ  предъцдуп1;ей  фупкщи,  напдемъ: 

зам'Ьп1,ал  наконедъ  показателей  1,  2,  :^,...,7^ — 1  степенями  первообразнаго 
корня  (},  простаго  числа  7^  Функгил  (14)  получитъ  паконецъ  форму,  кото- 
рая называется  нормальною: 


[(а )  =  0,^7.  -\-  а^  оР  -(-  бгоо:''-'  +  (ЬуГ):' '-{-...-[-  а^.-1  ^'''   ""  ( 1  Г)) 

такова  форма  всякой  ц'1,лой  1)ац1опальнои  (|»ункц1и  корне!!  уравиен1я  (10). 

Если    въ  эту  функтию   подставим  ь  послГ.довательно  вс!>  ко])пи  а^  оС', 

а^, . . . ,  а^'"^    и  1)езультаты  /'( а),  /'(а-),  /'(а'^) ,  /Та^'"^)    перемножимъ,   то 

нолучимь  число,  независяи1.1»е  отъ  корпя  а,  такъ  какъ  это  произведеп1е 
симметрическая  функция  корней  у[>авнеп1я  (10).  Нто  число  называется  нор- 
мою функции  /(.с)  и  обозначается  Л7(а): 

ЛТ(а)  =  Аа)/\а'-^)Аа^)  .  .  .  /'(а""')  (16) 

Функц1ю  (1Г0  иазовемъ  сложнымъ  пнсломъ 
Иралтръ.    Пусть: 

Да)  =  г^,'Х   |-г/,а- 

будетт»  сложное  число  корней  уравиен1я  .г- -[-./-(-  1  =  о,  его  ио1)ма  бу- 
детъ: 

л({л)  =Да)./"(а^)  =■  {(^^^7.  рг/|  а'-)и/„а^  |-//,а)  =  (г1—(1и(1\-{~  а''^ 
Сложныя  числа  /\а\  /'(а/-,  /'('л)"\  ....  называются  сопряженными.     Всякое 
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сюжное  число,  котораго  норма  равна  единиц'^,  т.  е.: 

назовемъ  сложной  единицей  и  означнмъ  символомъ  Да). 

§  283.  Пергоды.  Такъ  какъ  число  р  есть  простое  нечетное,  то  р — 1 
есть  число  составное  и  притомъ  четное;  положимъ,  что  оно  разлагается  на 
два  множителя  е  и  ^,  т.  е.  р — 1=еЛ.  Распред'Ьлимъ  корни  уравнешя  (10): 

а  ,  а^  ,  а^'  ,  .  .  .  ,  а^  ,  а^+^  ,  .  .  .  ,  (х^^"^ 
на  сл'Ьдующ1е  е  группъ  но  {  членовъ  въ  каждой: 

а       ,0/       ,0?''      .  а*"      И'-'» 

а"      ,  а<^+'    ,  а^'+»  ,  а<^' а»^'-»'+' 


Каждая  иуъ  этихъ  горизонтальяыхъ  группъ  инЪетъ  такое  же  свойство, 
какъ  и  вся  группа  корней  уравнентя  (10),  именно,  что  каждый  нзъ  кор- 
ней группы  есть  д'-я  степень  предыдуо^аго,  а  первый  корень  группы  есть 
д'-я  степень  посл^двяго.  Сложимъ  члены  каждой  группы  и  сунны  озна- 
чнмъ чрезъ  ■%,  т)! ,  42 » •  •  •  •  >  Ч«-1 ,  т.  е.: 

,,,=«»      +  «»*+»  -Ь  0?"+'  4- +  «^'""+* 


— 1 


Эти  суммы  называются  пергодами^  состоящими  каждый  изъ  Г  членовъ. Оче- 
видно, множители  в  и  {  числа  р — 1  были  выбраны  произвольно. 

Вотъ  основныя  свойства  перюдовъ  (18): 

Свойство  1.  Если  въ  пер10дахъ  щ,  Щ^'  > » ,  '^е-х  зам'Ьнимъ  корень  а 
однимъ  изъ  корней,  составляющихъ  пер10дъ  г^ ,  то  пер10дъ  не  изм^Ьняется; 
если  же  корень  а  зам'Ьнимъ  какимъ  нибудь  изъ  корней,  составляющихъ 
друг1е  пер1оды  ^1,  ^2  >  •  • « 1  ')»-1 1  '^^  перходы  кругообразно  переходятъ  одинъ 
въ  другой, 


ГЛЛВЛ    XVIII. —  1"ЬШКП1Е   ДИУЧЛКИПЫХЪ    У1'ЛВНКН1Н.  И^^ 

Такъ,  напримЪръ,  если  а  измЬнимъ  въ  а-',  то  очеиидцо  11ер10ды 
''10  1  "^ь  ^г2  ^  •  •  •  1  ^-1  перейдутъ  въ  ^^^^,  г,о , , ,  .  ,  ^^,.^ ,  у;^  п  вообще  иам'Ьщая 
корень  а  корнемъ  а' ,  мм  папдемъ,  что  иерюды: 

перейдутъ  въ 

Свойство  2,  Вс'Г)  пер1оди  '%^  г)!, . .  .  ,  у;,_1  ра:^лични  и  не  уависятъ 
отъ  выбора  первообразна  14)  корня  д  11роста1'о  числа  р.  ')то  легко  нока^зать 
и  мы  на  этомъ  не  остановимся. 

§  2^!4.  Предложена,  Исякая  цЬлая  фупкщя  корней  уравнен1Я  (10), 
которая  не  изм'1'>ияется  уам1ицен1емъ  корпя  а  корнемъ  а'^',  есть  линейная 
<|>ункц|я  11е])1одовь  г;^ ,  г<, ,  .  .  .  ,  г;,  _1 ,  въ  которой  ко.)фнц1енты  суть  цЪлыя 
<|)ункц1и  ко:.4иц1еитовъ  данной  фуикц1и. 

Дока.штельетво,  Пусть  данная  функция  будеть  написана  въ  нормаль- 
ной форм  к  (15): 

Да)  =  б(уа -Ь  </|  ос^  +  ^'•2^"' +   •  •  •  •   4-б(у>-2а^''   '*  (1*«|) 

но  услов1Н)  предлож(мп'л  имЬемъ: 

откуда: 


Сл1.лователы1о: 


1  I.. 


Да)  =^  ;|/(«) +/(«"')  +  /(«-')+  •  .  •  .  +/(а"'^'  ") 

подставляя  во  2-ю  часть  вмГ.сто  /*(а'/')  ихъ  выражения  (19),  .1егко  вид'1.ть, 
что: 

/*(«)=     ^    (г?оГ,о  +  Г(,Г„  -[-    .    .    .    +Г^_2'0;,_2) 

ИЛИ,  совокупляя  равны(^  пе1)10ды: 

гд1'.  Жо,  )П1,,..,Шг  1  суть  ц1.лыя  функц1'и  ко:)фиц1ентовъ  данной  функц1и. 
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Изъ  настоящаго  цредложен1я  непосредственно  вытекаютъ  весьма 
важныя  сл^дств1я: 

Слгь^ствге  1,  Произведете  двухъ  или  н^сколькихъ  равныхъ  или  не- 
равныхъ  перюдовъ  %,  "Пь-**  )1'1в-1  и  вообще,  каждая  ц'Ьлая  фунвщя  пе- 
р10довъ  есть  линейная  ф7нкц1я  т'Ьхъ  же  пер10довъ  съ  коэфищентамн,  бо- 
торыя  суть  и^лнА  или  ращональныя  числа  функц1и  коэфищентовъ  дан- 
ной функщи.  Въ  самомъ  д^^л-Ь,  так1я  произведешя  и  функц1и  пер1одовъ 
удовлетворяютъ  услов1ямъ  предъидущаго  предложен1я,  т.  е.  не  изм-Ьняются 
подстановлешемъ  вм-Ьсто  а  корня  (хР\ 

Слпдствге  2.  Всякая  цЪлая  функц1л  корней  уравнешя  (10)  съ  ц*]^- 
лыми  числовыми  коэфищентамн,  которая  не  изм']^няется,  зам^^няя  корень 
а  корнемъ  а^,  есть  ц*лое  число. 

Въ  самомъ  д-блЬ,  положимъ  въ  ^) — 1=в.Г,  е=1,  тогда  будемъ 
имЪть  только  одинъ  перюдъ: 


тзо  =  а  +  а^  +  а^'+  ....  +а^ 


р-2 


коего  числовое  значен1е  есть  — 1,  но  въ  силу  предъидущаго  предложешя 
всякая!  ц^^лая  функщя,  не  изм']Ьняющаяся  отъ  подстановлен1я  вм'Ьсто  а 
корня  а',  есть  линейная  функц1я  перхода  1Г|о  =  —  1  т.  е.  ц-Ьлое  число. 

Смьдсшвге  3.  Ц'Ьлал  симметрическая  функц1я  пер10довъ  т;^,  к;, ... ,  т1<_1 
есть  ц'Ьлое  число,  если  ея  коэфиц^енты  ц'Ьлыя  числа. 

Это  сл'Ьдуетъ  изъ  того,  что  такая  фуикцхя  не  изменяется  отъ  подста- 
новлешя  вм-Ьсто  а  корня  а^. 

§  285.  Съ  П0М0Щ1Ю  предъиду|цихъ  свойствъ  легко  показать,  1)  что 
перюды  1(1о»  '*1| » •  •  •  1  ^*-1  суть  корни  несократимаго  в-ой  степени  уравнешя 
съ  ц'Ьлыми  коэфищентамн,  2)  что  корни  этого  уравнешя  т.  е.  перюды 
им']Ьютъ  такое  же  свойство  какъ  и  корни  уравнешя  (10),  3)  что  всЪ  корни 
могутъ  быть  получены  изъ  одного,  произвольно  выбраннаго,  повторяя  надъ 
нимъ  одно  и  тоже  ращональное  дМств1е  (§  281). 

Въ  самомъ  д-Ьл*,  если  1Г)о»  ^1  >  •  •  •  >  ^«-1  суть  корни  уравнешя,  то  это 
уравнен1е  будетъ: 

Л^)  =  (1^— ^о)  (^— ^о) . . .  (^~'П.-1)  (20) 

Коэфиц1енты  въ  этомъ  уравнен1и  суть  симметрическ1я  функщи  корней,  т.  е. 
пер1одовъ,  а  следовательно  (§  285,  сл4д,  3)  суть  ц-Ьлыя  числа.  Дал4е, 
если-бы  это  уравнеше  было  сократимо,  то  функц1я  1\у\)  разлагалась  бы  на 
ращональныхъ  множителей,  пусть  2^1  (1Г))  будетъ  одинъ  изъ  такихъ  множи^ 
телей.   Корнемъ  этого   множителя   будетъ  хотя  одинъ  изъ  пер10довъ  на- 
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прим'Ьръ  ^^^,  Т.  е.  7^1(7]/,)  =  0.  Ото  рпфональпое  урапиои!^  съ  ураинен1емъ 
(10)  им'1,етъ,  очевидно,  общ!»  корень  а,  а  но  свойству  пегократимато  урав- 
нения (>!  220),  '.по  уравнеи!е  будетъ  ИхмЬть  корнями  а'',  а"'\ . , . ,  а^'~  ,  т.  е. 
будемъ  им'Ьть: 

Г^(г^,,)г=о     ,     7^^^.,^,,  ,)  =  0     ,...,     1\{г,,..,)  =  0  (20') 

сл^'.довательш)  уравнеп1е  ^^'^^^^^^  коего  стененг.  меньше  г  имГ.етъ  боль- 
ше этого  числа  корней,  что  невонможно. 

Остается  пока:и1Ть  нослЬднюю  часть  нап1е1'о  нредложен1я.  Для  этого 
зам'Ьтимъ,  что  каждый  пер^одъ  и  его  степени  суть  линейныя  функц1и  ткхъ 
же  пер10довъ  (ч!  284),  следовательно: 

'^^^,  =  [^оЪ  +  \^\'^п  -Г +|Л-Г^.-1 

'^/'  =  1-'*оЧ)  +  ^'ч*^1   + -1-ИЛ_1-/3,_1 


^-1  ('-1)  I        (*— 1)  I         ('-!) 

присовокупляя  къ  этимъ  уравнеп1ямъ  еп1,е  уравнеп1е: 

—  I  =  '';о  +  '^|  + +'^'  -1 

можно  определит]»  н:п»  этихь  с  линейныхъ  у1)авнен1й  каждый  изъ  пе[)1'о- 
довъ  тг!^  въ  функн,1и  одного  илъ  нихъ  такъ,  наприм'Ьръ,  въ  фупк1ии  не- 
р10да  г,,,, 

гд'Ь  у1о  ,  Л|  .  . .  .  суть  Ц'1'»лыя  числа,  а  В  определитель  и:;ъ  чиселъ  {/. . 

Сл'Ьдот1тельно: 

■ 

откуда  также  *^1=^/Ч^оХ  1'Д'Ь  Ф{г,^))  есть  цЬлая  рап.1ональная  функц1я.  Такъ 
какъ  рагиональное  уравнен1е: 

^^>Ы  — '^1  =  0 

им^еть  корнемъ  а,  то,  всл'Ьдств1е  несок1)атимостц  у])авнен1'я  ( 10),  его  кор- 
нями будутъ  а",  а''^  . . . ,  а  следовательно  будемъ  также  имЬть: 

▲ЛГЁБРАИЧ.   АНАлпаь.  51) 
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ИЛИ 

•*11  =  ФЫ     .     Щ  =  ФЪо)  ,  . . . ,  ^-1  =  Ф^'-'К-По)     .     У1о  =  Ф'Ы)       (21 ') 

что  и  выражаетъ  сказанное  свойство,  въ  силу  котораго  и  эти  уравнен1я 
р-Ьшаютсд  алгебраически. 

§  286.  Р'Ътиъъ  уравнеше  (20)  намъ  будутъ  изв']Ьстны  пер10ды  т;о1 
^ь  •  •  •  1  ''Г'^  •  Спрашивается  теперь,  если  е  будетъ  какой  -  нибудь  опред-Ь- 
ленный  корень  уравнешя  (20),  то  какой  изъ  е  пер10довъ  соотв-Ьтствуеть 
этому  корню?  Положимъ,  что  при  изв1^стномъ  выбор'Ь  корня  а,  иер10дъ 
т]А  =  а,  если  теперь  возьмем  ь  за  а  одинъ  изъ  корней,  составляющихъ  пе- 
р10дъ  т)А ,  то  пер10ды  у)о  э  ^л  »••»'')*>.• )  ^*— 1  ИЗМЕНЯТСЯ  такъ:  т)А  перейдетъ 
въ  к]о1  ^А+ь  перейдетъ  въ  -^^  и  т.  д.  Сл']^довательно,  выбравъ  изв'Ьстнынъ 
образомъ  корень  а  всегда  можемъ  положить  У1о  =  а,  гд-Ь  корень  а  оста- 
нется неопред'Ьленнымъ,  такъ  какъ  весь  перходъ  щ  можетъ  быть  составленъ 
изъ  какого-угодно  корня  уравнен1я  (10). 

Какъ  только  перходъ  щ  опред'Ьленъ,  то  другхе  перходы  будутъ  рац10- 
нальныя  функщи  этого  посл1^дняго. 

§  287.  Легко  теперь  показать,  что  Г  корней,  составляющихъ  пер10дъ 
'У)А,  суть  корни  уравнен1я  {-ок  степени,  коего  коэфицхенты  суть  линейныя 
функщи  пер10довъ  гзо »  ^1  >  •  •  • »  ^*-1 1  это  уравнен1е  несократимо,  т.  е.  не 
можетъ  быть  разложено  на  множителей,  коихъ  коэфиц1енты  суть  ц'Ьлыя  ра- 
щональныя  функщи  Т']^хъ  же  пер10довъ  ^^^,  'у)!  , . . . ,  1^)^-1 . 

Въ  самомъ  д'Ьл'Ь,  корни,  составляющ1е  пер10дъ  т)а,  суть: 

а9'    ,     а^'     ,     а^^'-^*  ,  .  .  .  ,  а^^-'>+*  (22) 

коэфищенты  уравнешя,  коего  эти  количества  суть  корни,  будутъ  симметри- 
ческ1я  функц1и  этихъ  количествъ,   а  сл']Ьдовательно  подстановлен1е  вм1^сто 

а  корня  а^'  не  изм-Ьняеть  этихъ  коэфищентовъ,  поэтому  (§  284)  эти  коэ- 
фицхенты  суть  линейныя  функщи  пер10довъ  т^о »  ^н  •  •  - 1  ^«—1  •  Означимъ  это 
уравнен1е  чрезъ 

Ых)  =  О  (23) 

Это  уравнен1е  несократимо.  Положимъ,  что  оно  сократимо  и  что  одинъ 
изъ  его  ращональныхъ  множителей  есть 

Дл;,  11о  ,  '41 » •  •  • » •П«-1)  ==  О  (24) 

въ  которомъ  всЪ  коэфищенты  суть  ращональныя  функц1и  першдовъ  «]оэ  ^1  >••• 
Этотъ  множитель  долженъ  им'Ьть  по  крайней  мЪр'Ь  одно  изъ  количествъ  (22) 
корнемъ.  Если  вм']^сто  пер1одовъ  1^20 ,  ^1 , « • .  подставимъ  ихъ  выражешя  въ 
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корпяхъ,  ТО  уравпеи1е  (24)  будстъ  фу11кд1л  отъ  а,  которая  обращается  въ 
пуль  для  одного  илъ  корней  (24),  а  следовательно  и  для  всЬхъ  корней 
уравнеп1Я  (1),  такъ,  наирим'Ь))Ъ,  для  корней  (22),  т.  е.  уравнен1е  (24)  бу- 
детъ  нм'Ьть  больше  корней  ч'^мъ  его  степень,    что  невозможно. 

Составимъ  с  уравнен1Й: 

Фо(.г)  =  0     ,     ф,(.г)  =  0     ,     фл(.А)  =  О  ,   .  .   .   ,  ф,_^(д-)  =  О         (25) 

коихъ  ко1)нями  суть  корни,  составляк)щ1е  нер1оды  г;о,  г^,, . .  ,г^/, , . . ,  у],_1 , 
ихъ  р'Ьшен1е  содержнтъ  нолное  р'Ь1иен1е  дГ.лен1я  окружности. 

Илъ  :)того  видимъ,  что  р'Ьшен1е  уравиеи1я  (Ю)  или  д'Ьлен1е  круга  на 
})  равныхъ  частей  сводится  на  р'Ьшен1е  уравнен1я  (20)  и  одного  изъ  урав- 
нен1й  (25). 

Посл'Ь  р'Ьшен1я  уравнения  (20),  функц)я  X  (10)  разлагается  на  е  мно- 
жителей каждой  Г-ей  степени,  следовательно  дЬлается  сократимой  въ  из- 
вестном!» смысле  (§  220),  множители  же  остаются  несократимыми. 

§  287.  Разложимъ  число  1',  въ  свою  очередь,  па  двухъ  множителей  с 
и  г,  т.  0.  ПОЛОЖИМ!,,  что  ^=с'^'.  Мы  можемъ  образовать  ее'  11е1«одоиъ  въ 
каждомъ  но  Г  члоиовъ: 


1^0 


■г^\    =а"^       +«.""'"  +«•/-""+'-!-  ....  -|-а""'<"-'Ч' 


Пзъ  :)тихъ  иер1одовъ,  взятыхъ  но  е,  составлены,  очевидно,  нер1оды  г^у,  ^^^, . . 
такъ,  нанримерь: 

Относительно  ;>тихъ  новыхъ  нер1одовъ  имеютъ  место  тЬ-жс  предл()жен1я, 
как1я  были  показаны  для  пер!одовъ  г;о,  01 такъ,  нанримеръ,  что  каж- 
дый изъ  нер1одовъ  г/  есть  целая  рац1ональная  Фуикц1я  какого-нибудь  нзъ 
техъ-же  пер1одовъ. 
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§  288.  Перюды  1^',  составляющ1е  одинъ  изъ  пер1одовъ  т^,  напримЪръ 
перюды: 

составляющхе  перходъ  т^о,  суть  корни  несократимаго  уравнен1я  е'-ой  сте- 
пени, коего  коэфищенты  суть  линейныя  функгци  перюдовъ  т;. 

Составимъ  уравнешд: 

въ  которомъ  коэфищенты  суть  симметрическ1я  функщи  цер10довъ  10о',  т),', 
1^'2« , . . . ,  следовательно,  не  изм']Ьняются  отъ  замЪщенхя  корней  а  корнеыъ 
а^'  такъ  какъ  при  этомъ  зам']^щен1и  эти  пер10ды  кругообразно  переходятъ 
одинъ  въ  другой;  но  если  эти  коэфищенты  не  изм'Ьняются  зам^^щешемъ  а 
корнемъ  а^,  то  въ  силу  свойства  (§  284))  они  суть  линейныя  функцш  пе- 
рюдовъ тг). 

Такинъ  образомъ  составимъ  е  уравнен1й: 

Ф'о(^)  =  0     .     ФМ)  =  0    , ф',^^(^)  =  о  (26) 

коихъ  корни  суть  пер10ды  V]',  составляюп]^1е  пер10дъ  т;. 

ВсЬ  эти  уравнен1я  несократимы.  Пусть  наприм'Ьръ  уравненхе  Фо(^')=0 
разлагается  на  множителей  въ  коихъ  коэфиц1енты  суть  линейныя  функщи 
пер10Д0въ  7),  пусть  одинъ  изъ  такихъ  множителей  будетъ  ср(у]'),  этотъ  мно- 
житель, для  одного  изъ  перходовъ  т)'о,  т^'*,  т^'з* , . . . ,  ^Ор* , . . . ,  'п' (€—!)€ ,  напри- 
м'Ьръ, для  т)'а«  долженъ  обращаться  вънуль,  т.  е.  <р(^'а*)  =  0.  Это  уравне- 
ше  можно  разсматривать  какъ  уравнен1е,  которому  удовлетворяетъ  одинъ 
изъ  корней  несократимаго  уравнен1я  Фо(^)  =  О*  наприм'Ьръ  корень  а,  сл^Ь- 
довательно  ему  должны  удовлетворять  и  корни: 

Сл'Ьдовательно  это  уравнен1е  будетъ  им4ть  больше  корней  ч^Ьмъ  его  сте- 
пень, что  невозможно. 

Изъ  уравнен1й  (26)  опред'Ьляются  лер10ды  •*{  какъ  функщи  пер10довъ  «}, 
но  необходимо  р-Ьшить  только  одно  изъ  этихъ  уравнешй  (26),  такъ  какъ 
остальные  перюды  суть  изв'Ьстныя  рацюнальныя  функщи  одного  изъ  нихъ. 

Р'Ьшивъ  одно  изъ  уравнешй  (26)  будемъ  имЪть  всЬ  пер10ды  1о\ 
всл'Ьдств1е  чего  каждый  изъ  е  множителей  ^ой  степени,  на  которые  раз- 
лагается функц1я  X,  разлагаются  въ  свою  очередь  каждый  на  е'  множи- 
телей, следовательно  функц1я  X  разлагается  на  ее'  множителей  каждой 
степени  Г,  которые  въ  свою  очередь  несократимы. 


ГЛАВА    XVIII. — Р11ШЕЕ1Е    ДВУЧЛЕНПЫХЪ    УГАВ11ЕП1Й.  4С0 

Продолжал  подобный  продессъ  дойдемъ  паконецъ  до  множителей  1-ой 
степени  на  которые  разлагается  функц1я  X,  а  слЬдовательно  будемъ  имЬть 
непосредственно  корни  уравнен1я  Х=0. 

§  289.  Шь  всего  вы1пе  сказапнаго  видно,  что  р'Ьшен1е  двучленпыхъ 
уравнений  по  способу  Гаусса  состоит!»  въ  слЬдующемь:  разлагается  число 
2» — 1  па  множителей  2> — 1  =а.Ь.с„АК  и  д'Ьлятся  всЬ  корни  уравнен1я  Х=0 

па  а  перюдовъ  г^  въ  каждомъ  по  -  членовъ.  Эти  перюды  суть  корпи 

уравнен1Я  а-ой  степени  съ  дЬлыми  ко;)фшиентами. 

Г'Ьшеи1е  :^того  уравнеп1я  даетъ  периоды  т),  а  <|)уикц1я   X  разла1'ается 

на  а  множителя  каждой  степени  -  ,  коихъ  коэ<|>иц1енты  суть  функщи 
изв'кстныхъ   уже    пер10довъ  тг).    ИослК    :)ТОго   дЬлятъ   корни,    каждого  изъ 

пер1одовъ  г,,  на  Ь  меньшихъ  пер10довъ  г/  каждый  изъ    -   ■-    члеповъ,    Т-Ь 

аЬ 

изъ  этихъ  посл'Ьдппхъ  пер10довъ,  которые  составляютъ  пер1оды  т^^  суть 
корни  уравиен1й  Ь-о\\  степени,  копхъ  ко;»фиц1енты  суть  липейныя  функ- 
Ц1И  изв'Ьстныхъ  уже  пер10Довь  г^  Г'Ьшен1е  ;»тнхъ  уравнен1й  дастъ  всЬ  пе- 
Р10ДЫ  г/  числомъ  аЬ,  а  функд1я  X  разложится  на  аЬ  множителей  каждой 

степени   —  ,  -    съ  известными    К01и})иц1ентами.    ДЬлятъ  опять    перюды   т^ 
аЬ 

па  еще  мепьш1е  г/'  числомъ  с  по       ,         членовъ    въ    каждомъ.     Т-Ь   изъ 

этихъ  пер10довъ,  которые  составляютъ  пер1оды  т^  суть  корни  уравнеи1й, 
коихъ  ко:м|)иц1енты  суть  липейныя  функции  пер10довъ  у;'.  РГ,1пен1е  этихъ 
уравнен1й  дастъ  всЬ  г"  пе1)1оды,  а  (|»упк1ия  X  разложится  на  множителей 

числомъ    аЬс   каждая       ,      -ой  степени  съ  известными  коэфиц1ентами.  На- 

пЬс 

конедъ  дойдемъ  до  пер10довъ  состояп1,ихъ  изъ  одного  члена,  т.  е.  до  кор- 
ней уравнеп1Я  Х=0  изъ  коихъ  составлены  непосредственно  иредъидущ1е  Л 
пер10довъ,  которые  суть  корни  уравнен1й  (7-ой  степени,  коихъ  коэфид1епты 
суть  фуикд1И  изв'Ьстныхъ  уже  предъидущихъ  пер10довъ,  р'Ьшеп1е  которыхъ 
даетъ  накопедъ  корпи  двучленнаго  уравпен1я  х^ — 1  =  0. 

Изъ  этого  видимъ,  что  р'Ьшеш'е  уравпеп1я  .г'' — 1=0  или  д'Ьлен1е 
окружности  на  р  равпыхъ  частей  сводится  на  уравиеп1я  а-ой,  Ь-ой,  . . . , 
(7-ой  степеней. 

?;  21)0.  Въ  какомь  порядк'1;  разлагается  число  р — 1  на  множителей 
—  (безразлично,  хотя  лучп1е  чтобы  вспомогательныя  уравнеп1я  были  воз- 
можно низшей  степени,  а  это  достига(^тся  ткмъ,  что  число  р — 1  разла- 
гается на  его  простыхъ  множителей  равныхъ  или  неравпыхъ.  Р]сли  случится, 
что   вс'Ь    простые   множители   суть  два  т.  е.;    если  число  р  будетъ  им-Ьть 
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форму  2*  +  1 »  ТО  вс4  вспомогательныя  уравнен1я  будутъ  2-ой  степени,  а 
схЬдовательно  ихъ  корни  будутъ  выражаться  радикалами  2-ой  стеиени. 
А  такъ  какъ  всЬ  выражешя,  незаключа10п;1я  ирращональностей  выше  2-ой 
степени,  могутъ  быть  построены  геометрически  съ  помощью  линейки  и 
круга,  то  изъ  этого  вытекаетъ  сл'^Ьдующее  весьма  важное  предложеше: 

Предложенье.  Если  форма  простого  числам?  есть  2*-}-1,  то  окруж- 
ность можетъ  быть  разделена  на  р  равныхъ  частей  или,  что  тоже,  въ 
кругъ  можетъ  быть  вписанъ  правильный  многоугольникъ  съ  р  сторонами 
съ  помощью  линейки  и  круга.  Числа  3,  5,  17  им']^ютъ  эту  форму,  сл'Ьдо- 
вательно  таюе  многоугольники  могутъ  быть  вписаны  въ  кругъ  съ  помощью 
линейки  и  круга. 

§291.  Такъ  какъ  число  р — 1  есть  всегда  четное,  то  выгодно  разла- 
гать  его  на  множителей   такъ,    чтобы   множитель  два  былъ  посл']^днимъ. 
При  такомъ  способ*  всЬ  пер10ды  будутъ  состоять  изъ  четнаго  числа  чле- 
*    новъ  и  будутъ  составлены  изъ  суммы  посл']Ьднихъ  двучленныхъ  пер10довъ: 

но  такъ  какъ  им'^Ьемъ  (§  1 1 0): 

д^  =-1Шр) 
то  предъидущ1е  пер10ды  могутъ  быть  написаны  въ  форм-Ь: 

я— 3  р— 3 

а-}-а-1  ,  а^  +  а-^'  ,  а^'-}-а-^'  ,  .  .  .  ,  а^  ^  +«       ^  (27) 

и  суть  величины  дЪйствительныя.    Въ  самомъ  д^Л'Ь,  если: 

2кк    ,    .  .   2к1с 

а  =  С08 Н  г  81П 

р  р 

то: 

к  2кд^7с  2кд^7с 

р       '   *°        р 

_А  2кд^'к       .  .    2А;а*тс 

ото   =С08 — ~ г81П — ' — 

р  р 

откуда,  сл'Ьдовательно,  им'Ьемъ: 

ос/  4-  а-^  =  2  С08  — ^-  (28) 
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Такимъ  образомъ  будемъ  имЬть  вспомогательпыя  уравнен1я  съ  действи- 
тельными корнями,  только  носл^дн^я  квадратичныя  уравнен1я,  коихъ  кор- 
ни суть  члены  двучлонныхъ  нерюдовъ,  будутъ  им'Ьть  мнимые  корни. 

Остается  показать  какъ  решаются  всномогательныя  уравиен1я,  опре- 
д'кляюиия  пер10ды  различныхъ  порядковъ,  но  прежде  пояснимъ  все  ска- 
занное п'Ьсколькими  примерами. 

Если  въ  (28)  положимъ: 

2Ы 


Р 


то  это  уравпен1е  сд'1^лается: 


(х^''  -{-  а-^^'  =  2  С08  ((/'а) 

_  р — 1       .  ^ 

полагая  Л  =  0,  1,  2,...^—,  оудемъ  импть: 

2  2  л 

а  4-  а   '  =  2  С08  (7     ,     а'^  +  а~-"  =  2  С08  да     ,     «^  +  а"^  =  со^д-а  ,  .  .  . 


а^  '"    +  а~^  "   =  2  С08  (;  ^  а 
Если  теперь  положимъ: 

;2'  =  2  С08  а      ,      Ср(,3')  =  2  С08  г/г/ 

то  выражен1я  (29)  будутъ: 


(29) 


^ 


2  V  X  (30) 


ср(я)  есть  рац1ональная  функция,  какъ  известно,  изъ  тригопометр1и: 

,   ,    г/(2— Р.)  .   ,       гу(2— 4)(2— 5)    .   ,    , 

очевидно,  что  (30)  суть  корни  уравнен1я  такого  свойства,  что  каждый  и:}ъ 
нихъ  есть  рац1ональная  функтця  предъидуп1,аго,  а  первый  та  же  функщя 
посл'кдняго,  такъ  какъ  мы  им'1.емъ: 

т.  е.: 

С08(/  -    «  =  2  со^а 
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Прим^ьръ.  1.  Р'^Ьшить  уравнен1е: 

х^—\  =0 

или  что  тоже  радд']Ьлить  окружность  на  пять  равныхъ  частей? 

Ргьшенге.  Зд*сь  р  =  5,  р — 1=4  =  2.2.  Возьмемъ  одинъ  изъ  перво- 
образныхъ  корней  числа  5,  наприм'Ьръ  р  =  2,  то  степень  д: 

сравниваемы  съ  числами: 

1,2,4,3 

Если  означимъ  чрезъ  а  одинъ  изъ  корней  уравнен1я: 

-^^^  =  гг' +а;3  +  гг2  4-д:+ 1  =  О 
X —  1 

то  всЬ  корни  его  будутъ: 

а     ,     а^     ,     а®     ,     а* 
или: 

два  перюда  будутъ: 

Эти  пер10ды  суть  корни  уравнешя: 

^*  —  (^0+^01  Уп  +  ЪЧ  =  О 
Но 

%  +  ^^  =  «+«^+«'+а'  =  -1  ,  ^о>11=(«+а1)(«'+«з)=  «+«'+«'+«*  =  -! 
Следовательно,  предъидуп^1я  уравнешя  будутъ: 

Ч^  +  'Ч— 1  =  0 

—1+1/5                     —1—1/5 
^0  =" ^^; »    Ч  =* -^ 


если  представимъ,  что  за  корень  а  взятъ  тотъ  изъ  корней,  для  котораго 
перюдъ  тоо  равенъ  ^ТЛ_!:. 
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Уравнош'л,  коихъ  кории  суть  корни  11ор1()довъ  ^^,^  И  У)!,  очевидно: 

.Г-  — г,„х+ 1  =0      ,     .^^  —  ■^;,.^-Ь  1=0 

такъ  какъ: 

а  +  а-*  =  7]о     ,     а2  -]-  а^  =  ^,^ 
а 

а.а^  =  а'*=1      ,     а2.а^  =  а''*=1 

Р']',Ш1и1  предънду1Ц1*л  уравнеи1л,  мы  оудемъ  имЬтт»  корни  а,  а^*,  а^,  а'^  урав- 
нен1л: 

X  =  х'  +  х^  +  ./-^  +  ./;  +1=0  (а) 


именно: 


^=\+/1^  •  «^=^-/1 


-  —  1 


иодставллл    выше    найдеиныл    аначен1л    длл    г,^)  и  г,^,  корни  уравнен1л  (а) 
будутъ: 

—  1  +  1/ о  +  ,У10+-Д:т,  ,        —1+»/гГ—;)/ 10+211 

а  =      -  ,     а   ==  —  —    -        ----- 

4  '  4 


—  1—»/5  + /4/10—215  3^  — 1  — 1/>)  — //Ю— 21_5 

4  ,     7.   —  -^^^^  - 


Если  ноложимъ: 


2 /.тс   ,    .  .    2А-7Г 
а  =  со.ч         +  /  .'^т    , 


ТО 


2/;7Г  ^       41' к 

Гд)  =  2  С08  —        ,     а  г^,  =  2со8  - 
5  о 

—  1+1  Г) 
Чтобы    пер1одъ  имТ.лъ  в;$лт()е  вын1е  выражеи1е  -'     ,     нужно     поло- 

Л) 

жить  й  =  1   или  к  =  4,  что  дастъ: 

27Г   ,    .   .    2::  .       2^ 

а  =  со8  ,   +  г  81Н     -     ,     а  г;о  =  2сое^  ^ 
о  2  5 

Такъ  какъ  число  5  имГ.егъ  форму  2*  +  1,  то  разделить  ок1)ужность 
на  5  равныхъ  частей  можно,  съ  помощью  линейки  и  круга,  слЬдующимъ 
образомъ. 

АЛГЕВНАНЧ.    АИАЛНУЬ.  00 
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Поетроете.  Въ  круНЬ  (фиг.  17),  коего  центръ  О,  а  рад1усъ  0-4=  1 
проведемъ  два  перпендикулярные  Д1аметра  АВ  и  СВ  и  въ  точкахъ  А  п  В 
лроведемъ  касательныя,  которыя  встр']^чаются  въ  точк'Ь  ^8^;  раздЬлииъ  по- 
поламъ  А8  въ  точк*  Е  и  проведемъ  ОД  то  будемъ  им-Ьты 

0Р=  V  ОА^+АЁ^  =  1  [/б" 

Опишемъ   изъ  точки  Е  какъ    изъ  центра  рад1усомъ  ОЕ  кругъ,   который 
пересЬчетъ  А8  въ  точк-Ь  Е,  то: 

^2.=  --,/5 --  =  -^^  =  ,0  =  2008    - 
Если  проведемъ  ЕВ  и  Ов  ||  ЕВ,  то  будемъ  им-Ьтб: 


А(х  =  С08 


21С 


такъ  какъ  въ  точкЬ  О,  АЕ  Д'Ьлится  прямою  00  пополамъ.  Пусть  Н  я  ^ 
будутъ  точки   встр-Ьчи  прямой  О!  \\  АВ  съ  окружностхю.   Легко  видеть, 


Фиг.  17. 


( 

т 

г 

*'-"-Х 

„.^^ 

\ 

А 

^""■*ч**-^ 

V 

^^ '       ^ 

"^^ 

^""""-^  в 

1 

^^ 

0. 

/ 

Е 

ч 

^ 

У 

ЧТО  НС  есть  сторона  пятиугольника. 

[Тргшуьрь  2.  Разд'Ьлить  окружность  на  семь  равныхъ  частей? 
Ртыиенье.  Число  ^р  =  7,  р  — 1=3. 2,  уравнеше: 


(а) 


самый  меньш1Й  первообразный  корень  простаго  числа  7  есть  ^  =»  3,  корни 
уравненхя  (а),  если  одинъ  изъ  нихъ  означимъ  чрезъ  а,  будутъ: 
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ИЛИ  такъ  какъ: 

д'-^иМ1)     ,     ^-3(3/7^     ,     //~2(Л/7) 

/у^Чг  6(3/7)     ,     //*- 4(3/7)     ,     </5- 5(3/7) 

то 

а     ,     д^     ,     а-     ,     а*^     ,     а^     ,     а"^ 

откуда  три  11е1)1ода  ^^^^,  Гц,  г,2  булутъ: 

'По  =  а  +  «^     ,     ^,1  =  а^  +  а-*     ,     г,о  =  а^ -\~  (х^ 

Складывал  эти  пер1оды  пайдемъ: 

а  перемножал  но  два  будемъ  им^ть: 

^^0*^1  =  а*  +  а2  4-  а^  +  а'^  =  г^  -Ь  г<2 
•'3|"^-2  =  а-^^  +  а^  +  а  +  а^  =  ^2  +  ^ю 

•^/2"^10  =  аЗ  +  а  +  а^  +  а"*  =  ^0  +  ^а 
откуда: 

накоиедъ: 

■^Ао'^а'Пз  =  (•^1  +^>)  Ъ  =  •^11'П2  +Ч^Г2  =  2  +  "У].)  +  Т^,  +  Г|2  =  1 

следовательно  кубическое  уравнеш'е,  коего  корнлми  суть  иер1оды  ■'',0,1^1,^^2» 
вс'Ь  д'Ьйствительпые,  есть: 

г,^  +  гг  —  2г,  —  1  =  0  {Ь) 

р-Ьшивъ  это  уравнеи1е  будемъ  им^ть  пер1оды  тг],^,  Г1у,  ■/]._,: 

^0  ==  «-[-а*'  =  2  С08  ?  "^11  =  а'^-}-а^  =  2  соя     -    ,  ''^г  =  а-^+а-^  =  2  С08  -— - 

Если  положимъ  /|;=1,  то: 

2::  ^        (ук  ^        п  .        47Г  ^        Нтс 

т;о  =  2  соя        ,   Гц  =  2  соя  ^  =  —  2  соя   -   ,   т^2  =  2  соя  ^  =  —2  соя  „ 

I  <  7  /4 

иуъ  конхъ  первый  корень  положительный,  а  два  иосл^дн1е  отрицательные. 
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Корень  а  будетъ: 


2л;  ...    2л; 

а  =  С08  — -  +  г  81П  — 
7    '  7 


Если  корень  т;о  изв1зстенъ,  то  г^  и  г^^  будутъ  ращональныя  функщи  этого 
посл']^дняго: 

Такъ  какъ  число  7  не  ин']^етъ  формы  2*4~1  то  разд^^ить  окружность   на 
7  равныхъ  частей  съ  помощью  элементарной  геометрш  нельзя. 

Примгьръ  3.  Разд'Ьлить  окружность  на  одиннадцать  равныхь  частей. 

Рлгиенге.  Число: 

р  =  11     ,    р—1  =  Ь.2 

Наименьш1Й  первообразный  корень  простаго  числа  1 1  есть  д=2.  Сл'Ьдо- 
вательпо,  корни  уравнен1я: 

Х  =  а;1о  +  а;«  +  а?®+  ....  +х^  +  х-]-1=0 
можно  написать  въ  форм'Ь: 

или,  зам^Ьчая,  что: 

^  =  ЦМи)     ,  д  =  2{3т)  ,  д^  =  ^(МП)  ,  д^  =  8(Ми)  ,  д'  =  Ь{МП) 
д^=ЩМП)  ,  д^  =  9(МП),  д'  =  7(Ми)  ,  д^=3(Ми)  ,  д^  =  6(МП) 

эти  корни  будутъ: 

пять  двучленныхъ  пер10довъ  изъ  этихъ  корней  будутъ: 

Зам']Ьчая,  что  а*^=1,  будемъ  им'^Ьть: 

>'  =  2+Ч1   ,  ^^  =  2+щ  ,  тз?  =  2+тзз  ,  ^^  =  2+7)4  ,  Ч5  =  2+^о        (а) 
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а  перемножая  иерюды,  наидемъ: 


^0^1           %     Г  ""^З 

?       '^10^2  ^3          ^4 

^0"'5з          М      1     "'<2 

1       ^<0^<4          ^2          ^4 

"'"л  ^<2           ^П      Г  ^4 

1     "'"а  Оз  —  ^0    1    ^<4 

'^Ц'^Ц          ^2     Г  ^<3        1 

1     ^г'^Зз       ^<о    1    ^<2 

"''12*^<4  ^^  '^10     1     '^2       1 

»       ^<3^4           ^1     1     Оз 

11;зъ  этнхъ  уравнсми'й,  въ  совокупностн  съ  уравпенЬ1ми  {а),  паИдемъ: 


'и 


'^12  = 


'га 


'/4 


'1о 

4             л     '^ 

+  ^2 

г.;!  —  зщ 

п:     '^'^ы 

-  -  •■)'';о 

откуда,  если  г<|  =  т^о — -  =  ?(^о^  то: 


(М 


Замечал,  что: 


пайдемъ: 


или: 


1  +  -^0  +  ^1  +  "^^2  +  -^П  +^4  =  0 


•О"^  +  -П*  ~  4г,з  —  Зг/^  -[-  Зг;  +  1  =  О 


Это  уравнегло  5-н  степени,  коего  корни  суть  перюды  У.о,  г,^,  ^^.,^  г,з,  г,^    и 
выражаются  рационально  (/>)  въ  функ1ии  одного  изъ  пихъ  г;^. 

Р-Ьшивъ  :гго  уравненге,  мы  будемъ  имЬть  пять  квадратныхъ  уравпе- 
Н1Й  формы: 

x^  —  г^г  +  1  =  О 

которыя  дадутъ  корни  уравнеи1я  Х  =  0,  эти  корни  суть  степени  корня: 

2л:   ,    .  .    27С 
а  =  со.ч  7Г   I    '  ^^^  1 1 


Ирилтръ  4.    Га:д1>лить  окружность  па  тринадцать  равныхъ  частей? 

Ртисн/е.  Число  р=  13,  р — 1  =  12  =  3.4  =  3.2.2.  Одинъ  изъ  нерво- 
обра:зныхъ   корней  число  13  есть  ^=0,    следовательно,  корни  уравнения: 
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будутъ: 


Зам^Ьчая,  что: 

/=1(ЛПЗ)  ,  ^  =  6(Ж13)  ,  д'^^ЩМГб)  ,  д^-^{тъ)  ,  ^*ее9(ЛПЗ) 
^5  =  2ДОЗ)  ,  ^«=12(ЛПЗ)  ,  (7^  =  7(ЛПЗ)  ,  д'^^ЪЩП)  ,  5г«  =  5(Ж13) 

^^^^4(Ж13)  ,  д^^  =  \\{М\Ъ) 

сл'Ьдовательно  корни  можно  написать  въ  форм^Ь: 

три  четырехчленные  пбр10да  будутъ: 

,Зо  =  а+а^  +  а^  +  а^'  =  а  +  а^  +  а^в  +  а» 
тз,  =а^+а^  +  а^'  +  а^"=а'  +  а*  +  а'  +  а* 


^2 


=  а^'+а^  + а^  +  а^"  =  а^^  +  а^  +  »'  + а»» 


Кубическое  уравнеше,  коего  корни  суть  пер10ды  г^^^  щ^  ^^^^  будетъ: 
перемножая  пер10дн,  найдемъ: 

Т13о>31  =  2г,о  +  ^1  +  102 
'')1102  =  ^0  Н"  21^1  +  ^2 


Зам^Ьчая,  что: 


найдемъ: 


^^?  =  4^-21^^^-^^2 

По  +  ^1  +  ^2  =  —  1 

ч^о^!  +  >3|  %  +  42^0  =  4  (^;о+т01  Л-'^  =  —  4 

ПО'01П2  =  П?  +  2тЗо>31  +  ')о">^2  =  —  1 

сл1^довательно  искомое  кубическое  уравнеше  будетъ: 


(а) 
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Изъ  уравнен1л  логко  пайти: 

откуда  видимъ,   что   если   ^^^='^{^^^),    то    Ъо-=-- ''^{т^^)  =  ^\^^^) ,    т.  е.   корни 
кубическаго  уравнения  будутъ: 

Каждый  шгьтрехъ  пер1одовъ  ^^^^,^^\,^^.2  разбивается  на  два  меньипе  пер1ода: 

■'«О  —  '^^  о    I    ''^  1       »       ^1  —  *0о   "г  ■'11         1      ""/г  —  ^<0     '1    ^<1 

гд'Ь: 

^'о  =  а«  +  а^     ,     г,"  =  а^+а' 

Уравнении  коихъ  корнями  будутъ  перюди  ^^\^^  ^^/;  г^^\  г^^'".  г^,'"  будутъ: 
ИЛИ,  замечая,  что: 

V      I  п    и      п    

пайдемъ: 

Наконецъ,  уравнен1'я,  коихъ  корни  составляюсь  перюдыг^о, ''ЗсЛ^о''1''5о'/'<1"»^п" 
будутъ  формы: 

.г*-  —  •г]о'л:-|*1=0  ,  л^  —  тг),'х+1=0 
ж'^  — •у)о'-^+ 1  ==0  ,  Ж-  — т)1"гг+ 1=0 
^г:^  —  т,о"'х-  +1=0     ,     д;2  —  т/''.^;  +1=0 

Прнмир},  Г>,  Разд'Ьлить  окружность  па  семнадцать  равныхъ  частей? 


•  I 
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Ргьшете.  Такъ  какъ  число  17  имЪетъ  форму  2*-{-1,  то  разд'Ьлитъ 
окружность  на  17  частей  можно  съ  помощью  линейки  и  круга,  какъ  мы 
выше  показали. 

Въ  настоящемъ  случаЬ  ^)=^17,  р — 1  =  16  =  2.2.2.2  одинъ  изъ  пер- 
вообразныхъ  корней  простаго  числа  17  есть  ^==3,  следовательно,  корни 
7равнен1я: 

будутъ,  если  одинъ  изъ  нихъ  назовемъ  чрезъ  а: 


или: 


о  ,  а*  ,  а'  ,  а*  ,  а"  ,  а*  ,  а'*  ,  а"  ,  а"  ,  а"  ,  а' 


такъ  какъ  мы  им^иъ: 

^=1,    д-.3,   д^  =  9,  д^т^Ю,  д*  =  13,  д^  =  5,  д*=15,  д'^и 

'.  (ЛТП) 

Эти  корни  длятся  на  два  8-ии  членные  пер1ода: 

тЬ  =  а  +  а»4-а"  +  «"'  +  а'*  +  «''  +  а*  +  а' 

Т1,  =а«  +  а">  +  а5  +  а"  +  а'  +  а»  +  а* 
эти  два  перхода  суть  корни  уравнешя: 

Ч*  —  (Чо+1| )  •»)  +  'кЧ!  =  О 
или,  за1гЬчая,  что  Чо  +  ^1  =  —  1,  а  ЧоГ)1  =  4(13о-Н1)  =  —  4: 

Ч'  +  Ч  — 4  =  0 
откуда  найдемъ  пер1одн: 

— 1+1^17  „  _— 1—1/17 

выбравъ  прим'Ьрно  корень  •%. 
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11ер1оди  ^^^  и  ^;1    въ  свою  очередь,    каждый  разлагаетсл  на  два  4-хъ 
членные  перюда: 

гд'Ь: 

г;'^  =а4-а^^  +  а'*'  +  а*     .     VI  =  а^  +  а-' +  а^^  +  а^2 

г;^^==а«_[-а1г>-|-а«  +  а2     ,     гД  =  а^« -]- а^» +а' +«'' 
каждая  пара  :)тихъ  пер1одовъ  суть  корни  квадратныхъ  уравнен1й: 

или: 

•^^  — ^о'П  — 1  =0     ,     7|2  — -гз^у)— 1  =0 

корни  этихъ  уравнен1й  будутъ: 

^'=  2+К  Т-^     '     ""=   2  -у     4+^ 

Эти    четыре    нерхода   г/^ ,  г/',^;   г/,,  г/\    разбиваются    каждый    еп^е    па   два 
двучленные: 

ГД'Ь: 

Уравнение  коего  корни  суть  пер1оды  %"\  ^^^'^  есть: 
или: 

Т  -  <т,  +  г/,  =  о 

откуда: 


%    -   2-  +  |/      4""'" 


Наконецъ,  зная  этотъ  нерюдъ,  найдемъ  корни  а  и  а^^   е1'о  составляюице, 
изъ  уравнен1я: 

АЛГБвгАич.  Анллниъ.  01 
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или: 

откуда: 


этотъ  корень,  какъ  мы  выше  вид']^ли,  своими  степенями  даетъ  всЪ  осталь 
ные  корни  уравнен1я: 


х  —  1 


=  0  : 


§  292.  Такъ  какъ  число  17  им-Ьетъ  форму  2^  +  Ь  то  корни  предъ- 
идущаго  уравнен1я  могутъ  быть  построены,  съ  помощью  линейки  и  круга, 
сл'Ьдующимъ  образомъ. 

Изъ  выражен1Й  пер10довъ  7)0  и  щ  видно,  что  первый  изъ  нихъ  есть 
величина  положительная,  а  второй — отрицательная,  пер10ды  же  т^^\щ\1^^^^ 
изъ  коихъ  посл'Ьдн1й  есть: 


V      ^        2кк 


1)0   =  2  С08 


17 
если: 

а  =  С08  — +  г8Ш  — 

суть  величины  положительныя. 

Построенге.  Опишемъ  рад1усомъ  (фиг.  17)  равнымъ  единиц-Ь  кругъ 
АСВВ  и  проведемъ  два  перпендикулярныя  Д1аметра  АВ±,СВ\  въ  точкахъ 
^  и  2)  проведемъ  касательныя,  которыя  пересекаются  въ  точк'Ь  5  и  отло- 
жимъ  АЕ=^хАВ.  Сл-Ьдовательно,  изъ  АЕАО  будемъ  им4ть: 

ОЕ=^АО^+АЖ^  =  ^У11 

Изъ  точки  Е  какъ  изъ  центра  рад1усомъ  ЕО  опишемъ  кру1'ъ,   который 
перес'Ьчетъ  А8  въ  ючкахъ  Е  к  Е'  откуда  будемъ  им^ть: 


АЕ  =  ЕЕ—ЕА  =  ^^1     ^=      ^ 

4  2 


АЕ'  =  ЕЕ''\'ЕА^''^^\'^^=  —  ^ 
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дал-Ье  изъ  прямоугольныхъ  треугольниковъ  ГЛО  и  РАО  нандемъ(фиг.  18): 


ог  =  Уло'+лг^  =  у  '''1'-[- 1 


ог'  =  Уао'+ 


АГ-  =  '^^ 


+  1 


Цзъ  точки  1\  какъ  и;гь  центра  рад1усомъ  14),  а  изъ  точки  1"'  рад1усомъ 
Г'О  опишемъ  два  кру]'а,  которые  пересЬкутъ  А>^  иъ  точкахъ  Н  и  //'. 
Цроведемъ  ВП  и  0^\\  ВП,  то  очевидно  Л'/=  \АН. 

Фнг.  18. 


Пзъ  этихъ  пост1юеи111  легко  вид'Ьть,  что: 


АН  =  ГН  +  РА  =  ТО  +2^Л  =  ";,'  +  Л/^^Л-"^  = 
А1Г  =  ГЯ  — 1^^'Л  =  ^"0+ГЛ  =  ^']  +  1/  -^'  +  1  = 


г 


«о 


^^1 


484  ГЛАВА   XVIII. — РФШЕН1Е  ДВУЧЛЕВНЫХЪ   УРАВНЕН1Й. 

Опишемъ  на  Н^8  полукругъ  81СН  и  продолжимъ  ВА  до  встречи  съ  по- 
лукругомъ  въ  точкЬ  Ку  то  будемъ  и1Лть: 

АК^  =  А1Г.А8=-п'^, 

Если  изъ  точки  К,  вакъ  изъ  центра  радхусомъ  А^  опишемъ  кругъ,  кото- 
рый пересЬчетъ  А8,  въ  точк-Ь  X,  изъ  которой  какъ  изъ  центра  того  же 
рад1уса  опишемъ  кругъ  МККу  то: 

АК^  =  АЕ\  А8  =  АМ.  АК=  щ ' 
а 

АМ+АX=2А^=щ^ 

Откуда  видимъ,  что  АМ  и  АК  суть  корни  уравнен1я: 

следовательно,  больш1й  изъ  корней  АМ=^'По".  Наконецъ,  если  Р  есть 
среднее  АМ,  то: 

2Ы 


АР  =  сон 


17 


остается  только  провести  Р^  \\  АВ,  чтобы  получить  вершину  ^  семьнадцати- 
угольника,  который  будетъ  построенъ,  если  по  окружности  отложинъ  семь- 
надцать  разъ  отр'Ьзокъ  ^^. 

Простыл  числа  257,  65537  им^Ьютъ  форму  2^-^-1,  поэтому  окружность 
можетъ  быть  разд']Ьлена  па  257,  65537  частей  съ  помощью  линейки  и 
круга. 

Остается  показать,  какъ  решаются  вообще  вспомогательныя  уравне- 
Н1Я,  которыя  им'Ьютъ  корнями  перюды  различныхъ  порядковъ,  къ  этимъ 
изследован1ямъ  мы  теперь  и  перейдемъ. 


ГЛАВА    XIX. — РЪШЕН1Е   ДВУЧЛЕННЫХЪ   УГАВНЕН1Й.  485 


ГЛАВА    XIX. 

Алгебраическое  р%шен1е  вспомогательныхъ  уравнен1й.    Разрешающая  функц1Я 

и  ея  свойства. 

§  293.  Въ  предъидущен  главЬ  мы  пока:и1ЛИ  какимъ  образомъ  р'Ьше- 
Н1е  уравнен1л: 

Х  =  -~^  =  х1'--^-{-х''-''+  ....  +.г+1=0  (1) 

от — 1 

сводится  на  р'Ьшен1е  уравнеи1н,  коихъ  корпи  суть  иер10ды,  составлснныя 
изъ  корней  уравнеа1я  (1),  а  затЬмъ  на  р'Ьшен1е  уравнен1Й,  коихъ  корни 
суть  корни  уравнен1я  (1),  составляющте  пер1оди.  Вс1>  эти  уравпен1Я  р1^- 
гааются  амевраичсскщ  всл'Ьдств1е  того,  что  корни  этихъ  уравнен1Й  суть 
ращональныя  функц1и  одпого  изъ  нихъ,  какъ  мы  вид1.ли  уже.  Если  тзо  ^сть 
одинъ  изъ  корней  уравнен1я  иер10довъ,  то  друг1е  будутъ: 

Такое  же  свойство,  какъ  мы  уже  показали,  имЬютъ  и  корни  самаго  урав- 
нен1я  (1). 

Абель  обобщилъ  методъ  Гау<'са  и  показалъ,  что  всякое  уравнен1е, 
коего  корни  им1'.ютъ  выше-ска.занное  свойство,  рЬтаются  алгебраически. 

§  204.  Выше  было  показано  (§288),  что  иер1оды  числомь  е,  составляю- 
щее пер1оды  ^  членные,  суть  корни  уравнешя  /-ей  степени,  коего  коэфи- 
щепты  суть  линейныя  функц1и  Г  членныхъ  пер1одовъ  7)о ,  '^^\.^^,  т^г-! ,  ко- 
торые предполагаются  уже  извЬстными.  Покажемъ,  что  это  уравненхс  ^^'-ей 
степени  сводится  на  р4шеп1е  двучленнаго  уравнешя  той  же  с'-ой  степени. 

Къ  этому  служитъ  функ1ия,  названная  Лагранжемъ  разцитающею 
(Кейо1уап<:е).  Эта  «|)ункц1я  составлена  слкдующимъ  образомь. 

Пусть  е  будетъ  одинъ  изъ  первообразныхъ  корней  двучленнаго  урав- 

нен1я: 

д:''  —  1  =  О  (2) 

а  а  корень  уравнен1я  (1).  Функц1я: 

а  +  еа^'  +  6^а^^'  +  е%''^'  +  •  •  •  +  е!^"^)»'^^'"^^'  (3) 

и  есть  разртасшщая.  Она  содержить,  очевидно,  только  тЬ  пер1оды  чи- 
сломъ  е\  въ  каждомъ  по  Г  членовъ,  которые  составляютъ  иер10дъ  1^^^ , 
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Въ  самомъ  д'Ьл]Ь,  члены  фунвщи  (3): 

ПО  причине  уравнешй: 

ин'Ьютъ  одинъ  и  тотъ  же  коэфищентъ,  поэтому  ее  можно  написать^  обо- 
значивъ  символомъ  (б,т)о\  ^^'ь  форм'Ь: 

(б,>)о)  =  "^о'  +  «V  +  Нге  +  .  .  .  +  е''-*гД^_1),  (4) 

Если  подставимъ  въ  эту  фунвщю  вм']^сто  а  корень  а^,  то  перходы  1^о^  ^Л 
т^'л, . . . ,  ^'(«•-1)«  перейдутъ  въ  ^^'А,  >)'л+«^  ^/а+*м  •  •  •  >  ^'*+(е'-1)«»  полученную 
такнмъ  образомъ  функц1ю  означимъ  символомъ  (е,  *»)&),  она  такъ  составлена 
изъ  1г]'л,  какъ  (о>,т)о)  составлена  изъ  щ,  Бали  положимъ  А  =  е,  то  легко  ви- 
деть, что: 

(е,  т)',)  =  е-1(е,  ^о)  (5) 

и  вообще: 

(е,  7)л,)  =  б-*(б,  уз'о)  (6) 

откуда: 

(6,  ГМ.Г  =  (6,  ^оГ  (7) 

уравнеше  изъ  котораго  видимъ,  что  функц1я  (е,  т)о)''  не  изменяется  зам4- 
щешемъ  а  степенью  (кР\  а  изъ  этого  слЪдуетъ  (§  284),  что  (в,  •ц^  есть  ли- 
нейная функщя  I  членныхъ  перходовъ  •^^^,  г^^^  '^^2^^^  ^^  коей  коэфищенты 
суть  ц']Ьлыя  функц1И  корня  е. 

Если  предположимъ,  что  уравнеше  (2)  р-Ьшено,  такъ  что  е  есть 
изв^Ьстное  количество,  также  какъ  и  пер10ды  т)о,  т')! , . . . ,  Чг-1 ,  то  (е,  г,'о)' 
есть  также  изв']Ьстная  функц1я,  которую,  означивъ  чрезъ  7,  будемъ  им'Ьть: 

(е.  -^'оГ  =  Т  (8) 

откуда  видимъ,  что  разрешающая  функщя  (е,т)'о)  есть  корень  двучлен- 
наго  уравнешя: 

ж^  =  Г  (9) 

Спрашивается  какой  изъ  корней  уравнен1я  (9)  долженъ  быть  выбранъ  для 
(е,  'У)'о)?  Можно  легко  показать,  что  за  функц1Ю  (е,  г1^)  можетъ  быть  при- 
нятъ  произвольный  корень,   если  е  есть  первообразный  корень   уравне- 
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и1я  (2).  Въ  самомъ  д'кт!.,  пусть: 

(е,  т/о)  ,  {е,^^^  ,  (е,  г/о,)  ,....,  (е,  1Г]'о'-1у)  (Ю) 

будутъ  1К"1'.  корни  ураинотпл  (!)).  ВсЬ  эти  выра;ксч1я,  возвышонныя  въ 
степень  с'  равны  Т,  Вс!.  они  ра.иичпы  между  собою,  так'ь  какъ  отношс- 
п\п  между  ними  равны  рах1ичнымъ  степенлмъ  1,  е~\  е~-, . . . ,  е~<^'~^^  и 
очевидно  удовлетворяют!,  уравнеп1ю  (9).  Съ  другой  сто1)оны,  какъ  только 

пер1оды   1г;о,  у;,, у;,_1    опред1;леп]»1.    то    а   остается    еп1,е    проилвольнымъ 

илъ  корней  составляюп1.пхъ  пе1)1*одъ  ^,^^.  Пусть  а  будетъ  одипъ  изъ  г»тихъ 
корней,  то  остальные  будуть: 

Л''      ,     а^       ,     .     .     .     ,     а^- 

и  если  носл'Ьдовательно  в():и.мемъ  нхъ  вместо  а,  то  (е,  ^/^^)  послЬдова- 
тельно  перейдетъ  въ 

(г,  7] 'Л     ,     (е,  7]'2Л     ,     .     .     . 

такь  что  выбирая  приличпымъ  об1>азомъ  а,  опредЬлепный  корень  урав- 
нен1я  (!)),  можетъ  быть  сдЬланъ  равнымь,  одному  млъ  выражен1й  (10), 
наприм'Ьръ  выражен1ю  (г,  7)'о). 

§  295.  Какъ  только  функц1'я  (е,  г/,))  определена,  то  легко  опреде- 
ляется и  функ11,1я  (е",г/(.)  для  всякого  числа  ?/.  Для  :)Того  подставимъ  въ 
уравиен1е  (5)  е"  вмЬсто  е,  найдемъ: 

(е-,1Г)'.)  =  е-"(е",'/]'о)  (И') 

а  возвышая  тоже  уравпеп1е  (Г))  въ  г' — и  степень,  будемъ  имЬть; 

перемножая  ;)ти  два  уравнен1я  найдемъ: 

(е»,  г;,) .  (5,  г/о)^'-'  =  (г"  ^о)  (^,  т/оУ'""  (1 1) 

т.  е.  функц1я  (е",  г/^)  (е,  ^^\^У'-'^  не  изменяется  зам1.щсн1емъ  а  на  (х^\  а 
следовательно  она  есть  линейная  функц1я  пер10довъ  г,01  т^,...,  г^г-1  коей 
ко:^фи1иенты  суть  целыя  функгии  отъ  е.  Если  эту  функтию  будемъ  разсма- 
тривать  какъ  известное  количество  7'„ ,  то  изъ  уравнен1Я  (11)  им^емъ: 

('",-';'«)=^(е,-';'оГ  (12) 
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Если  въ  функщи  (б,  1г)'о)  сд^Ьлаемъ  6  =  1,  то  будемъ  инЪть: 

(1,^о)=>)'о  +  ^е+ +^^''-'^'  =  ^0  (13) 

Полагая  последовательно  въ  уравнеши  (12)  п  =  0,  1,  2,  3,...,е' — 1   бу- 
дежъ  имЪть  сл']Ьдующую  систему  линейныхъ  уравнен1Й  числомъ  е': 

Vо  +  еV.  +  еV2.+ +е2(''-V(.•-1)е  =  (•^Vо)  =  ^'(^^Гу    (14) 


-^(^ 


г) 


изъ  которыхъ  непосредственно  опредЪляютъ  перходы  •п^\  т^Л ...  въ  функ- 
Ц1И  уже  извЪстныхъ  количествъ.  Если  изъ  этихъ  уравнен1Й  опред']^и]гь 
одинъ  изъ  пер10Д0въ  тзо'»  ^<Л  •  •  •  >  наприм4ръ  1г)о',  то  всЬ  другхе  суть  рац10- 
нальныя  функщи  этого  посл']^дняго  (§  285).  Перходъ  1^0'  найдемъ,  складывая 
уравнешя  (14)  и  замечая,  что  для  Л=1,  2,  3, . . . ,  е' — 1  им'Ьемъ: 

при  этомъ  услов1и  пер10ды  т)'« ,  ^'« , .  • .  исчезнутъ  и  мы  найдемъ: 

Vо  =  -^{(1,Vо)  +  (е.Vо)  +  (е^Vо)+ +(е"Л^о)) 

(16) 

=ц^+!/т+Ц;,-^'+....+ЩЦ'-Ч 


гд'Ь  У  Т  есть  е'-й  корни  уравнен1я  и  такъ  какъ  этотъ  корень  им^^етъ  е' 
значешй,  то  выражеше  (16)  будетъ  им^Ьть  е*  значешй,  который  и  будутъ 
представлять  вс^  е'  пер10довъ: 


""^О    »   ""^в    >   Ч^м    »    •    •    .    >    '^{€,-1\*  (16) 

Изъ  формулы  (15)  видимъ,  что  уравнешя  б'-й  степени,  коего  корнями  суть 
пер1оды  (16)  сводятся  на  р^Ьшеше  двучленныхъ  уравнеши  (2)  и  (9),  какъ 
было  сказано  выше. 
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§  206.  Такъ  какъ  и()оби1,е  Т  ость  составное  количество,  то  оно  им'Ьетъ 
форму: 

7г(со8'>р  +  ^«1П  ср)  (17) 

гд'Ь  В  положительное  количество,  следовательно: 

(е,  г/о)''  =  Л(С08  (р  +  ;81П  (?)  (18) 


откуда: 


/         ^       1/ъ/       ^+2Л7г   ,    .  .    (р+2Л7г\  ^,^. 


гд*  V  и  должно  в:и1ть  со  зпакомъ  +•  ♦^ам'Ьтимъ,  что  е~^,  а~^  суть  выра- 
жен1я,  сопряженпыл  выражеш'лмъ  е  и  а,  такъ    что    чрезъ    подстановленхе 

/1-1 

а~^  т.е.  а''  "    вмЬсто  а  перюды    у;о',  ъ,\  .  .  .  ,  ^^\,^^x),   переходлтъ   въ  т/^,-], 

«# 

т!р^\     ,.-.,  ■^//>— 1      ,       ,  выражеп1е  /е"\  ^'/>-1)   ^^'сть   сопряженное   выра- 
жен1Ю  (г,  г/о),  а  уравнен1е: 


I  е-\  г/;,_1 1  =  7?(со.ч  '^  —  /  81п  ср) 


есть  сопряженное  уравнен1ю: 

(е,  "О  о)''  =  ДС08  Ср  -}-  '''^1П  ^) 

перемножая  которыя,  найдемъ: 


Л'2  =  (е,  г/о)  Г  г  ',  г;,^г\  (20) 

Соображаясь  съ  уравнен1*ялти  {'))  и  (И),  имЬемъ: 

(е,  г/о)  ^е-\  г/,_1  ^  \  =  (е,  г/о)  (е-^  г/^_Л  (21) 

т.  е.  выражен1е: 

{^.гЯ,-'\г!,Л  =  и  (22) 

не   изменяется    зам'Ьи;ен1емъ    а   на    а^',    следовательно   его  величина  из- 
в'Ьстна,  означимъ  ее  чрезъ  И,  Соображаясь  съ  уравнен^емъ  (20),  найдемъ: 

+  }^11==-\-}/и  (23) 

АЛГВБРАИЧ.    АНАЛИ;)Ъ.  62 
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гд-Ь  знакъ  +  означаетъ,  что  въ  об'Ьихъ  числахъ  этого  уравнен1я  взлтъ 
знакъ  предъ  корнями  -|—  Такииъ  образомъ  изъ  (19)  найдеиъ: 

(с.  .'о)  =  +  Уй  (сов  ^±?^  .•  8Ш  ^)  (24) 

гд^  должно  положить  последовательно: 

Л  =  0,  1  ,2,...,  е'—1 

Такъ  какъ  т/^  съ  помощью  формулъ  (15)  выражается  ращонально  чрезъ 
(е,  г/о)  и  чрезъ  извЪстныя  количества,  то  мы  имЬемъ  следующее  предло- 
жеше: 

Предложенге.  Уравнен1е  е'-й  степени,  коего  корень  есть  >з'о  будетъ 
р'Ьшено,  если  р^шимъ  уравнен1е  х^' — 1=0,  разделяя  уголъ,  который  мо- 
жетъ  быть  построенъ,  на  е  равныхъ  частей,  и  извлекая  квадратный  ко- 
рень изъ  изв'Ьстной   величины. 

§  297.  Мы  предположили,  что  уравнен1е,  коего  корнями  суть  перш- 
лы  'По,  ^1»  ^^г*-*-*  '^(-1  р']^шено,  и  на  основанш  этого  нашли  выражешя 
для  пер10довъ  т)'о,  т')'*, . . . ,  т^'г*, . . . ,  Ще»-!}*,  изъ  коихъ  составленъ  перюдъ  тз^. 
Но  предыдущ1Й  способъ  можно  приложить  прямо  къ  опред'Ьлешю  перю- 
довъ  тзо»  ^ь-'ч'Зг-ь  Для  этого  надобно  только  е,  е',  Г  заменить  1,  е,  Г, 
то  изложенный  выше  методъ  даетъ  способъ  выразить  е  {-членныхъ  перхо- 
довъ  въ  функщи  коэфиц1ентовъ  уравнен1я  (1).  Для  этого  необходимо  толь- 
ко определить  разр^ьшающую  функщю: 

(в,  >Зо)  = 'Зо  +  61^1  +е%+  .  .  .  •  +б*""^»)^1  (25) 

где  е  есть  первообразный  корень  уравнен1я: 

а;'— 1  =  1  (26) 

Определивъ  разрешающую  функщю  (е,  г^)  съ  помощью  ее  и  уравпен1й 
(12),  будемъ  иметь  функщи: 

(е^  1^о)  ,  (е^  1Г)о)  ,  .  .  .  ,  {^*-\  >)о)  (27) 

выраженные  ращонально  въ  известныхъ  количествахъ  къ  которымъ  при- 
числяется и  корень  6.  Если  функщя  (25)  и  функщи  (27)  будут  ь  опреде- 
лены, какъ  сказано  выше,  то  будемъ  иметь  выражен1е  для  перюда  г^: 

1^0  =  4-  [  (Ь  ^о)  +  (€.  ^о)  +  {^\  %)  +  ...+  (^^^  Ч)  ]  (28) 

V 
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въ  которомъ: 

Сами  же  разугЬшающал  фу11кц1л  (е,  г^о^  есть  корень  двучлеинаго  уравпеи1я: 

X'  =  Т  (29) 

гд'Ь  Т  есть  рациональная  фупкц1л  отъ  цЬлыхъ  чиселъ  и  отъ  корня  е. 

??  298.  Накопецъ  :>тотъ  методъ  можно  прямо  приложить  къ  урав- 
нен1Ю  (1): 

;    =0  (30) 

X  —  1 

для  этого  надобно  но.1ожить  б'=1,  ('=^р — 1,  Г=1  и  определить  ра;$р'Ь- 
шающую  функц1ю: 

(е,а)  =  а  +  (*)а"-]-(о2а'/-'+  .  .   .  -|-о)''-^~-  (31) 

гд'Ь  (О  есть  нервообразный  корень  уравпен1я: 

.г^'-1— 1=0  (32) 

и  разрешающая  функц1я  (со,  а)  есть  корень  уравпен1я: 

.г''-1  =  Г  (33) 

где  Т  есть  известная  ра1иональная  фупкц!я  иелыхъ  чиселъ  и  корня  (о. 
Если  р'Ьшивъ  уравненхе  (33),  будемъ  имЬть  разрешающую  <|)унк1ию  ((о,  ос), 
то  формулы  (12)  дадутъ  функцти: 

(со%  а)     ,     ((0^,  а)     ,     .     .     .     ,     ((о''~-,  а) 

которыя  будутъ  выражены  рагцонально  въ  функ1ии  («о,  а),  а  зат'1'>мъ  бу- 
демъ  им'Ьть  корень  а: 

а  =  -_  ^  [  ( 1 ,  а)  +  ((О,  а)  +  ((о'-\  а)  -|- +  ((о^'--\  а)  ]  (34) 

§  299.  Если  въ  выражен1И  (со'',  а)  числу  Л  дадимъ  значенхя  Г,  21', 
ЗГ,...,(^; — 1)1'  И  зам'Ьтимь,  что  о)^  есть  первообразный  корень  уравпеи1я 
х' — 1=0  (2),  который  можно  взять  вместо  е,  то  выражеп1е  («'',  а)  полу- 
чить постЬдовательно  значен1я: 

\^ч  '^^^'     ч     (^"^  ^/о)     ?     •     •     •     ?     (^'~  » ''/о) 


492  ГЛАВА  XIX. — РФШЕН1Е  ДВУЧЛЕННЫХЪ  УРАВНЕШЙ. 

Сл-^^довательно  необходимо  опред']^ить  только  функщю  (и,  а),  чтобы  им^ть 
всЬ  данныд  для  р^шен1л  не  только  уравнешя  (30),  но  и  уравненхй  конхъ 
корни  суть  перюды,  составленные  изъ  корней  уравнешя  (30).  И  такъ,  рЬ- 
шен1е  всЬхъ  уравненхй  какъ  (30),  такъ  и  уравнен1й  нерходовъ  сводится 
къ  опред^лен1Ю  функщй  ((■>,«).  Займемся  этой  функц1ей. 

§  300.  Функц1Ю  ((!>*,  а)  можно  написать  въ  символической  формЪ: 

(ь>\а)  =  ^(л^м^  (35) 

Если  |х  будетъ  наименьш1й  остатокъ  степени  ^  по  (Мр),  то: 

^^  =  |л(-2Мр) 

следовательно: 

X  =  1п(1  (IX) 

откуда  им'Ьемъ  также: 

а^  =  а»* 

въ  силу  этого,  формулу  (35)  можно  написать  въ  форм^: 

(а)*,а)=  ^«""Ча»*  (36) 

если  X  получитъ  значешя  0, 1, 2,^>— 2,  то  и-  получить  значешя  1, 2, 3, . .  ,^р— 1. 
Для  Л  =  0  им^емъ: 

(1,а)  =  а  +  аа4-а«+  .  .  .  +«1^1=— 1         (32) 

прилагая  формулу  (11')  къ  настоящему  случаю,  основное  свойство  разре- 
шающей функщй  (о>,а)  выразится  сл^дующинъ  уравнен1емъ: 

(и)*,  л9)  =  ©-*(©*,  а)  (38) 

изъ  котораго,  если  %  =  (,  то  ш^=е,  е  есть  первообразный  корень  уравне- 
шя а^ — 1=0,  а  возвышая  (со^  а)  =  (в,  т^о)  въ  е-ю  степень,  получимъ: 

(^\  ляу  =  (й)^,  а)* 
ИД9 

{^.чУ={^.щУ  (39) 
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изъ  ЭТОГО  уравнеп1я  видимъ,  что  (е,  -%)'  съ  изм^»нен1емъ  а  на  а''  не  изме- 
няется, сл'Ьдовательно  есть  величина  извЬстная  (§  284).  Если  въ  (38)  поло- 
жимъ  Л=1  и  возвысимъ  въ  }) — 1-ю  степень,  то  будемъ  имЬть: 

((о,а'7)^'-1  ^(^^^^^/>-1  (40) 

т.  е.  2^ — 1-ая  степень  1)азр'Ьшающей  функфи  ((!>,  а)  есть  величина  ращо- 
нально-изв'Ьстнал. 

Чтобы  определить  эту  степень  и  двучленное  уравнеше,   отъ  котора- 
го  зависитъ  (|)ункц1я,  разсмотримъ  ироизведен1е: 

((о\а).(У,  а)  (41) 

гд'Ь  Л  и  /♦;  суть  ц^лня  числа,  коихъ  сумма  не  д'Ьлится  на  2? — 1. 

Это  произведение  можетъ  быть,  въ  силу  формулы  (36),  написано  какъ 
двойная  сумма: 

((0\  (о)  (со*,  а)  =     у        У  «^'^"''^  ЬИи.11х'о^И  ^'  (42) 

|х'     1      |..    1 

Т-Ь  изъ  членовъ  этой  двойной  суммы,  въ  которыхъ  [х'  имЬетъ  одно  и  то- 
же значен1е  образуютъ  простую  сумму: 

(1--    р-1 

М-  1 

Если  |х  получитъ  вс1>  значеп1я  1,  2,  3,...,  ^> — 1,  то  въ  тоже  время  про- 
изведен1е  \к[к\  будетъ  сравниваемо  съ  этими  числами  по  (3/)Д  только  въ 
иномъ  по1)Идк'Ь,  дал-Ье,  такъ  какъ  показатели  корпя  а  могутъ  быть  заме- 
щены числами  сравниваемыми  по  {Мр),  а  индексы  такихъ  чиселъ  равны, 
то  очевидно  въ  формулЬ  (43)  вместо  и.  можно  поставить  [Х(л'  и  сообража- 
ясь съ  уравнен1емъ  (§  110,   13): 

1п(1(/.1л'      1п(11А-}-1п(1|х'(Л/)>— 1) 
сумм'Ь  (43)  можно  дать  форму  пропое: 
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откуда  найдемъ: 

(о)*,  а)  ((!)*,  а)  =  У      У  о* ^"^'  »'+<*+*) ^"''  »*'а<»+»^)«^'  (44) 

Начнемъ  съ  суммы  относительно  \к\  Эта  простая  сумма: 


получится  изъ  формулы  (36),   если   въ  ней  зам']Ьстимъ  а  и  А,  величинами 
а^+»*  и  А4"*1  ^то  дастъ: 


у  (»(*+*)  1па  К'а(  1+1. )  К'  =  (^дА-Ь*^  д  1+,.)  (45) 

Между  числовыми  значенхями,  которыя  получаетъ  [д.,  есть  одно  р — 1,  для 
котораго  1  +  |х  делится  на  р.  Этому  значенхю  соотв4тствуетъ  простая 
сумма: 

((»*+*,  0  =  1+  (0*+*  +  й)2(*+*)  4-  .  .  .  +  б)^я-а)(А+*) 

которая  (§  220,  32)  равна  нулю,  такъ  какъ  А  +  й  не  д-Ьлится  на  2^ — 1. 
Для  остальныхъ  значенхй  (1,  прилагая  посл-^днее  уравненхе  (38): 

((О*,  а^"*)  =  0)-*"»  (ю*,  а) 
или  также: 

(о*,  а*»)  =  (О-*  ^'"^ "  (о*,  а)  (45') 

найдемъ: 

((»''+*,  а1+»*)  =  а,-(А+*)1"'»  (1+1*)  (о)*  ^-*,  а) 

Подставляя  это  выражен1е  въ  (45),  найдемъ: 

Нч=1 

помножая  это  уравненхе  на  ю*  !"<*»*  и  суммируя  относительно  [д.,  найдемъ 
наконецъ: 

»*=Р-2 
(Ю*,  аХй)*,  а)  _     ^Ч    ^^,А1пд,*-ЧА+*)1ос1(14-»*;  /^6) 

(0)*+*,  а)  ^ 

Р=1 
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Откуда  1и1днмъ,  что  частное^  норной  части  этого  уравнеп1'л  есть  цЬлая 
функц1я  корил  0),  или  ость  сложпоо  число  корил  двучлеипаго  уравпен1я 
(§  282). 

Шъ  симметр1и  первой  части  уравнен1л  (40)  отиоснтельио  Л  и  к  сле- 
дует ь,  что  сумма  второй  части  можетъ  оыть  иам1иц,епа  другой: 


._  !>— 2 


У- 


.■1п.|/-(Л-Ц)1|и1(1  Ь>)  /  .^ч 


>     1 


ЧТО  легко  показать  с.гЬдующимь  обрааомъ: 

Опред'Ьлимъ  число  V  такъ,  чтооы  оио  было  меньше  ^>  и  удовлетворяло 
сравнеи1к)  {IV  1(Л/у>),  то  {х,  V  одиовромеипо  получать  всЬ  значеп1я  1,  2, 
Я,  .  .  . ,  2> — 2?  только  вь  ралличиых ь  порлдкахъ,  такъ  какъ  для  зиачен1л  [х 
изъ  :)того  ряда  получится  :зпачеп1е  илъ  ряда  1,  12,  Я,  .  .  . ,  р — 1  за  исклю- 
чеп1емъ  послГ.дняго,  которое  соотиГ>тствуетъ  зпачеп1Ю  [^.=7> — 1  и  обрат- 
ному. Но  мы  пм'кемь  изъ  сравшш1я  [ху       1[^1р): 

1\и1[1      —  1и(1у(Л/7>— 1) 

и 

1ш1(Ь'п^)  +  1п(17      1ш1(у4-р.у)      1и(](у+1) 

Сл1цовательпо: 

1и(1  (1+|х)  ~  —  1ш1  V  +  1па  (1+у) 
откуда: 

Л  1ш\1х  —  (к-\-1)  1п(1(\+[1.):-к'  1т\у  —  (Ь-^1)  1ш1(1+у)Ш^)— 1) 

а  изъ  :*того  вытекаеть  равенство  вышеупомянутыхъ  суммъ  (40)  и  (47). 

§  :|01.    Формула  (40)  теряетъ  свое  зпачен1е,  если  к  =  к,  такъ    какъ 
въ^)Томъ  случаЬ  к-\-к  дЬлится  на  ;; — 1,  но  составляя  прямо  произведен1е: 

((о\а).(й)-\  а) 
найдемъ: 

Р>ли  теперь  будемъ  поступать  какъ  въ  обп1.емъ  случаЬ,  зам'Ьп1,ая  (д.  чрезъ 
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11(1'  И  суммируя  относительно  (!',  то  найдеиъ: 


а=1     а^ 


Если  1+|л  отлично  отъ  р,   то  сумма,   стоящая  въ  скобкахъ,   равна  — 1, 
только  при  \^=р — 1  эта  сумма  равна  2)— 1,  следовательно,  будемъ  им-Ьты 

|1=р— 1 

Но  мы  им4емъ  1пй(р — 1)  =  ^^г— ,  а  изъ  уравнешя: 


_1  =  и2  4-пи2'— п  =  о 


р~1 


им  1.емъ  а>  ^  =  —  1 ,  ибо  въ  противномъ  случаЪ  ш  не  былъ  бы  первообраз- 
нымъ  корнемъ  уравнешя  а:'*""^  —  =  0.  Если  А  не  делится  на  ^)— 1,  то 
очевидно  будемъ  им-Ьть: 

такъ  какъ,  когда  (л  получаетъ  звачешя  1,  2,  3, ...,р— 1,  то  1п(1|л  поду- 
чить аначен1е  ш,  1 ,  2 , . . . ,  р —  1 .  Следовательно  найдемъ,  если  К  не  де- 
лится на  ,р — 1,  следующее  замечательное  уравненхе: 

(ш*,а).(б>-\а)  =  (-1)*^  (48) 

Если  въ  этой  формуле  изменимъ  а  на  а''^  то  будемъ  иметь: 

(а>*,  а--1)  (ш-*,  ог^)  =»  (— 1  )*р  (49) 

положивъ  Л  =  1  въ  (48)  и  (49)  и  перемножая  результаты,  найдемъ: 

(о,  а)  (и-\  аг')  {^^-\  а)  (»,  а-1)  =^р^  (60) 

Легко  видеть,  соображаясь   съ  (45'),  что   множители  (ш,  а)  (ш-^^  а~*)   и 
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(а)~^  а).((и,  а^М  равны  и  какъ  11рои:тодеп1Я  сопряжопнихъ  составныхъ  ко- 
личествъ  им'Ьютъ  положительную  величину.  Извлекая  квадратный  корень 
изъ  (50),  пайдемъ: 

11роизведен1'е  (со,  а)(б)-\  а~^)  будетъ  ничто  иное,  как7>  1[  {22\  если  тамъ 
изложенный  методъ  нриложимъ  къ  случаю  г  =  1,  е'=гр — 1,  Г^1,  т.  е. 
къ  р'1»шен1*ю  уравнен1л  (оЯ). 

§  302.  Формулы  (4Г))  и  (48)  ведутъ  къ  весьма  важной  формуле,  ко- 
торая даетъ  вс'Ь  (элементы,  служап1,1е  къ  ])Ьн1ен1ю  какъ  уравнен1я  Д'Ьлен1я 
круга,  такъ  и  ураинеи1Й    пе[)1одовъ. 

Если  ноложимъ  въ  (40)  Л  =- г/Л,  то  вторая  часть  :>тог()  уравнеп1Я  бу- 
детъ Ц'Ьлая  съ  дЬлыми  ко:м|>иц1еитами  функц1Я  отъ  ы\  или  оудеть  сложное 
(§  282)  число,  образованное  изъ  со'',  означимъ  его  символомъ  4'н(с1)'').  такъ 
что  уравнен1С  (40)  приметь  форму: 

((и\  а).((и»\  а)  =  ((о^''+^)\  а).ф,(<о'')  (52) 

гд'Ь  предполагается,    что    ни  одно  изъ  чиселт»   //,  пЬ^  (//+!)//    не  делится 

на  р — 1. 

Иоложимъ  въ  уравненти  (52)  последовательно  гг=1,  2,  Я, .  .  . ,  »г — 1, 
полученные  результаты  неремножимъ,  выбросивъ  равныхъ  множителей  изъ 
обоихъ  частей,  найдемъ  искомую  <(»орму: 

(о>\  аУ"=(а)'"\а).ф,(о/).ф.Д(./)  ,  .  .   .   ,  ф.»- 1(а)'0  (5:0 

Если  въ  уравнен1И  (52)  ноложимъ  //=^1,  то  п  можетъ  получить  только  тЬ 
значения:  1,  2,  3, . . .  ,;> — ?>,  при  которыхь  ни  одно  изъ  чиселъ  Л,  пЬ,  (п-\-\  )Л 
не  будетъ  делиться  на  р — 1.  Следовательно,  при  ;)Томъ  услов1и  уравнен1е 
(53)  сд'1'.лается: 

{(О,  а)"'  =  ((и'",  э().ф1((о).ф2(с«>)  ,   •  •   •   ,  Фш-1((и)  (54) 

Это  основное  уравиен1е,  которое  суп1.ествуетъ  для  всЬхъ  зпачеп1Й  ш<^]) — 1, 
даетъ  выражеп1с  (о)"',  а)  въ  ра1иональной  <|)ункц1и  (о),  а)  и  изв'Ьстныхъ  ве- 
личипъ. 

Чтобы  найти  то  двучленное  уравнен1е,  которымъ  определяется  (м,  а), 
ноложимъ  т=^р — 2,  уравнеи1е  (54)  сделается: 

(о),  а)''--  =  (й)''-^а).ф1((о).фо((и)  ,  .   .  .   ,  Ь-'лМ  ^'>'') 

помножимъ  это  уравнение  на  уравнеп1е: 

(о,  а). (6)/'  ■'-,  а)  =  — ^^ 

АЛГЕВРАИЧ.    АИАЛНЗЪ.  Г)3 
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которое  получится  изъ  (48),  полагая  въ  пемъ  Л  =  1,  найдемъ  уравнение: 

(а),а)^1  =  — рф,(со).ф2(а))  ,  .  .  .  ,  ^з(<»)         (50) 

отъ  котораго  зависить  р']Ьшен1е  всЬхъ  остальныхъ. 

§  303  .Мы  выше  сказали,  что  функщя  (е,  т)о)  и  ей  подобныя  могутъ 
быть  выражены  ращонально  въ  функц1и  (ш,  а)  и  изв'Ьстныхъ  величинъ. 
Это  можно  показать  съ  помощью  формулы  (55),  если  въ  ней  вм'Ьсто  т 
возьмемъ  Г,  2Г, . . ,  {е — 1)Г. 

Легко  показать  какимъ  образомъ  уравненхе  (53)  можетъ  служить  къ 
составлен1ю  того  двучленнаго  уравнешя,  изъ  котораго  получается  прямо 
функщя  (о),  т)о).  Для  этого  положимъ  Л  =  Г  и  (0^  =  в,  то  (со^  а)  =  (е,  тд©). 
Формула  (52)  въ  этомъ  случае  можетъ  быть  только  тогда  приложена,  когда 
числа  п{,  (п+1)^  не  делятся  на  ^?— 1,  а  следовательно,  числа  п  и  пН-1 
не  д'Ьлятся  на  е.  Формула  (53)  при  этихъ  услов1яхъ  сделается: 

(е,г;оГ=(е-,1Г1о)Ф1(е).Ф2(б)  ,  •  .  .  ,  Фт-1(е)  (57) 

полагая  т  =  е — 1,  найдемъ: 

(е,Т1о)'-^  =  (е'-\^о)Ф1(е).Ф2(е)  ,  •  •  •  ,  Ф'-Че)  (57') 

Но  уравнен1е  (48),  полагая  въ  немъ  А  =  Г,  даетъ: 

(в,т1о)(е'-\г,о)  =  (-1)'р 

умножая  на  него  (57')  найдемъ: 

(б,^о)^  =  (-1)!р.Ф1(О.Ф2(е)  .  .  .  Ф.-1(е)  (58) 

Чтоже  касается  до  функц1Й  (е^,  щ) .  (е^,  г^) . . .  (б*~\  щ)  для  вс4хъ  значен1й 
ш<е,  то  он*  определяются  изъ  формулы  (57),  полагая  т=2,  3,...,  е— 1, 
въ  функщи  (е,  1Г)о). 

§  304.  Если  въ  уравнеши  (56),  для  краткости,  на  м'Ьсто  второй  части 

поставимъ  снова  Т  и  раздожимъ  дробь  —-г   на  частныя  дроби: 

=  -— И ^+  .  .  .  ±п  (59) 


р—1       ^о,         ^а, 
гд*  з",  3?%...   суть   простыя    числа   составляюп^1я  р — 1,  и  п,  т^  Шх,... 
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суть  ц'Ьлыл  числа  изъ  коихъ  т  <  (/\  Ш|  <  7^'  ?  •  •  •  ?  '^^>  можно  положит!.: 

ч       ъ 

((о,(х)=Г'">/Г'"  УГ"' (00) 

\\ъ  ;)Томъ  выражси|'и  для  каждаго  нзъ  корней  можно  в;злть  прои;яюльио 
одну   изъ  его    возможныхъ  величинъ,    такъ  какъ  так1Я  соединен1л  дадутъ 

/'-1 

всего  ^> — 1  различныхъ  величинъ  для  (со,  ос)  =  1  г,  одну  \иъ  нихъ  произ- 
вольно в;^ятую  и  можно  принять  ьа  (ш,  а). 

Изъ  :)ТОГо  вндимъ,  что  пеизвЬстние  ^иементы  въ  1)'Ьшен1И  выра- 
жаются рац1онально  въ  <})ункц1'и  (о,  а),  которая,  какъ  видно  изъ  ((юрмулы 
(00),    составлена    изъ  корней,    степени   коихь  суть   степени  простыхъ  чи- 

селъ  ({^^  7^»  •  •  • '  подъ  которыми  находятся  степени  известной  функ1ии  Г. 
Такимъ  образомъ  въ  р'1>шен1я  уравнение  какъ  (1),  такъ  уравнеи1й  иер10- 
довъ  будутъ  входить  корни,  коихъ  показатели  будутъ  степени  простыхъ 
чиселъ. 

>:?  о05.  Остается  еще  показать,  что  вс1'>  р(1^)>ыаа70щ1и  (1|)"',а)  выра- 
жаются тГ.ми  изъ  нихъ  в'ь  которыхъ  ю'"  есть  первообразный  корен1>  урав- 
нен1я,  степень  коего  есть  степень  простаго  числа.  Чтобы  это  показать, 
положимь  какъ  выше: 


а.  а.   а. 


1>-\=  'ГчУ1 


«  '  1     ,      .       .      .       ,  I  I   


и 

(I  '  п.  '  '  '  ^    III 

Ч  7. '  7' 

нусть  т  будетъ  какое  пибудь  цГ.лое  число  меньше  р — 1,    то  можно  поло- 
жить: 

ш  =  п1 -]- Пх1х-\г  и/оЛ-   ....   -{-'^^  +  -^7^ — П  (01) 

гдЬ  м,  ;/|,  //_.,.,.  суть  ц1.лыя  положи  пмьпыя  числа  меньше  7^',  7?'?  ••»  (/«"'? 
а  2  положительное  или  отрицательное  цЬлое  число. 

Такъ  какъ  (о''~'  ^=  1 ,  то  имЬемь,  очевидно: 

Г^сли  чрезъ  ф(Д, /л  (о)  означимь  выражеп1е: 

(о/,  а)  ((О*,  а)  ,   ,    ,      . 


(0)"   \а) 
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которое  есть  ц']Ьлая  съ  ц'Ьлыни  коэфиц1ентами  функщя  только  корня  ш, 
и  если  Л+А;  не  дЬлится  на  р — 1,  то  будемъ  им-Ьть  изъ  уравнен1я: 

(о)*,  а)  (о)*,  а)  =  ф(Л,  Л,  о) .  (©Н-*,  а)  (62) 

посл'Ьдовательно  сл^дующхя  уравнешя: 

(о)^,  а)(а)^Н*1,  а)  =  ф«  щЬ, ,  со). («♦^+^1^1,  а) 

•  ••••••••••• 

(в,«'+М+...+н.-1'м,  а)(а)"*  а)='Кп/+а,<,+...+иЛ,  а)).(»«<-Иь''+--Ии^  а) 

перенножая  которня  найденъ: 

гд4: 

Ф(ск))  есть  Ц'Ьлая  съ  целыми  коэфицтентами  функцхй  только  отъ  со,  гд-Ь 
сумма  ц'Ьлыхъ  чиселъ,  входящихъ  въ  каждую  изъ  функщи  ф,  какъ  легко 
вид-Ьть  не  делится  на  |?— 1. 

Пусть  8  =  д'*~"^д?1~'^1  . . .  д?*^'*^*  есть  общ1й  наибольш1Й  делитель  чиселъ 

ш  \а  р  —  1,  С|)*"  есть  первообразный  корень  уравнешя  стеиени  д**?^ . . .  д?*, 
то  изъ  уравнен1я  (61),  такъ  какъ  ж^  числа  ^1,  1^,...  ^и  д']^1ятся  на  д", 
сл'Ьдуетъ,  что  наибольшая  степень  д  въ  числахъ  п  и  р — 1  есть  д"~^  то 
наибольш1Й  общ1й  делитель  чиселъ  пЬ  т  р — 1  есть  д"~^д?*,...  ,дЛ,  а  сле- 
довательно  со**^   есть   первообразный   корень  двучленнаго  уравнен1я  коего 

степень  есть  д**.  Точно  также  можно  показать,  что  со*^^^.  ..^о***^*  суть  пер- 
вообразные корни  двучленныхъ  уравнен1й,  коихъ  степени  суть  д"» ,  ^ ,,.,  дЛ, 
какъ  выше  было  сказано. 

§  306.  Т-Ь  разр^Ьшающ1я  функц1и  (со*,  а),  въ  которыхъ  со*  есть  ко- 
рень двучленнаго  уравнен1я  степени  д^,  могутъ  быть  найдены  сл'Ьдующимъ 
образомъ. 

Положимъ  въ  уравненхи  (54)  т^=^,  то  извлекая  корень  д-ей  степени 
будемъ  имЪть: 

(0,^  а)  =  ]^Ф1(о*).Фа(«'') .  • .  +9-1(со").(«>*',  «)  (64) 


ГЛАВА    XIX — 1'ЪШЕШК   ДИУЧЛЕННЫХЪ    УГАПНЕН1Й.  501 

если  вм'Ьсто  м  постакнмъ  110сл'1;довательио: 
то  найдемъ  слЬдуюиця  выражен!)!: 


((о''?,  а)  =  У  ф,(У"0.ф2^(о'''') . ..  ф./-  1(со'"0.(й)'"^\  а) 


(й)'"/^^  а)  =  К  ^1  (0)'"^^ ) . Ф2(('^'"''^  .  • .  Ф</-1^<«'"'0  •  Ы''\  ^')  (^>''>) 


Если    теперь  въ  <|)()рмулЬ  (54)  со  замЬстимъ  чре;гь  «''""  ,  т    '!ре:п^  (/  —  1   и 
умножимъ  на  (со'"'""  ,  а),  то  найдемт,,  замЬчая,  что: 


(О 


(7-1)/./^-^  =  (о'"/' .  (О   ^'-1      и      (о/)^/'  =  1 


(а>^'-\а>==ф,(о/'/'-^) ф,_,((о^'-^).((о"'/'-\а).(б)-^'-\а) 


но  иаъ  (48)  им'Ьемъ: 


Следовательно  оудемъ  им^ть  иослЬднюю  (|)орму: 


((о^'-\  а)  =  К  ф,  (о/"/"--') .  . .  ф,^^,((о'^'-^).  (— 1  )^"/'Т^  (60) 

которая  служитъ,  вмЬсгЬ  съ  фо1)мулами  (04)  и  05),  для  нахождонхя  <{)унк- 
Ц1*и  ((о'\  а)  а  нослЬдовательнымъ  иувлечеш'емъ  корней  ^-й  степени. 

Функц1и  ф,  числомъ  (^ — 1,  входяп1,1я  въ  предыдупия  формулы,  могутъ 
быть  сведены  еп1.е  па  мецьп1ее  число  и  гакимъ  опрааомъ  еп1.е  унростятъ 
р'Ьшен1е,  но  мы  на  :»томъ  не  остановимся,  а  отошлемъ  читателя  къ  сочи- 
нен1ю  Гаусса. 

Р'Ьшен1е  двучлепнаго  уравнения,  данное  до  §  299  находится  въ  Гаусса 
Г)!8<|и1  §  860.  Поел!»  Гаусса  Лагранжъ  въ  его  „Тга1<:ё  ьиг  1а  ге8о1и110п  (1е8 
е(1иаМоп8  пишег^с^иен"  :и1нимался  т'1'>м'ь  же  нредметомъ  и  казалось  унростилъ 
сиособъ  Гаусса,  но  :>то  упрощение  только  кажуи1,ееся.  Сведсн1е  же  рЬше- 
Н1я  двучленныхъ  уравнен1й  па  опред'Ьлен1е  функц1и  '1^л((о''),  данное  Якоби 
было  уже    изв'Ьстно   и   1  ауссу,    по   опубликовано  было    только   послЬ   его 


502  ГЛАВА   ХГХ. — РЗШВН1Е   ДВУЧЛЕННЫХЪ   УРАВПВН1Й. 

смерти.  Этииъ  предметомъ  занимались  также  Коши  и  ЭйзенштейЕЪ.  При- 
ложимъ  это  къ  частпымъ  случаямъ. 

§  307.  Остается  показать  какъ  найти  въ  каждомъ  случа'Ь  сложное 
число  ф||(о*),  образованное  изъ  корня  со*.  Пусть  ю'^  будетъ  иервообразный 
корень  уравнешя  ж*  —  1  =  О,  что  случится,  если  положимъ  А;  =  /*,  а  р—1  =  е./*. 
Пусть  10^  =  6,  то: 

^  1т\\»^(п-}-1)  1|и1(1-М»;  (62) 

К^1 


Ые)=  ^ 


Въ  этой  формул'^  иоказатели  корня  в  должны  быть  взяты  по  (Ме).  Для 
вставлен1я  индексовъ  надобно  взять  какой  нибудь  изъ  первсобразныхъ 
корней  д  простаго  числа  р  и  вычислить  1пд  [I.,  давая  числу  (л  всЬ  значе- 
Н1Я  1,  2,  3, . . . ,  р — 2,  и  зат-Ьмъ  вычислить  показателя: 

1пй|1.  — (п+1)1п(1(1+|1.) 

и  взять  ихъ  остатки  по  модулю  е.  Зат']Ьмъ  сосчитать  сколько  разъ  повто- 
ряется число  О,  1,  2,  3,...,  е — 1,  и  если  найдемъ,  что  оно  повторяется 
О,  Ао  разъ,  1  Ах  разъ,  2  А2  разъ  и  т.  д.,  наконецъ,  е — 1  А$-1  разъ,  то: 

Ао  +  Ах+А^ +А^1=р-2 

и  составное  число  фп(б)  будетъ: 

Пояснимъ  это  прим'Ьромъ.  Пусть  2}=61  и  ^[(б)  требуется  вычислить  для 
первообразнаго  корня  е  уравнен1я  х^ — 1=0.  Следовательно,  зд'Ьсь  е=5. 
Одинъ  изъ  первообразныхъ  корней  простаго  числа  61  есть  2,  требуется 
вычислить  составное  число: 


Ф1(*)  =  2 


Ц--59 

^1п(1|1-21п(1((А-{-1) 
|л=:1 


Ооставимъ  следующую  таблицу: 
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Иаъ  этой  таблицы  видно,  что  показатель  О  корня  е  повторялся  12 
разъ,  т.е.  Ао=12,  показатель  1  повторялся  также  12  разъ,  т.  е. ^1  =  12, 
точно  также  найдемъ: 


Сл-Ьдовательно: 


откуда: 


^2  =  6     ,    Л  =  15    ,    Л  =14 


Л  +  ^1+>42  +  Л  +  Л  =  59 


ф,(е)  =  12  +  12е  +  бе^  +  15еЗ  -{-  14б* 


Приложимъ  все  вышеизложенное  къ  сл'1^дующимъ  прим'1^римъ: 

Иримгьрь  1.   Для   перваго  приложен1я  предыдущей   теорш  возьмемъ 
простое  уравнеше,  которое  мы  уже  р'Ьшили  выше  (§291,пр.  1). 

X — 1 

Первообразный  корень  уравнен1я: 

а:*— 1=0 

есть  г,  следовательно,  е  = «  и  опред'Ьлимъ   разр'Ьшающую  функщю  (|\  а), 
которая  есть  корень,  въ  силу  формулы  (56),  двучленнаго  уравнешя: 

(г,«)*  =  -5ф,(0.Ф9(0 
а  сложныя  числа  ^1{г)  и  ФгСО  будутъ: 


Н1^1 


(*=8 


ф^  (^)  =  У  г '"''  '*"*^  ^'"^  ^^'^^^    ,    ФгС^)  =  У  ^  ^'"^  '^"^  ^"'^  ^^'^^^ 


|х=г 


Н1=1 


Возьмемъ  первообразный  корень  простаго  числа  5,  меньшхй  изъ  нихъ  есть  2 
и  составимъ  таблицу: 


[1  =  1 

1па  [х  =  О 
1пй(1+|х)=1 

1пй|х  — 21п(1(1+|х)  =  2 
1п(1|х  — 31па(1+|1.)  =  1 


2,3,4 
1,3,2 
3     ,     2 


3 
О 


(М4) 
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Г)ОГ. 


съ  иомо1Ц1.в)  этой  таплицы  паидемъ: 


ф,{/)=  — (1+2/)     ,     4'2(')  =  1  +  2/     ,     (/,«)« =Г.(1+2/)2 
Изъ  уравнеиш  (52)  и  (53)  будемъ  имкть: 

(;,а)'^  =  (— 1,а)ф,(;)       и       (/,аЯ  =  (-/,а)ф,(0Ф2(/) 


откуда: 


(_  1 ,  а)  =  _  /  ГГ      ,       (— /,  а)  =  —  (— /,  а) 


1/5" 
1  +  2* 


накопоцт.  ураинс>н1е  (:!4)  даеть  искомый  корень  а: 


а=]]-1-Г5  +(/,а) 


1  — 


1^ 

'1  +  2/1 


который,  иослЬ  преоиразоваш'я: 


^о 


<'»Ч'-.+У— ''"-^•'»> 


нолучитъ  сл1\дун)|цую  форму: 

а  =  |(— 1  —  »/ 5  +  ;/ 10— 2 Рг)  )  =  —  I (1  +  1/Г)"—  /У  10— ТГ^)         (Г,8) 

которая  совпадаетъ  съ  выше  найдеппой  (§  2П1).    ИмЬл  одпнъ  изъ  корней, 
его  степени  дадутъ  остальные; 


а.' 


=  — 1(1  — »/5~  +  'У10  +  215  ) 


а 


3 


=  \  =—  1{1  —  V  Г>  —  Ц/  К)  -\-  2\  г,  ) 


а- 


(08') 


а 


=  '    =_1(1  + 1/5  +//10-215    ) 


11рим)ьръ  2,  Какъ  2-й  примЬръ  возьмемъ  уравпеп1е. 


т^^—\ 


х—1 


=  О 


зд-Ьсь  |)=11,  ^;  — 1  =  10  =  2.5.    Пусть  ^  =  5,  Г=2,    если  е  будетъ    пер- 
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вообразнмй  корень  уравнен1я: 


а;5_1  =  о 


то: 


(б,  -Чо)  =  1Г1о  +  етд,  +  ъ%  +  е^т^з  +  е% 


а  въ  силу  формулы  (58): 


(б,Т1о)'=11.ф|(е)ф,(е)фз(0 


гд-Ь: 


\^я 


1*=9 


1х-у 


ф^(5^  _-,    у  ^1|и1н1-31|1й(1+|х)  _    у  5111«1|х+21п<«(1+1*) 


ц=1 


^-=4 


Г*:=1 


Ц-7 


ф^(^)_   У  е1п<^»*-41п«10+»*)=   У  ^Ш  ]*  +  !••  ^(1+|1) 


|*=1 


ц=1 


(69) 


Наиненьш1Й  первообразный  корень  простого  числа  1 1  есть  2,  полагая  ^=2 
построимъ  следующую  таблицу: 


1п(1|х  +  1па(1+|х) 
1п(1|1.  +  21п(1(1+[1.) 
1пй|х  — 21па(14-||.) 


|х=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 
1п(1[|.  =  0,1,8,2,4,9,7,3,6,5 
1па(1+|х)=  1  ,8,2,4,9,7,3,6,5 
31,4,0,1,3,1,0,4,1 


2,2,2,0,2,3,3,0,1   ИМб) 
3,0,4,4,1,0,1,1,1, 


Съ  помощью  этой  таблицы  и  уравнен1я: 


найдемъ: 


«*  +  б*  +  е2  +  в+1=«0 


Ф1(е)  =  2  +  4в  +  б8  +  2е*=:2в  — 2в2  — «3 

^^гСО^г  +  е  +  ^с^+ЗвЗ^  — е  +  2е2  — 2«* 
+8(0  =  2 +  4в  +  «^  +  2е4=*2в  —  2«2_вЗ 
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откуда: 

''М'-)'Ш^Ы^)  ==  ^^е  +  4и2  -|-  1(>гЗ  +  2Г,е* 

сл1'.дователы10  уравнеи1е  (00)  сдЬлаотся: 

(г,  г^-'  =  ОГ)Е  4-  45  и'-^  +  1 И^'^  +  28(;г* 

Этимъ  уравеентемъ  опредЬляетси  <|)уик11;1и  (е,  Оо),  которую  можно  ра:и'мат- 
ривать  какъ  воличипу  и:лгЬстпую,  :^ат'1'.мъ  и:гь  (|юрмулы  (57)  пайдомъ: 

1Ьъ  иредыдущаго  11рц]М'Ь1)а  мы  имЬемъ    корни    уравнен!;!  г-* — 1=0:  е,  е-, 
6^  е*  (()К)  и  (08'),  подставлял  которые  въ  '1, ,  'Ь.у^  Фз?  найдемъ: 

^^(5)  =  1(1—  5»/5  +  2/  ^/УО^^^^Г  +  /  »/ Го  +  2Т'5  ) 

ф,(е)фо(;е)=;(— :П+51/5  -{- ''У1^  — ^1  -^Ч-  о;1/10  +  21'5  ) 
Ф1(^)Ф>(г)Фа(е)  =  1(— НО— 2Г)»/5— 20/1/10— 21  5  —  20/У  10-|-21/5  ) 

откуда  (09): 


(г, 'О  =  V  '^^~Н\)—2^Л':^  —  2^)^^/  10  -21  Г)— 25/1/  10+21  5  ) 
а  паконецъ  будомъ  имЬть  нер10дъ  г^^^ : 

Ирилиьр},  .V.  РЬишть  уравнсн1е: 

■■'--'=« , '» '=„ 

г — 1  ./; — I 

Таковъ  снособъ  Гаусса,  который  вносл'Ьдств1и  былъ  обобп1;оиъ  Лбе- 
ломъ  для  несократимых'!,  уравнений,  В'ь  которыхъ  одинъ  иаъ  корней  есть 
рац1'ональная  «|)ункн,1я  какого-нибуду,  дру1иго.  Так1*я  уравнен1л  были  назва- 
ны абелевскнми,  объ  пихъ  мы  будемъ  говорит!^  ниже. 


508  ГЛАВА    XIX. — РФШЕН1Е  ДВУЧЛЕННЫХЪ  УРАВНЕН1Й. 


0б|М1змм1е  урмнеиН,   моего  норяя  суть  \-нлтпш9  пор1оАы  ш  смзь  съ  тдратичиыт 

■ычепшя. 

§  308.  Въ  предъилущихъ  главахъ  мы  показали  каки]гь  образомъ  Г-чден- 
ные  перходы  иогутъ  быть  найдены,  не  составляя  тЬхъ  уравнен1й,  которыхъ 
они  суть  корнями,  въ  настоящей  глав'Ь  покажемъ  вакъ  составить  эти  урав- 
нен1я,  т.  е.  какъ  вычислить  симметрическхя  функщи: 

и  выведемъ  зам'Ьчательную  связь  между  теорхей  д^ешя  круга  и  высшей 
ариеметикой  или  теорхей  чиселъ. 

Зам'Ьтимъ  во  первыхъ,  что: 

Чо+Ч|  +Ча  +  ....  +  19«-1=— 1  (1) 

такъ  какъ  это  есть  сумма  всЪхъ  корней  уравнен1я  Х=0. 
Произведете  перходовъ: 

можно  написать  въ  сл^Ьдуюп^ей  формЪ: 


8=0     ^=о 

въ  силу  того,  что  для  изв'Ьстнаго  постояннаго  значешя  числа  ^,  числа 
^'{-8  и  I  будутъ  сравниваемы  одновременно  съ  числами  О,  1,  2, . . . ,  { — 1 
по  (Мр.  Если  мы  сначала  выполнимъ  суммоваше  относительно  5,  то  должны 
разсмотр'Ьть  два  случая:  или  для  опред']^леннаго  значен1Я  числа  I  шжкеиъ: 

1+д^^^  =  0(Мр)  (2) 

въ  этомъ  случа/Ь  соотв'Ьтствующая  часть  двойной  суммы  будетъ  равна  1; 
или  вайдемъ,  что: 

1-|_^И-*=^*+А(Л/р)  (3) 
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гд-Ь  А  означаетъ  одно  изъ  чиселъ  О,  1,  2, .  .  . ,  с — 1,  а  з  одно  изъ  чиселъ 
О,  1,  2,.  ..,Г — 1.  Въ  этомъ  случаЬ  соотвЬтствующая  часть  двойной  сум- 
мы будетъ: 

5       О 

Легко  вид'Ьть,  что  въ  сравнен1И  (2): 

р — 1 
или    ^с -[- /г  = -— — ,  такъ  какъ  ^е-\-'к  можетъ  им-Ьть  только  =  О,  1,2,..., 

р — 2  значен1ямъ,  изъ  коихъ   едипствеппое       -       удовлетворяетъ  ему. 
Если  {  есть  число  четное,  то  изъ  у[)авпеп1л: 

"■+'-"-7'=;' 

сл'Ьдуетъ,  что  к  должно  дЬлитьсл  на  г ,  этому  услов1Ю  удовлетворяетъ 
только  к  =  0    изъ  ряда    чиселъ   О,   1,  2,...,  /—1.    Следовательно  только 

для  ^  =  7)-  <*то  уравнен1е  имкетъ  мЬсто.  Если  число  1  будетъ  нечетное, 
то  /с  должно  д'Ьлиться  на       ,  а  нулемъ  быть  не  можетъ,  ибо  мы  бы  имЬли: 


а  следовательно  Г  было  бы  число  четное.  Откуда  необходимо: 

2  2 

1>удемъ  подразумевать  нодь  символомъ  п^^^  единицу,  если  {  есть  число 
четное,  а  к  =  О  или  если  Г  есть  число  нечетное,  а  к  =  ^  ,  во  вскхъ  дру- 
гихъ  случаяхъ  подъ  с»тимъ  символомъ  будемъ  подразумевать  нуль  т.  е.: 

^/(*)  =  1     или     О 

Означимъ  символомъ  т^  число  значенхй  /,  при  которыхъ  имЬетъ  м^сто 
второй  случай,  так7>  что   ш^  =  О ,    если    соответственно    системЬ    Ь   и   к 


510  ГЛАВА   XIX. — РБПТЕШЕ  ДВУЧЛЕННЫХЪ   УРАВНЕН1Й. 

н^тъ  системы  ^  и  л  удовлетворяющей  сравнен1Ю  (3).  Откуда,  очевидно 
и]гЬемъ: 

■^^оУ^к  =  п^''К{-\-т^^^  +  т%  +  .  .  .  .  Ч-т^^^тд^^  (4) 

если  въ  этой  формуле  изм'Ьнимъ  а  па  а^,  то  будемъ  им^ть: 

§  309.  Вотъ  н'Ькоторыа,  легко  получаемыя  свойства  символа  т^. 

Такъ  какъ  каждый  перходъ  содержитъ  {  членовъ,  то  произведен1е  г^^Пк 
содержитъ  {^  членовъ,  сл'Ьдовательно,  изъ  формы  (4)  этого  произведенхд 
сл-Ьдуетъ,  что: 

п^*^  +  т*  +  т*+  ....  +т*е-1  =  !  (6) 

соображаясь  съ  этивгь  уравнен1емъ,  найдемъ: 

'ПоПк+'П\'^к-\-1  + . . .  +  1дв-1тд*-1  =  п^*^  еГ-т*--т*  — ...  —  т\-1  =рп^^^—1  (7) 
точно  также: 

ИЛИ  изм'Ьная  к  на  к-\'т,  будемъ  им']Ьть: 

Умножимъ  уравнен1е  (4)  на  1}*  и  въ  произведеши  зам'Ьнимъ  последова- 
тельно а  на  а^,  а^', . . .  ,а«''~  ,    это  даетъ  следующую  систему  уравненхй: 

г1еТ1к-1Г1к-1  =  п^^Ь1л_1+  т*т1,_(_11Г)л_1+  т*Г|оТ1А+1 4"  ....  +  т^-х^Зе-гт^!*-! 

Сложимъ  эти  уравнен1я,  коэфищентъ  у  п^^\  также,  какъ  и  коэфиц1енты 
въ  каждомъ  изъ  чиселъ  т,*  въ  силу  уравненхя  (8),  будетъ  равенъ  —  Г,  ис- 
ключая для  частнаго  {  коэфищентъ  у  т^,  который  есть: 

въ  силу  (5)  равенъ  р — Г,  такъ  какъ  при  !  четномъ  п^*)=?1.   Для  изв'Ьст- 
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иаго  1"  ко;)фиц1еитъ  у  ш     , ,  который  есть: 

Л+  V  "^  '2  "^  2 

Г) 

им'Ьетъ  то-же  значе1пе,  такъ  какъ  въ:^томъ  случаЬ  >Л-- =1.  Соображаясь 
съ  (()),  им'Ьемь  для  обоихъ  елучаепъ  1'. 

Ксли  С  четное,  то: 

Если  ^  нечетное,  то:  (9) 

'Гюух^к  -[-•';г';л4-1^<*-(-1  +  •  •  •  +  ^^-№-го1-1  =  — Р  -{-р-т^, ,  ^ 


о 


Такъ  какъ  нервы  л  части  этихъ  уравнен!  и  не  и:шЬняютсл  нерем'1'>н1;ая  //  и  к, 
то  найдемъ  следующее  свойство  символовъ  //?/,*: 

т^  =  т'1. ,    если  Г  четное 

и  (10) 

т,  .  ^  =П1,,  -^  ,    если  1  нечетное. 

Пакопецъ,   если    въ  уравнен1И   (5)    вместо   чиселъ  т  и  1с  поставимъ 
;//  -{-к  и  с  —  /.',  то  найдемъ: 

Сравиимъ   это    выражен1е   для  г^тг^жц   съ  (Г»)  легко  найдемъ  еще  сл'Ьдую- 
щую  зависимость  между  числами  ш^: 

К  =  »С^  (11) 

§810.  Посл'Ь  этихъ  изсл'Ьдоваи1'й  ностроимъ  уравнен1е  корнями  коего 
суть  нерюды  -членные.  Пусть  эти  нер10ды  будутъ  г]о  игЗ|,  то  форма 

уравпен1я  будетъ: 

'^1^  —  (^10+^1  ^  ^  +  ^10*^1  =  О 

въ  которомъ  надобно   определить  коэфид1енты  '';,)-|-у;,  и  •^^^^^,^,   11зъ  нихъ 
первый  коэ(1)иц1ентъ: 

^<о  +  ^1  =  —  1 
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р — 1 
Если  число  -~"  - ,  которое  является  въэтомъ  случа^Ь  вмЬсто  Г,  есть  чет- 

ное,  то  по  (4)  им'Ьемъ: 

Ц'Ьлыя  числа  то  и  т\  въ  силу  (11)  равны  между  собою,  что  можно  по- 
казать сл'Ьдующииъ  образомъ.  Назовемъ  чрезъ  п  произведеше  •по^^^,  кото- 
рое есть  число  ц'Ьлое,  предъидущее  уравнеи1е  можно  написать  въсл^дуиу- 
щей  форм1^: 

(т'оН-п)  т^  +  (т',  +п)  ^1  =  О 

Въ  этомъ  уравнен1и  всЬ  степени  а  ниже  р^  сл'Ьдовательно,  въ  силу  несо- 
кратимости уравнешя  Х  =  0,  должно  быть: 

♦н'о  =  т\  =  —  п 

р — 1 
Этотъ  результатъ  въ  связи  съ  (6)  т  о  +  ^Л  =     т^ —  даетъ: 

^^- 1 
Щ'Пх  = 2 — 

Если  же  -— —  есть  число  нечетное,  то  изъ  уравнен1я  (4): 

и  точно  также  изъ  равенства  коэфиц1ентовъ  шо',  1п\  и  изъ  уравнешя  (6): 
найдемъ  сл'Ьдующ1я  уравнен1я: 


н 


то  =  т1  =  — - — 


Р+1 
^0^1  =  — 4— 


Оба  эти  случая  можно  выразить  въ  одной  формуле: 

р— 1 

^        1-(-1Г'~1> 
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Откуда  искомое  ураинен1е  будетъ: 


/>-1 


.^+.+  '--^-.'^'•^'  =  0  (1-2) 


а  его  корпи  т.  е.  перюды  ^^^  и  г},   оудутъ: 


-1+]{  (-1Р^,  -1-У    (-1И^ 

Ге:^ультатъ  уже  выпге  иавЬстный. 

Коли    иоложимъ    г/  =  '2г^  ^1,    то    ураиноп1е    (12)    приметь    простую 
форму: 

г^'^  =  {—1)^^р  (14) 

г^сли  число  -  есть  четпое  т.  е.  если  р  есть  простое  число  формы 
4/г+1,  то  >/Я^  =  0,  а  сравпен1е  (^),  которое  въ  :)томъ  случаЬ  дГ>лаетсл: 

/Г^'^    —]{Мр)  (15) 

такъ  какъ  г=2,  А'=1,нидля  какого  числоваго  ;шачеи1л  /  не  им1и^тъ  мкгга, 
следовательно  — 1  должна  иыть  сравниваема  съ  четной  стененью  числа  (/ 
т.  е.  — 1   должна  быть  пыч('шомъ  числа  р.    Если  же  число  р  имЬетъ  фо[>- 

му    4>г  -(-  /] ,    следовательно        —    число    нечетное,   то  сравнен1е   (2)    для 

€=2,    к=\,    Т.  е.  сравнен1е  (15)  имЬетъ  М']'.сто.  если  иоложимъ  1=       ^  : 

сл'Ьдовательно  — 1  есть  невычетъ  числа  р.  Такимъ  о6ра:к)Мъ  мы  ирихо- 
днмъ  оплть  къ  формулЬ  (§   ПС),  28): 

р-1 


р 

§  311.   Корни  уравнеи1л: 

.г^^  —  1 


^    ^=(-1)- 


=  0 


р — 1  .  .  .      р — 1 

числомъ  ,    составляюпие  иерюдъ  щ  суть  корни  уравнен1л       ^  -ои 

степени,  ко:зфи1иенты  коего  суть  цЬлыл  линейныл  функгии    омоихъ  нер10- 
довъ  %^  и  тг), ,  следовательно  ихъ  форма  есть  б/о'';о  +  <^1*^1^  "Л"  и'ь  силу  вы- 

АЛГЕВРАН^.    АИАЛ11;1Ъ.  05 
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ражен1я  (13),  эта  форма  будетъ: 

ш  +  пУ    (—1)  2  р 


гд'Ь  коэфищенты  суть  д'Ьлыя  числа.  Пусть  это  уравнен1е  будетъ: 

а  =  х^  -\-М1Х  '  +  .  .  .  +Мр^  =  0  (16) 

2 

которое  всегда  будемъ  означать  чрезъ  е.  Это  уравненхе,  очевидно  игЬетъ 
форму: 

^     у(х)  +  2;(х)У   (-\{''~р  .... 

^=  ^ (17) 

гд*  Т(х)  и  2'(дг)  суть  изв'Ьстныя  д-Ьлыя  фуНКЦ1И  ОТЪ  X  съ  Д'ЬЛЫМИ  коэ- 
фи1иентами.  Уравненхе  ^х  =  О,  корнями  котораго  суть  корни  пергода  );| , 
получится  изъ  уравнен1я  л  =  0  изм^пяя  въ  немъ  а  на  а^,  т.  е.  заме- 
щая пер10дъ  ^^^  пер1одомъ  г^х ,  или  просто  изм']^няя  знакъ  корня,  что  дастъ: 

..  =  ^-)  -  ^(^)Л-1)%  (18) 

Такимъ  образомъ  уравненхе  (15)  разлагается  на  произведей1е  двухъ  мно- 
жителей (17)  и  (18),  слЬдовательно  им-Ьемь  зам-Ьчательную  формулу: 

хР—1  ^' 


4  -^^  =  Г%х)  -  (-1)  2  р .  2\х)  (19) 


Такъ  какъ  им-Ьемь: 


., ,  _    1  -  к    {-хГ^р 


Щ Чо  = 2  ^^^^ 

то  очевидно,  что  высшве  члены  въ  функц1яхъ  У(х)  и  2{х)  суть: 

р— 1  р— 8  р— 8 

Означииъ  чрезъ  А{х)   и  Б(я;)  выражен!я: 

Л(а;)  =  |(Г(х)  +  »/Х^.Да;))     ,     В(х)  =  {{У{х)  —  УУ^.г(.х)) 


ГЛАВА    XIX.  —  ГГ.ШКШЕ    ДИУЧЛЮиИЫХЪ    УГА1ШКИ1И.  515 

7—1 

гд'Ь  ллл  краткости  положено  Х  =  ( — 1),  -  ,  то: 

а  Ь 

А{т)  =  у  (.г— а" )     ,     В{х)  =  у  (.г— <) 

если  а,  Ь  суть   квадратичные    вычеты    н    невычеты  меньше  числа  ^/.    11о- 
сл'Кипс  ко1м|н11иенты  об1'»ихъ  :)тихъ  фуикц!й    суть: 

(—1)  -    а^"     и      (  — ])  -    а-'' 

или,  пропое,  они  равны  ( — 1)  ^  ,  такъ  какъ  ^а  и  ^Ь    дЬлятсл    на  7^    что 
легко  вид'Ьть,  если  замЬтимъ,  что: 

2^,       1    +г/^+//^+ +И'"\^,г  . 

ЛМр) 


V 


2.Ь       <1\+ц-'  +  </-г  ■  ■  ■  ■  +0"-'^ 


а  сумма: 


■-V  </  +  <)'+ +//='=  'С -/  -    Ч^Ь') 


Если  изъ  уравпеп!л  А{х^  ==  О,  коего  корни  суть  а"  желаемъ  вывесть  урав- 
нсн1е,  коего  корпи  суть  обратные  :ггимъ  корнлмъ,  т.  е.  коего  корни  суть 

а   \  то  надобно    ипмЬнить   с  на      .  Что  дастъ,  если  умножимъ  на  ( — 1)  -  : 


(—.Г)  ^  ^'И  М  =  Ри'-а-") 


и  точно  также: 


Зд'Ьсь  сл'Ьдуетъ  ра:аичигь  два  случая,  когда  число  р  им!»етъ  форму  \п  \-\ 
и  когда  оно  им'Ьетъ  форму  А)1-\'?>, 

Въ  первом'ь  случа!'.  вычеты  чнселъ  — ^ЧЛ/уО  совнадаютъ  съ  числами  а, 
а  вычеты  — Ь  съ  числами  Ь.  такъ  какь  — 1  есть  вычет ь  числа  р.  Следо- 
вательно, будемъ  им'Ьть: 


516  ГЛАВА   XIX. — РФШБН1Е  ДВУЧЛЕННЫХЪ  УРАВНЕН1Й. 


Т.  е.: 

X  2 


г(^)  +  /1^.-г(^)]=Г(а:)+»/1р.^(^) 


откуда: 


^^  у1^\  =  Т(х)     ,    а?'^^(М  =  Ж^)  (21) 


Во  второмъ  случа'Ь,  такъ  какъ  — 1  есть  невычетъ  числа  р^  то  вычеты  чи- 
селъ  — а{Мр)  совпадаютъ  съ  числами  Ь,  а  вычеты  чиселъ  — Ь{Мр)  совпа- 
даютъ  съ  числами  а,  что  даетъ: 


т.  е.: 


Я-1 

X  2 


у[1)+УЦ2;(^1)\=^-Г(х)  +  У^р2{х) 


откуда: 


Л"г(^)= Жх)    ,    ЛЦ^)=Да;)  (22) 

Изъ  уравнешл  (21)  и  (22)  можно  получить  зависимости  между  коэфищен- 
тами  функц1Й  У{х)  и  Дгг).  Но  мы  на  этомъ  не  остановимся,  а  перейдевгь 
къ  другому  замечательному  свойству. 

§  312.  Такъ  какъ  (§  310,  13): 


то: 
но: 


-ч,=й'=2«''-2»*=^^(-1)^] 


Чо 


откуда,  изъ  обоихъ  уравнешй  им-Ьемъ: 


а  Ъ  а 


^а^о  +  ^а". 1     ,     ^аЬ_^.»_^^_/Ау 
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гд^  к  не  д1'>лится  на  р.  Ииъ  :»тихъ  ура1шон1й  пайдемъ  сумму  к-лъ  степе- 
ней корней  уравнен1я  г  =^  О, 


V 


1---1{-'^{^>' 


Раасмотримъ  теперь  второй    ко:)фиц1ентъ  въ  ураЕшеи1и,    который    по 
иавЪстпымъ  (|)ормуламь  Ньютона  есть: 


а 


гд'Ь: 


Следовательно,  въ  предъидуп1,ей  разности  вс1',  коуфпшенты,  если  они  бу- 
дутъ  такъ  преобразованы,  что  не  заключаютъ  корней  а,  должны  быть 
четныя  числа. 


Но  мы  им'Ьемъ: 


УН^у«-"  = 


1  "        2 


о 
Р/ 


N 


или: 


(2 


У  а")  —  Уа 


2ч 


'V: 


о  +  (- 
4 


р—1  Ь 


/,-1 


// 


_   л   1_!. 


(:)]+'+--'7'^-"11:«" 


По  такъ  какъ  К014иц1епты  суть  цЬлыл  четныя  числа,  то: 


1  + 


Р 


р-1 

3  +  (— 1)2.7>(Ж8) 


]1:зъ  :зтого  сравнен1я    видпмъ,    что  для  простыхъ  чпсслъ  р   (|юрмы  8?г  ]-  1 
и    8п-]-7   должно    им'Ьть    (  "  )  =+  ^   а    для  чиселъ   формы    8/^  + -^    и 

8н-\-^)^    (-  1= — 1.    Откуда   имЬемъ    предложеп1е ,    которое    уже    было 
доказано  выше. 
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Предложенге.    Число  2  есть  квадратичный  вычетъ   простыхъ   чиселъ 
формы  8/г±1  и  невычетъ  чиселъ  формы  8п±3,  что  выражается  формулой: 


(})='- 


р>-1 


1)  «  (23) 


Изъ  этихъ  двухъ  иривгЬровъ   мы   видимъ  ту  тесную  связь,   которая 
существуетъ  между  теорхей   д'Ьлен1я  окружности    и  теор1ей  чиселъ. 


ГЛАВА   XX. 
Преобраэован1е  уравненМ  по  способу  Чирнгаузена. 

§  313.   Въ  §  150  вид^^ли,   что   всякая  ращональная  функщя  какого 
нибудь  изъ  корней  уравнен1я: 

Аа?)  =  аоГ**-(-па1а;*'~^+  ....  +  >Шп-1Д?  +  Оп  =  О  (1) 

вида: 

можетъ  быть  преобразована  въ  ц1^лую  рацхональную  функщю  того  же  корня 
не  выше  п — 1  степени,  т.  е.  можно  всегда  положить: 

Пусть  требуется  составить  уравненхе,  коего-бы  корни  были  значенхя: 

Ф(Х1)     ,     Ф(Х2)     ,     Ф(жа)     ,     .     .     .     ,     Ф(хп)  (3) 

функц1и: 

у  =  Ф{х)=Ро+Р1Х+р2Х^+    •    •    .    •    +1>п-1Ж"-^  (4) 

Возвышая  эту  функщю  посл-Ьдовательно  въ  2,  3,  4, . . .  п-ю  степени  и  по- 
нижая степени  ж-са  выше  п—1  степени,    как-ь  показано  вывде   (§  150), 
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будемъ  им1'»ть: 

У  =;^о-1-7>^•^^-^>•2•'^•^+ +ри  \х'''^ 


1Г  =  К  +  ^'1^  +  Кс"^  -\- +  Ьп-лг''  ^ 

\\'лъ  пмражош'л  (4)  видно,  что  каждому  зпачо1пю  г-са  .г,,  .т.,,  .^':^ ,  .  .  , ,  г„ 
соотв1;тствуетъ  толг.ко  одно  зпачеш'е  для  ?/,  а  слЬдоватольно  у[)авиен1о 
коего  корпи  будуть  у^ ,  у^ ,  ?/з . . .  ,  уп  будетъ  также  >/.-й  степени. 

Подставляя  въ  уравиен1'е  ('>)  вм1>сто  ;г  нослЬдовательпо  корпи  урав- 
нен1я  (1)  .г,,  .Г2,  .Гз ,  . . .  ,  .г„  и  складывая  пайдемъ;  означая  чрезъ  6*1 ,  &2, 
Л'з  ,  . .  .  ,  А^',1  суммы  степеней  зпачен1й  //|,  у^,  -  *  - ,  Уи  ' 


.9^,  >?2 »  •  •  •  ?  "^"-1  изв'Ьстны  (>?  1:'Л)  въ  фупкфяхъ  ко:)фищептовъ  уравнеп1я 
(1),  сл'Ьдовательпо  и  Л'),  Л,...,  Х„  будутъ  выражены  въ  фупкц1и  г];хъ 
же  ко;)фищептовъ  и  ко:)([)ип;1ентовъ  Ро,  2Н^  •  -  •  •>  Р>^--^-  Такимъ  образомъ 
им'1'>я  аЬь  я.,....  Ни  можемъ  составить  (§  133)  ко;)фиц1еиты  уравиеп1я, 
коего  корпи  суть: 

и  иреобразован1е  будетъ  закончено.  11риведенный  снособъ  принадлежитъ 
германскому  математику  Чирнгаузену  (Т.чсЫгпЬаияеп,   1031 — 1708). 

5$  314.  Есть  другой  снособъ  составить  тоже  уравнен1с;  онъ  состоитъ 
въ  сл'кдующемъ.  Если  уравнен1е  (4)  напин1емъ  въ  формЬ: 

и  умножимъ  посл1'>довательио  на  х,  г-,  т^,.  .  , , ,  л:"~\  а  затЬмъ  исклю- 
чимь  съ  помощью  уравнен1*я  /"(./;)  =  О  степени  т-са  выше  п — 1  степени, 
то    получимъ   и    уравпен1Й,    изъ    когорыхъ  снособомъ  Сильвестра    (§  109) 
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МОЖНО   ИСКЛЮЧИТЬ  гг,  «2,  ж^, . . . ,  а;""' .    Такимъ  образомъ  получимъ  прео- 
бразованное уравнен1е  въ  форм'Ь  определителя: 


РО—У         Р1  Р2  •      Рп-1 

Рп^1  Ро—у       Р1  .      Рп-2 

Р»-2  Рп-1  Ро—у    •      Рп-3 


Р\ 


Р% 


Ръ 


Ро-У 


=   О 


(7) 


Хотя  этотъ  методъ  преобразовап1я  по  способу  Чирнгаузена  кажется  очень 
простъ,  но  будучи  приложенъ  къ  частнымъ  случаямъ  принимаетъ  очень 
сложную  форму;  поэтому  мы  приложимъ  къ  кубическому  и  биквадратному 
уравнен1ямъ  способъ  Чирнгаузена,  измЬненный  геометромъ  Келе,  и  осно- 
ванный на  зам'&чаши  Брмнта  (Негшх^е). 

§  315.  Преобразованге  Чирнгаузена  приложенное  къ  кубическому  урав- 
ненгю.  Пусть  данное  кубическое  уравнен1е  будетъ: 


аоХ^  +  ЗахХ^  +  За^х  +  «8  =  0 
которому  можно  дать  форму  (§  53): 

требуется  преобразовать  его  подстановлен1емъ: 

у  =  X  +  Л;?  4"  Д?2 


(8) 


(9) 


(10) 


Если  ^е^I,  л!2^  Н   суть   корни    уравнен1а   (3),   ^  У\у  У2^  Уг   корни  искомаго 
преобразованнаго,  то  будемъ  им'&ть: 


следовательно: 

2уа 
2У8 


У2  —  Уз  =  (^2—^8)  ф—^\ ) 
У8  —  У|  =  {Н—^\  )  (*^— ^2) 

У\—У2  =  {^\—^%)  (*— ^з) 

У2—Уг~  (2^1— ^2— ^з)  *  +  (2;е?2^8— ^8^1— ^1^2) 

Уз  —  У1  =  (2^ег2— х?1— х^з)  к  +  (2;е?8;ЕГ1— ;ег1^ЕГ2— ^е?а^) 

У1  —  У2  —  (2Д?8— ^2— ^х)  *  +  (2^1  ^2— ^2^3— ^8^1 ) 


(И) 


(12) 


СлЬдовательно   если  искомое   уравнен1е   съ  выброшеннымъ  вторымъ  чле- 
номъ  будетъ: 

Г»  +  ЗЯ'Г+е'  =  0  (13) 
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то  изъ  уравнеи1Й  (11)  и  (12)  оудемъ  нмЬть: 

IV  =  11,     ,     а=(}и  (14) 

гд'1;  Ик  и  (п  сутг.  гессеиская  н  кубическая  соизмЬниыя  кубической  формы: 

/.•2 -|- 2Ш- +  <^  =  О  (1Г)) 

такилтъ  образомъ  иреобразован1е  иполпЬ  закончено,  такъ  какъ  У\-{-У2~\~1Ы 
легко  определить. 

§  316.  Преобразовате  Чарншузеиа  приложенное  кь  биквадратному 
уравненпо.  Не  будемъ  дЬлать  нреобразовап1я  бикнадратнаго  уравнеп1я,  а 
докажемъ  только  предложеи1е,  которое  нокажетъ,  какъ  это  преобразовап1е 
разбивается   па  два  друг1я. 

Предложение,  Прообразован1е  ^Гирнгаузепа  измЬняетъ  биквадратную 
форму  1\  въ  другую,  имеющую  т'1'>  же  непзмЬнныя  какъ  и  форма  1Т1^-\-шПх, 
а  сл'Ьдовательпо  она  вооби|.о  можетъ  быть  преобразована  въ  эту  последнюю 
форму  липейнымь  нреобразовап1емъ. 

Доказашгльство.  Пусть  данная  биквадратная  форма  будетъ: 

ТГ^  =  а^х'  +  4а,  х^  +  Са.,:г^  +  4^^:^  +  а^  =  О  (1С) 

и  пусть: 

У=1>о+  Р\  ^  +  }Н^-  +  1Н^^  ( 1 7) 

Если  х, ,  .Г2,  .Гз,  .г'4    ^'У'1'ь    корни  у[)авнен1я  (1(1),    а  //, ,  уо,  Уг,  У\  соотв1уг- 
ствую1Ц,1Я  значен1я  ?/,  то  им1.емъ: 


•^2  '^3 


(18) 


Покажемъ  теиерь  что: 

[?~^'1!''~''.'!  ==  ^0  +  ^о(^-Л+^.^.)  (10) 

перемножая  уравнеи1я  (18)  и  замЬчая  что: 

«оС'^2+'^2''^^з+-^Ф(^Г-Г''^1^4+''«^1)  =  ЗСа^  —  4аз<'4  +  «о«4  —  ^^с1фА 
гдЬ  (§  201,  пр.  1): 

^1  =^2-*''з+Л-1ГГ4 
АЛГКБРАИЧ.    АНАЛИЗЪ.  0() 
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а 

х1  +  Хаагз  +  я^а  =  (^2+л:8)^  —  л^а^гз  ,   и  т.  д. 

найдеиъ: 

откуда,   соображаясь  съ  другими  членами  произведенхя,   найдемъ  выраже- 
ше  (19)  или: 

(У2— Уз)  (У1—Уа)   _  р    I   ^  й 


зам'Ьчая  что: 


найдемъ: 


(х2 — х^)  (хх  — х^)  =  Оз  —  ^2 


(з/2— Уз)  (У1  -у,)  =  (вз-Ой)  (Ро+<го«1 )  (20) 


Если  на  м^Ьсто  О},  О2,  Оз  подставимъ  ^1,  ^2^  ^з  корни  уравненш  (§  262),   и 
зам'Ьстимъ  Ро  и  ^о  соотвЬтственными  значен1дми  Р  и  О,  то  найдемъ: 

(У2-Уз)  (ух  -Уа)  =  4(^-<2)  (Р— е^1 ) 

(Уз-У1)(У2-У4)  =  4(^1— ^з)(Р-е^2)  (21) 

(У|  — Уг)  (Уз~У4)  =  4  (^2—^1 )  (Р—Як) 

изъ  этихъ   выражен1й  сейчасъ  найдемъ  выражен1е  неизм'Ьнныхъ  преобра- 
зованнаго   биквадратнаго   уравнения,   которыя   сравнивъ   съ  неизм'&нными 

формы  кП^  —  1Нх  будемъ  им4ть  предложенную  теорему. 

* 

§  317.    Приведенге   кубическаю  уравненгя    съ  помощью  преобразовамгя 
Чирнгаузена  къ  двучленной  формп-.  Пусть  данное  кубическое  уравненхе: 

аох^  +  ЗахХ^  +  За^х  +  а»  =  О  (22) 

будетъ  приведено  подстановлен1емъ: 

У  =  2  +Р^  +  ^^  (23) 

къ  форм^: 

у^  —  В^О  (24) 

Пусть  яг|,  Х2,  а^з  будутъ  корни  уравнен1я   (20),   а  ух  одинъ  изъ   корней 
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ура1шеп1л  (24),  то  для  опрод'1'.лон1я  ^  и  })  будемъ  им'1.ть  сл'Ьдующ1я  урав- 
пеп1я: 

^]  +  р^2  +  а  =  Ч1\ 

откуда  найдемъ: 

придавая  а'1+.г2+-^з  к'ь  выраженхю  р,  будомъ  пмЬть: 

,  ,  ,  ХлХ'х  ~'~  ^Х-\Х\   ~\~  л  Х\  Х-у  ^^(1\ 

х^  +  х;с;2  +  ^  •'^3  «о 

составляя  уравпоп1е,  коего  корнями  оыли-бы  выражеп1я: 

_  ''^Гз  -  [-оигз-г ,  +  а-'''1  .^2  ^_  и     ^    _  '^2  ''з  -\-^^^^-лГ\  +  ЛГ1  .Г,  ^  _  Мх 

откуда  видимъ,  что  оп1)г:1.'1иоп1о  п  зависнт'ь  (§241)  отъ  гессвскоп  Н^с  =  0 
даппаго  кубическаго  уравпеи1*я  (22).  Сл'1>довательпо,  к  будотъ  пмЬть  два 
зиачсп1я,  а  потому  такое  преобра;зован1е  можно  сделать  двумя  способами. 

^  31.^.   Прнвгдгюс  Счсквадратнаю  ур(1виси1я  кь  трехчлену  съ  помощью 
пргопразован'т   Чартпуяена.  Пусть  данное  уравпен1е  будетъ: 


а^х^  +  ^ихх'^  +  (кг,.г2  +  4(/з.^  +  «4=0  (20) 

а  его  искомая  <|)орма: 

^^  +  Р/  +  ^  =  0  (27) 

полученная  подсгаповлен1емъ: 

у  =  ,^  ^^р^:  4-  ,;2  (28) 

Если  :г, ,  .Г2  1  '^3^  ^^'\  ^'У^Ч'  корни  уравиеп1Я  (20),  а  //I,  у^  два  рсшные  корпя 
уравпеп1Я  (27),  то  будг^М'ь  имЬть  для  опред'1',леп1я  р  и  гу  сл'Ьду10Ш,1я  урав- 
нешя: 

4  +  Р^1  -\-'1  =  —  У\      .     4  +  РХ1  +  (/  =  —  !/2 

изъ  которыхъ  найдемъ: 

о     I         2  .2 ,2 
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придавая  къ  р  по  Х\-\-х^-\-х^'\'Х^,  найдемъ: 

р-^д1  =  ц=.^^^'^Д~^«^^^  (29) 

«о  ^1  "1"^2 — •''^8 — ^4 

Откуда  видимъ  (§  265),  что  и  будетъ  зависЬть  отъ  ра^р^ьгааюгцаю  кубы- 
ческаю  уравнешя,  сл'Ьдовательно,  преобразован1е  можетъ  быть  совершено 
тремя  способами. 

§  319.  Удаленге  вторагОу  третьяю  и  нетвертаю  члеиовь  изь  уровне- 
нгя  П'й  степени.  Начнемъ  съ  сл']Ьдующаго  предложешя. 

Предложенге.  Однородная  функц1я   V  второй  степени  съ  п  перемен- 
ными хх,  Х2,  ГГ8)**-»  ^»  можетъ  быть  выражена  суммою  п  Бвадратовъ. 

Доказательство.  Фунвцхя  V  разложенная  по  степенямъ  Хх  принимаетъ 
сл-Ьдующую  форму: 

Г=Р1ГГ?+ 2^1^:1+ Л,  (30) 

гд'Ь  Рх  не  содержитъ  ГГ] ,  я^з  *  ^з  1  -  •  • «  ^х ,  а  ^|  и  ^7|  суть  линейныя  и  квад- 
ратныя  функщи  перем:Ьнныхъ  ГГ| ,  х^,...^  Хн.  Выражен1е  (30)  можно  на- 
писать въ  форм'Ь: 


г={->УЖ+М+'"-% 


Если  положимъ: 


то  очевидно: 


0^ 


г,  =  Ра«2  +  2^^xз  +  В, 


гд'Ь  Р]  не  зависитъ  отъ  Х2,  х^ , . . . ,  Хя,  &  Я^  л  Ва   не  содержать  ни  Хх, 
ни  хз.  Точно  также: 


Г,-(^,'Р.  +  ^^)*  +  Л.-| 


2 

откуда: 

Я' 

Ра 


г=(,,/Ж+^)'+(^^5^+№л.- 


продолжая  подобнымъ  образомъ,  мы  прхйдемъ,  наконецъ,  къ  выражешю: 
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которое   будетг.   Риг'п    и    прелложеи1е   доказано.    Можетъ   случиться,   что 
Рп  =  0   въ  этомъ  случае   V  будетъ    выражопо   суммою  п — 1  квадратовъ. 
Возвратимся  теперь  къ  пашей  задачЬ. 
Пусть  данное  уравпеп1е  будетъ: 

^Л)^'"  +  >г<^1.г;"~"^  4" -\-  пап--\г  -\-  (ь,=^^  (31) 

положимъ: 

У =^^  -тР\  '^  -\-Р2^^^  +^ъ•^^  +^>4■^^ 

пусть  преобразованное  уравнеп1е  будетъ: 

гГ  +  ь^Г''  +  ^2у''--\- +Ьп-М/  +  К  =  0  т) 

гд'Ь  ?>1,  Ьо , . .  .  ,  Ьп  <'уть  однородпыя  фупкц1и  1-й,  2-й,, . .  .  ,  г-й  степепей 
относительно  ;>, ,  уь,  Рз^  Р\  (§ЗГ»).  ^^сли  \пм  количестиа  будутъ  такъ  опре- 
д1>лены,  что: 

'л  =  О    ,    Ь.  =  0    ,    ь.,==о 

то  нап1а  задача  и  будетъ  решена. — Для  ;ггого  исключнмъ  р^  изъ  уравнеи1п: 

Ь.  =  0      и       />з  =  О 

подставляя  вместо  /)о  въ  :)ти  уравнеи1я  его  исмичину  опредЬленную  изъ 
уравпен1я  ^1  =  0,  иъ  результате  будемъ  имЪть  дна  однородпыя  уравнен1я: 

7;.  =  0       и       11^^  =  о 

второй  и  третьей  степеней  относительно  ^;, ,  уь  ,  ^^^  ,  р^  и  въ  силу  предъи- 
дуп^аго  иредложен1Я  Ти  можно  написать  въ  фо1)М'1'>: 

Н" V  -\-  IV" /-  =  О 

этому  уравнен1Н)  можно  удовлетворить  полагая: 

и  ^=  г         и         IV  ^=  ( 

Изъ  ;^тихъ  уравпепп!,  какъ  легко  видЬть,  будемъ  пмЬть: 

Р^  =  1Р4  +  ^^Ч':^       ^      Р1  =  ^1 14  +  '>'17>з 

подставляя  :)ти  выражения  въ  уравнен1е  />з  =  0,  будемъ  имЬть  кубическое 
уравнен1е  для  опред'илен1я  отношен!я  24 '-Р^*  ИмЬя  ^то  <)тношеи1е  легко 
опред'Ьляются  количества  7>з  >  2^ь  ^^о  ?  которыя  уравнеи1ю  (32)  даютъ  форму: 
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Подобнымъ  образомъ  можеиъ  удалить  изъ  биввадратнаго  уравнен1я  члены 
ахх^^  (х%х^^  а^х  и  свесть  р-Ьшенхе  его  на  р*шен1е  двучленнаго. 

Прилагая  этоть  способъ   къ  уравнешю  5-й  степени  ему  можно  дать 
одну  изъ  сл^^дующихъ  формъ: 

гг*+Рж  +  ^  =  0      и     а;5  +  Ра:2  +  д  =  0 
или,  вмещая  л:  на  — ,  одну  изъ  формъ: 

ж^  +  Рж»  +  ^  =  О      и     л?*  +  Рг*  +  ^  =  О 

Тав1я  формы  можно  дать  уравнен1ю  б-й  степени  съ  помощью  преобразо- 
вашя  Чнрнгаузана,  рЪшивъ  уравнеше  З-й  или  4'й  степени.  Хотя  эти  фор- 
мы въ  анализ'Ь  не  им']Ьютъ  важнаго  значен1я,  но  одна  изъ  нихъ,  именно 
первая,  послужила  французскому  геометру  Брмиту  для  р^шешя  уравненШ 
5-й  степени  съ  помощью  эллиптическихъ  функщй,  подобно  тому  какъ  мы 
выше  решили  уравнеше  3-й  степени  съ  помощью  тригонометрическихъ 
функц1й. 

§  320.  Приведете  урсмненгя  б-и  степени  кь  суммгь  трехъ  членовь  5^й 
степени,  Положимъ: 

гд'Ь  ^1,  ^2)  ^  <^уть  корни  уравнен1я: 

сравнивая  коэфищенты  въ  уравнен1и  (33),  найдемъ: 

а,  =  Ь,  3^  +  62Р1  +  6зР1      ,      а,  =  Ь,  Р?  4-  Ь.,^]  +  ЬзР? 
откуда: 

1>о«о  +  Р!»!  +Р202  +Рза8  =  О 

Ро(^\  +Р\(^2+Р2ав  +Рва^  =  О 

1Ъ«2  +1>1Й8  +Р2С^^  +Рза5  =  ^ 

если  къ  этимъ  уравнешямъ  присоединимъ  уравнеше: 

р^Х^  +Р2Х^  +Р1Х  +  Ро  =  о 
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то  будомъ  пм'Ьть  следующее  у1)авнеи1е  для  опред'Ьлеш'л  ^1,  ^о  ^  Рз- 


1 

.Г 

.Г2 

««г 

«0 

(^\ 

^'2 

^'3 

«1 

<^2 

^^3 

о.\ 

«^'з 

^^4 

г(:. ; 

=  о 


ОпредЪливъ    Н1,  Н2 )  Но    и«^'г>  :^т()го    у[)аппеп1я,    опредЬлимъ   />, ,  /ь ,   />з    изъ 
уравнен1Й: 

^^1  +  ^'2  +  ?>3  =  ^^0 
^^11^1  +^2(^^  +  '>3?л  =  ^^2 

Такимъ  ооразомъ  задача  будетъ  1Шол»'1'>  рЬшепа. 

Это  продложеьпе  есть  частный  случай  общаго  11рсдложон1я,  111нп1адле- 
жаща!^)  Силт>востру,  именно: 

Ирсдложсше.  Однородная  форма  неремЬнныхъ  .г\  /у,  2п — 1  стенепи 
можетъ  быть  нредстаилена  въ  4)0рмЬ: 

1г1')Шая  уравпеше  п-й  степени.    Доказательство  подобное  выше  изложенно- 
му для  формы  Г)-й  степени. 

321.  Еиквадрптиыя  формы  прсооразовЫ1Ш?ощ1ягя  одна  въ  друщю  ли- 
нейными пр(оп])(1Ю(Шн}имн.  Оиред'!'.лимъ  при  какихъ  услов1яхъ  двЬ  биква- 
дратныя  (|юрмы  мо17Т'ь  быть  преобразованы  одна  въ  другую  линейнымъ 
преобразованхемъ. 

Пусть  данныл  формы  будутъ: 

V  =  {(и, ,  ах ,  г/о ,  г/з,  г^4Х^,  уУ  =  ('л^{х—(г^  у)  [х—хлу)  (х—^'^у )  (х—х^у) 

(34) 

V  =  (/>о  ,  ^1 ,  />2  .  ^^3  >  ^М1^^  !/  и  =  '>и  («^'—^'1  у')  (Х—Хо'у)  (Х—Х^у)  (х—Х^у) 

Легко    видЬть,    что  если  эти  дв'Ь  (|)ормы  дЬлаются  тождественными  посл'Ь 
цодстановлеи1я: 

сг!  =  «1 X  +  [' I  у     ,     у  =  ^2Х  +  ^2У 

то  должны  им'Ьть: 

{х2 — х':^){х\ — х'^)   ^х'2—х\)(х'2—х\)   (х\—х'2)(х'^—х\) 

{хо—  х^)  {хх  —х^)  {х^—Х1 )  {х2—х^)  (.^^  — .Гз)  (^'з— -^4) 
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Эти   уравнен1л  показываютъ,   что  шесть  ангармоническихъ  отношен1Й  то- 
чекъ  опред']Ьляемыхъ  уравненхями  (34)  равны. 

Изъ  этихъ  уравнен1й  им^емъ  сл^^^,^ющ^я  зависимости  меясду  неизмен- 
ными об^ихъ  формъ: 

^^'  =  р'^^   ,    ^2'  =  Р'^2  (35) 

откуда: 


^:'  _  л 


«7,         «7, 


(36) 


или  какъ  говорятъ  абсолютныя  неизмпнныя  об'Ьихъ  формъ  равны. 

Услов1Я  выраженпыя  уравнен1ямн  (35)  и  (36)  необходимы^  но  недо- 
статочны. Это  можно  видеть  на  частныхъ  прим']^рахъ.  Положимъ  во 
первыхъ,  что: 

гд-Ь  и,  V,  г€,  и\  «;'  суть  линейныя  формы  Ъ-^-шу. 

Хотя  въ  этомъ  случа'Ь  услов1е  (36)  удовлетворяется,  общая  величина 
этихъ  дробей  есть  27,  но  преобразовать  II  ьъ  V  невозможно,  потому  что 
невозможно  линейнымъ  преобразован1емъ  произведенхе  гго  сделать  полнымъ 
квадратомъ.  —  Во  вторыхъ  если: 

то  опять   усдов1е  (35)  удовлетворено,   такъ   какъ  ^^=^0^  ^^  =  0,  ^^  =  ^^ 
^2  =  о,  но  преобразовать  II  к  V  невозможно^ 

Въ  обонхъ  случаяхъ  невозможно  отождествить  шесть  ангармониче- 
скихъ отношешй,  зависящихъ  отъ  корней  биквадратныхъ  уравнен1й.  И 
вообще  невозможно  преобразовать  одну  форму  линейнымъ  преобразовашемъ 
въ  другую,  если  существуете  такая  зависимость  между  неизменными  одной 
формы,  какая  не  существуете  между  неизменными  другой. 

§  322.  Примгьры.  Прим^ьръ  1.  Показать  что  если  между  коэфид1ен- 
тами  трехъ  квадратныхъ  формъ: 

существуетъ  зависимость: 

«о        их        02 
Со        Сх         С2 
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то  ои-Ь  могутъ  быть  и1)ообрл:и)иа11ы  линепиымъ  иреобраловангомъ  въ  формы: 

Прнлиърь  ;2.  11ока;затг.  что  гамоо  общое  ра1иопальпоо  11реобра:зовап1о, 
биквадратной  <|м)})мы  /'(.»)  можетъ  быть  11рив(мепо  къ  п])Ообра:и)ван1ю: 

у/  =  -|- 

р  —  X       7  —  •''' 

Показать,  что   осли    Р:=  ]11\р)('{(^)^  д  =  —  1^[(ф/'\]>),   то    въ  ирообразо- 
ваниомъ  бнквадрагпомъ  уравиен1и  1г1,тъ  втораго  члсмта. 

При.юьръ  .->.  Показать  что  111)Ообразовап1е: 

ах-2  +  2?./:  +  V 
У  = 


а,и^^  +  2?,г  +  71 

можотъ  быть  соиершоио  тремя  шх  лЬдоватсльпыми  преобразовап!ями : 
1)  11рообразовап1емъ  нроэктцвпымь,  2)  иреобразовагпемъ  корней  въ  ихъ 
квадраты  и  'Л)  С1це  проэктивпымь  прообразовантемъ. 

Ирнмщп»  4,  Если  р  будеть  цГ.лое  число,  показать  что: 


2. 


гд'Ь  2^  и  2,   сутг»  симметрическ1я  фуики1*и  корней  .Г],  .г.,,  .Гз,  т^. 

11рим1ьръ  ').  Преобразовать  методомъ  Сильвестра  С§  320)  кубическую 

форму: 

(г/о  ,  пх ,  а.у  ^  ^'з  >  (Ц!  ^«  у)^ 

въ  сумму  диухъ  кубовь. 

Прплиьрь  а  Показать,  какъ  преобразовать  дв!',  квадратичный  формы 
въ  формы: 

саг  -  [-  1^г-     ,     а^и-  -\~  6^  /'"^ 

ГД'Ь  и  и  г  суть  липейпыя  (|»унк1ии  перем'Ьнныхъ  ./*,  у. 

При.юьрь  7.  Показать,  что  вообп1,е  двЬ  кубическ1Я  <{)ормы  могутъ 
быть  преобразованы  линейно  одна  въ  другую,  если  ихъ  призначпыя  пе 
равны  нулю.  ()п[)ед'Ьлить  такое  пр(юбразован1е. 

[[рклиьръ  с^'.  Показать  что  три  корня  кубическаго  уравнен1я  могутъ 
быть  выражены  сл'Ьдуюн1,имъ  образомъ  (§  24!)): 

X       ,       ср(./)       ,       Ср2(.<:) 
АЛГЕСРАНЧ.    ЛИАЛН.ГЬ.  07 
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гд'Ь: 

Примгьрь  9.  Форма: 
преобразована  подставовлен1емъ: 

въ  форму: 

найти  выражсн1я  пеизм']^нной  этой  последней  формы. 
Щшмуьрь  10.  Показать,  что  форма: 

^А  =  («о ,  «1 ,  «2 » «3 ,  «43Гл;,  у)^ 
можетъ  быть  преобразована  въ 

^7,  =  (52-.9з)(?*  +  ^,*)  +  6.9,$V 

ГД'Ь  модуль  преобра:юван1Я  равенъ  единицЬ.  Мн  видЬли  выше  (§  272),  что: 
д'Ьлая  подстановлен1я:  ^ 

0 

ЭТИ  подстановлен1Я  допускаются,  такъ  какъ  5  и  тг)  пропорц10нальны  Пх  и 
^2)  подставляя  вмЬсто  ^  и  т)  величины: 

5  =  Ш2ДГ  — т,у     ,     •П  =  —  Цх-\-}ху 

найдемъ,  что  X,  У,  2  имЬютъ  одну  и  ту  же  призначную  {1\Ш2 — Цщ)^^  а 
такъ  какъ  эта  призначнаа  равна  единиц'Ь,  что  видно  иаъ  выражен1й  {т\ 
то  изъ  этого  сл'Ьдуетъ,  что  модуль  преобразованхя: 

х  =  \1  +  пцу     ,     у  =  — «г^  +  ^'^аЧ 

именно:  1\1П2 — ^фц  =  1. 

§  323.  Иримгьры  относящ1есн  кь  главамъ  XVI  и  XVII. 
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Прпмщго  1.  Т1ока:зать,  что  если  7/ есть  иолнчипа  положитольпая,  или 
если  N=0^  а  (1  не  раипо  нулю,  то  куоическое  У1)а1и1еи1е  будетъ  им'Ьть 
пару  мпимых'Ь  корпей. 

Иримщп»  2,  Показать,  что  если  Н  пудетъ  величина  отрнцательпал, 
то  кубическое  у])авне1пе  будетъ  иагЬть:  1 )  всЬ  корпи  дЬйствительные  и 
неравные,  2)  два  1)авные  или  3)  два  мнимые,  смотри  по  тому,  будетъ -ли 
(У^  меиьше,  равно  или  больпю  отъ  — 47Я. 

112П1М1Ь1(ъ  о.  Если  кубическое  уравнеп1е: 

имТ.етъ  два  ра1шые  корня  .г^,  то: 

_  _    ^^2  _  Я, 

'''     II,     и 

гдГ,: 

((^)('1—(А  =  II    ,     <\)<1:\ — ^^1  ((1  =  11\     ,     (М^Ь—с":  =  1/^2 

иримщп*  1.  Если  форма: 
есть  ПОЛНЫ!!  кубъ,  нока^шть  что: 

Ир^ииьръ  Л.  Найти  у(*лов1е,  при  которомъ  кубическая  <1)орма: 
можетъ  быть  нанисана  въ  <|ю1>м'1-,г 
гд'Ь  .г,',  ./'У  х.^  суть  к()1)ни  уравнен1я: 

К  'У'  +  'А  ^-  г  '^^^2^  +  ^^л  =  <^ 

Сравнивая  <|)ормы  (а)  и  (//),  нмГ.емь: 

''^)  =  ^     "Г  ^^''     ■  г  '<^         ^         <^2  =  ^■^\  '^  ~\~  '>'  '"'-з^  "["  '^-'^"з" 
— (^1  =  /./;'1  +  пи-'.2  +  п.!-'-^     ,     — (^3  =  ^•'^'\  '^  Ч"  '>^''^'1>^  "Ь  '^^■*'''з'^ 
а  также: 
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умножал  эти  уравнен1я  на  &з «  Щ 1  3&1 ,  &о  и.  складывал,  найдеиъ: 

(ао^з — «8^0^ — 3  (ах  62 — «2^1 )  =  О 
Примгьръ  6.  Пусть  гС],  х^,  х^  будутъ  корни  кубическаго  уравнен1я: 

аоХ^  4~  3»!  х^  +  ЗагД?  +  «з  =  Р 
выразить  уравнен1е: 

ух — Хх  +  ух — Х2  +  г  ^ — л^з  =^ 

въ  коэфищентахъ  кубическаго  уравнен1я. 

Отвптъ: 

12517* +  36(>Я(7?+128б^г71  —  48Я2  =  0 

Прпчгьръ  7.  Показать,  что  если  Н  будетъ  величина  положительная, 
то  биквадратное  уравненю  ^:^']^етъ  мнимые  корни.  "* 

Примгьръ  8.  Показать,  что  если  «71  будетъ  величина  отрицательная, 
то  биквадратное  уравненхе  им^^етъ  два  д']^йствительные  и  два  мнимые 
корил. 

Примгьръ  9.  Показать,  что  если  биквадратное  уравн^вхе  им^^етъ  пару 
равныхъ  корней,  то  разр'Ьшающее  кубическое  уравненхе  будетъ  им'1ть  па- 
ру равныхъ  корней  и  обратно. 

Примгьръ  10.  Показать,  что  если  биквадратное  уравненхе  ^м-Ьетъ  двой- 
ной корень^  то  и  кубическое  уравненхе,  опред^ляюш;ее  5,  пуЛеть  тотъ  же 
корень  двойнынъ.  ^ 

Примгьръ  и.  Если  Н  и  ^^  суть  количества  положительныл,  то  вс^^ 
корни  биквадратнаго  уравнешя  мнимые. 

Такъ  какъ  Л  есть  вез19чина  положительная,  то  биквадратное  урав- 
неше  им'Ьетъ  по  крайней  м'ЬрФ>  пару  мнимыхъ  корней  х^^ухг.  Умень- 
шимъ  вс^^  корни  уравнешя  количествомъ  Х]  и  разд'Ьлимъ  на  у[ ,  это  прео- 
бразованхе  не  изм^нитъ  ни  характера  другихъ  корней  ог^  и  х^^  вв  знаковъ 
у  П  и  ^x,  уравнен1е  можетъ  быть  написано  въ  форм*]^: 

{х^+^рх+о)(х^+1)  =  0 
или  перемножал: 

X*  4~  4р^^  +  6сж2  -|-  4грх  +  д'  =  О 

гд4  6с  =  1  -|-  2,  следовательно: 
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откуда: 


или: 


,-4,.^  =  ,2+   ^   =(//-Ь-;^  +  ^^^^. 


-["'~''']=^1^+Г^'   "       ^ 


что  иокааываогъ,  что  г^  и  .г^  суть  мнимые,  если  Н  и  •./>  суть  количества 
положитсльныя. 

11римщ)ъ  1:1,    Если    биквадратное    уравнение    им1>етъ  двЬ  пары  рав- 
ныхъ  корней,  то: 

г,;;,/,  =  127/2     ,     а^Х,  =  ^Ю  {а) 

Въ  этомъ   случа'Ь  биквадратное  у])авиен1е  разделенное    на  а^^  принпмаетъ 
<|юрму: 

'.".'=<-='■' -|('-"1-1'-("^"")1'=(-Я' 

гд'Ь: 

I  л*  Х\        л 'о 

сравнивая  <})ормы: 

г'  —  2/.- V  4-  /^'"- 
и 


пайдемъ: 


211  =  — ]г     ,     (/  =  0     ,     б/;;^,  — 8/Я  =  Л 


изъ  :л'ихъ  уравп(ЧПГ1  непосредственно  сл1'>дук)ть  зависимости  (а), 

П1)пм)ьръ  /.V.    Найти    усл()в1е,  п[)и    которомъ  биквадратное  уравнен1е 
можетъ  быть  написано  въ  форм!.: 

Въ  этомъ  случаЬ  второй  и   четвертый    члены  уничтожаются  однимъ  прео- 
бразован1емъ  и  общее  р'Ьп1ен1е  содержитъ  только  радикалы  2-й  степени. 

Оыв)ьтъ,  Услов1е  есть  (7  =  0. 

Прпм1Ь2)ь  14.    Составить    уравнение    коего   ко^шями    были-бы    шесть 
ангармопическихъ  функц1й    четырехъ   точекъ   на  прямой,  опредЬляемыхъ 
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биквадратныиъ  уравнен1емъ: 


•  о 


шесть  ангарионическихъ  отпошенш: 


^1  ^2  ^а 


гд-к: 


)     ^  _  (Х[—Х2)  (^3—54)  ^  ^1  —  ^2  _  ^1^2 
(х^ — XI  )  (Х2 — Х^)  6,  Од         ^1  —  ^3 

)^ (^2— ^зН^! ^4)   _  ^2 %  _  ^2 ^3  /^^\ 

(а?! Х2  )  (  Гз ^4  )  ^2 б^  ^2 '^1 

^    ^  _  (л-з— ^1^  (Х2— Г4)  ^  Оз  — ^1  ^  ^^А 

*'  (а:2— ^з)  (^1  — л^4)       ^3  —  ^2       к— ^2 

сл+.довательно  уравнеше,  коего  корни  суть: 

(х2—х^)(х1—х^)     ,     (л-з— Г, )  (Та— Г4)     ,     {Х1—Х2)(х^—Х4) 

есть  одно  изъ  кубическихъ  уравнец1Й: 

Уравнен1е,  коего  корни  суть  отношен1я  корней  одного  изъ  этихъ  уравне- 
Н1Й  есть  (§  250,  пр.  10): 

4А4а^— >+1)^  — 27«7?Х2(Х-1)2  =  О  (ш) 

гд*: 

А4  =  е7?—  27е75 

корни  этого  уравненш  суть  шесть  ангарионическихъ  отношен1Й  (т). 

Ураинен1е  (т')  можетъ  быть  написано   въ  болЬе  явной  форм1'>,  какъ 
ясно  будеть  изъ  сл-Ьдующаго. 

1.  Шесть  ангармоническихъ  отношешй,  какъ  извЬстно,  могутъ  быть 
выражены  однимъ  изъ  нихъ: 

^  1  ,     .  1  X— 1^  >^  .,ч 

^     '      X"     '      -^"^      '      1— X      '         X         '      X— 1  ^^^ 

что  вьтекаетъ  изъ  тождества: 

(Х2—Х^)  (Х1—Х^)  +  (л:з— ^1)  (^2 «^4)  +  (^1— ^2^  (^3—^:4)  =  О 
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и;^ъ  котораго  имЬомъ: 

\  +  !   -  1      ,      >2  -  Ь  ;^  =  1      ,     )-з  +  ^  =  1  Ос) 

'■л  '1  А2 

:)ти  уравиеш'л  и  оирод1>ля1()тъ  псГ.  ап1чг1)мопическ1л  откошеш'л  иъ  фуикд1и 
одпого  иль  нихъ. 

2.  Если  диа  цлъ  а11га])М()иич(чча1хъ  отцоиюпШ  раипы,   то  пюсть  ииа- 
Ч0П1Й  X  иудут'ь  — 7.,  — а-   трижды  поиторепиыл  и  1?ъ  :т)М7,  случаГ.  ./,  =^0. 

^]сли  ПОЛОЖИМ'!».  иаприм'Г.ръ,    Л|==Л2,    то  илъ  ито])аго    илъ  ураипеи!!! 
(А')  им'Ьемъ: 

ЛТ  - ).,  +1-0 
слЬдовательио: 

Л]  =  —  а     или     —  а- 

иодстаиллл    какое  -  пиоудь   плъ  :)тих1.   :5пачои1й  X  иъ  (/.),    иайдомъ  ис!;  ап- 
гармоничоск!)!  отпоикчпи. 

Такъ   какь: 

то  имГ.ем'Ы 

:>.    р]сли    чоты1)о   точки    оудуть    гармопичоск!;/,  то   июсть  :и1ачеи1й  л 

будутъ  —1,  '-^.  2  дважды  иовто[)Я(^г('Я  и  въ  этомь  случа');  ^..  =  0.  1)Ъ  самомъ 

0,-0. 
д'ЬлТ.,  (мми  А|  =  1,  то  "  =  — 1    или  ^О^ — 0._, — Оу  =  (^,  а  ;т)   одипъ    изъ 

миожитолой   ^2  (>?   1.')2  и  >:   145,  пр.  (1). 

•1.  ')тоТ'{.  ролультатъ.  а  такисо  и  ооратиоо   иродложотпо,  можетъ  быть 
показано,  паиисавг.  уравиои1'я  (и(')  въ  (|юрм1-,: 

11}тмп,р7,  1'>,  ]'1лиить  уравп(М11о: 

.г^-р  14.Г-   [-  1  _  .г(./  — 1)' 


Ошвуьтъ'. 
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Примп>рь  16.  Выразить: 

рацюнально  въ  фунвщи  количествъ  ^х,  (2^  ^• 

Эта  симметрическая  функц1я  тождественна  съ  функщей: 


(е-з_е2)2  +  (05-е?)2  +  (е?-е2)2  =256  2  а,-'1,)^[^1  -  ^^ 


2 


Примп>ръ  17.  Выразить: 

2  (гг,  —х^Щх^—х^)^ 

рац10нально  въ  функцш  количествъ  ^1,  ^2,  ^з  ^}  наконецъ,  въ  коэфиц1ентахъ 
биквадратнаго  уравнен1я. 

01пв1ьты 


1 


78  2  (^-^з)^(^1  +  ^?)  =  -  -.^4  (^В^1  +Заое72) 


Примлръ  18.    Составить  уравненхе,  коего  корнями  были-бы  произве- 
ден1я  по-парно  корней  биквадратнаго  уравнен1я. 

Искомое  уравнеше  есть  произведеше  трехъ  множителей  типа: 

(и — а^агз)  {'^Л'-^х^х^)  =  и^ — \и  +  —  =  **^ — 2  —  и+  —  —  Щи 

откуда  будемъ  им-бть: 

(«0^^^ — 2а2н4-«8)*  —  ^^\  и\а^и^ — 2а2и+а8^  +  1  беТ^и*  =^  О 

[Тримгьръ  19.  Составить  уравяенхе,   коего   корни  были-бы  выражен1Я 
формы  --^  —  корней  биквадратнаго  уравнешя. 

Искомое  уравненхе  есть  произведенхе  трехъ  множителей  типа: 
откуда  искомое  уравненхе  будетъ: 
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112)им)ьрь  20.  Пусть  гг, ,  т.,  и  х\ ,  .г  2  суть  корпи  квадратныхъ  уравненЛг. 

а^,х-  +  2г/1  .г  +  г(2  =  О     ,     ?>о.г2 -\-2ЪхХ-\-  ?>,>  =  О  (?/ ) 

найти  уравпен1с\  коего  корнями  были-бы  четыре  :зпачеп1*я  Х1х\,  Р^сли  по- 
ложимъ: 


,2 
I 


то  искомое  уравпеню  будетъ: 

(аф^у1г — 2<(|  />1  //  -]-^/2/>2  )^  —  4//1  //2^<^  ^=  ^^ 


Л  +  ^'1 


1[рнм)ьръ  ;?7.  Составить  ура1шеи1е,  коего  корни    были-бы    выражс^шл 
корней    уравнен1й  (у/)- 


2 

Если  ноложимъ  2Л'12  =  ^'о^'2 — М^-г-^'!^»  'ГО  искомое  уравнеи1е  будетъ: 

{  2аоКп'^  +  2(^/0^  I  -^'1  Ь^^^(  +  /ч  2  Р  —/А  Я.  =  О 

въ  этомъ  биквадратпомъ  урат1еи1'и  6/^=— 0. 

При.юьръ  22,  Въ  томъ-же  случаЬ,  если  ?(  =  1(.'1 — -^'1)  искомое  урлв- 
пен1е,   положивъ: 

будетъ: 

{ ((10^2^1 -\-П^.>У^— 2 М:'ы  +  7/,  //о }-  =  477, 1ША,и-^1[,.Г- 

1Грим)ьрь  2У»,  11ока:тть  что: 

у       ^^        _  0.7,  /  ^аЛ1—2НгГ^ 
^  ( .Г1  —Г.  )•- "~    2  \     е/? — 2  7 .7-^ 

и.;ъ  выражен1Й  корней  .г,,  ^2,  Гз,  х.^  въ  функцш  /, ,  А,^  ^з  имЬемъ: 

у         1        __    1     1а^/  +  277      а^/о  +  2Я      «^/з  +  277| 
^(.г,— ГоУ-  2^^-;     (/2— /з)-         (^3— ^)'    "^    (^-^2)'    ) 

выражеи1е,  которое  можно  выра:шть  въ  функции  б/у,  77,  ^1 ,  ^2• 
11римщ>ъ  24.  Показать  что: 


I 


МП 


если  ^x  =  0^  и  ш  им'Ьетъ  форму  ?*р  или  Я^>  +  !• 

▲ЛГЁБРАИЧ.    АНАЛИЗЪ.  08 
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Примгьръ  25.  Показать  что: 

1Г==  ах^  +  <^У^  +  в^^  +  ^^У^  "Ь  2сжхг  -(-  2Ъху 
можно  разложить  на  сумму  или  разность  двухъ  квадратовъ,  если: 

«^2  =  асе  +  2Ьсй  —  абР  —  еЬ^  —  с^  =  О 
Въ  самомъ  дЪл%  им']^емъ: 

а1Т=  {ах^Ъу+сяУ  —  (ас—Ъ^)у^  +  2  {аа—Ьс\у;1  +  (ое- с2);г2 

но: 

(ас — Ь*)  у^  +  2  (ай — Ьс)  а:у  -{"  («^ — с*)  ^* 

будетъ  полный  квадратъ,  если: 

(ас— Ь2)  (ас— с2)  =  {ай—ЫУ 
т.  е.  если  «Т^  =  0. 

1[р1лм1ьрь  26.  Пусть  д:,,  ггз»  ^^31  ^4  будутъ  корни  уравнен1я: 

«0^*  +  4а|Ж^  +  богЖ^  +  4а8а?  +  а4  =  О 
требуется  р'Ьшить  уравиен1е: 

Если  уравнен1е: 

освободимъ  отъ  радикаловъ  и  подставимъ  вм-Ьсто  симметрическихъ  функ- 
щй  Хх^  Х2,  х^^  х^  коэфищенты,  то  найдемъ: 

(ЗаоОа — 2а?Я  =  4а2а4 

Подставивъ  17о,  С/!,  172,   Пг,  Щ  вм-Ьсто  а©,  ах^  а^,  аз,  а4  и  д4лая  приве- 
деше,  найдемъ: 


«о^+а,  =  |:(зя«-^\ 


Пргшгьръ  27,  Выразить  корни  биквадратнаго  уравнешя  въ  функщи 
одного  изъ  корней  разр']Ьшающаго  кубическаго  уравнешя?  Пусть  данное 
уравнен1е  будетъ: 

аох*  +  4а1  ж*  +  6а2Ж^  +  4азЛ?  +  а4  =  О  (а) 


глАил  хх.-"ПГЕ0Б1'а:^01{ЛП1Е  урлипешй  по  способу  чприглузенл.      539 
положнмъ  х  =  х'  -\-  8,  то  будемъ  им^ть: 

Если  это  уравнен1е  разобьемъ  на  два  сл'Ьдующ1я: 

и  исключимъ  изъ  пихъ  х\  то  пайдсмъ: 

^щ  —  ^^^2  +  ^2  =  о 

сл'Ьдоватольно    Г/о  =  ^о^?    ''Д'Ь   I   есть   корень   разр'Ьшающаго    кубнческаго 
уравпен1я,  а  следовательно: 

но  ИЗЪ  (т)  им'ЬедМъ; 

откуда  зам'Ьчал  что  х  =  х'~х'8  или  ^/о-^'~г«1  =  ^ч  + '^'о^''»  нмЬемъ: 


а,х  +  г/1  --  »/ а^^^—  и  +У    ~  (ф - 2Я  —  ,-  ^"^~ 

выражеп1е  им'1'>юп^ее  только  четыре  :шачеп1"я.  Ото  выражепте  можотъ  быть 
получено  изъ  формулъ  §  2^)'^,  а  иастояпий  пр1емъ  есть  отд1^льиый  способъ 
р'Ьшеи1л  биквадратпаго  уравнеп1я. 

Прилтръ  28.  Показать,  что  р'1>шеи]е  биквадратнаго  уравнонхя  не 
заключаетъ  кубическпхъ  корней  если  между  его  корнями  суп1,ествуетъ 
какая  нибудь  зависимость,  которая  выражается  рагионально  въ  функт^и 
корней  разр'1>и1аюп1;аго  кубнческаго  уравнен1я. 

Всякая  рац1ональная  функц1я  отъ  корня  (  разр'Ьшаюи^аго  кубиче- 
скаго  уравпеп1Я  можотъ  быть  понижена  до  2-й  степени  относительно  (, 
такъ  какъ  /^  опредГп1)гетси  чрезъ  I  съ  помощью  :)Того  уравиен1я.  Следо- 
вательно. опред'Ьлеп1е  I  не  будетъ  зависать  отъ  кубнческаго  корня,  и  изъ 
формулы  нредъидущаго  примЬра  видно,  что  выражение  корпя  биквадрат- 
наго  уравнен1я  не  заключаетъ  кубическаго  корня. 

Причпфъ  20.  Найти  зависимость,  связывающую  корни  биквадратнаго 
уравнен1'я,  когда  уравпен1е: 

^8^—^^8  +  ^^^  =  о 


540       ГЛАВА   XX. — ПРВОВРАЗОВАШЕ   УРАВНВН1Й    ПО   СПОСОБУ   ЧИРНГАУЗЕНА. 

удовлетворяется  каждымъ  изъ  выражешй  для  5: 

1)    —  ;       2)    «8  ;       3)    о  ;      4)     »^ао«4~а2 
«о 

8     


5)    у^^  ;      6)    ^/й  ;       7)     ^Й   ; 


8) 


2^1 


Отвгьтъ. 


1)  а:2  +  а?з  —  а?»  —  а?4  =  '^    ;       2),  4),  8)  х^х^  —  а:,  0:4  =  О 

5)  {х^—Хх ) (Ж2— л?4)  —  а(а^1  — ага)  (л^з— л^4)  =  О  ;     6),  7)  «2— д?з  =  О 

1[римп»ръ  30.  Доказать  следующее  тождество  и  проверить  съ  его  по- 
мощью результатъ  прим^^ра  11: 

«5 А4  =  а^{^^—2^^\)  =  (а?Л  — ЗЯ«) {а11,—12Н^)^  -г  27е2(е2+2а?е7а)  (2) 

Уравнен1е: 

аох*  +  4а1  х^  +  боз^г^  +  ^а^х  +  а*  ==  О 

подстановлен1емъ  и  =  а^х  -\-  а^  преобразуется  въ: 

ооу*  +  6  Лау^  +  4^зУ  +  ^4  =  0 
гд*  (§  54,  29): 

аоА2  =  Н    .     а1Аг  =  а    ,     аМ4  = «?«/!  —  ЗЯ^ 

Чтобы   получить  тождество  (2),  надобно   въ  развернутомъ   выражен1И  А4 
сд-Ьлать: 

а|  ==  О     ,    02  =  -^2     ,    Оз  =  -4з     ,    а4  =  -^4 
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ГЛАВА   XXI. 

РЪшен!е  численныхъ  уравнен!й. 

§  324.  Если  корни  буквенпыхъ  уравнений  не  могутъ  быть  выражены 
конечиымъ  числомь  алгебраическихъ  дЫктв^й,  то  въ  зам-Ьнъ  этого  корни 
численныхъ  уравнен1й,  т.  е.  такихъ,  въ  кото1>ыхъ  ко:)фиц1енты  суть  дан- 
ныя  числа,  всегда  могутъ  быть  найдены  точно  или  в!»1  числены  съ  какимъ 
угодно  ириближен1емъ.  Мы  теперь  и  займемся  этой  задачей. 

Пусть  данное  уравнен1е,  освобожденное  отъ  равныхъ  корней  (§  40), 
будетъ: 

гд'Ь  Ао,  А\,  Ау,  '  '  '  ,  А„  суть  числа  д1иктвительныл,  тгЬлыя  или  дробныя, 
положительныя  или  отрии,ательпыя. 

Если  въуравнен1и  (1),  коэфитиенты  сут1»  дробныя  числа,  то  но  нри- 
веден1И  всЬхъ  членовъ  уравиен1я  къ  одному  анаменателю,  этого  оби1,аго 
знаменателя  можно  опустить,  а  коэ(|)И1иепты  въ  уравнен1и  сделаются  д'Ь- 
лыми  числами  положительными  и  отрицательными.  ПослЬ  такого  прсобра- 
зован1я,  съ  иомоп1.ью  ирообра:зован1'я  $^  4!),  :зад.  2,  можно  коэ(|)иц1енть  у 
X**  сд'Ьлать  равнымъ  едипицЬ  и  наше  уравиен1е  (1)  нолучить  окончатсмь- 
ную  форму: 

д-*^  +  (^^1.г'"-^  +  г72.т"--+ -\-  а,,_1Х  +  (1п  =  0  (2) 

гдЬ  «1,  «2,  г^з,.  ..  ,  сы  суть  уже  цЬлыя  числа. 

?;  325.  Лр<ч)лож1'ни'.  Если  въ  уравнен! и  /г-й  степени  коэфиц1ептъ  у 
.г"  есть  единица,  а  всЬ  остальные  коэфиц1еиты  суть  д'Ьлыя  числа,  то  такое 
уравиен1е  д[)обиыхъ  корней  им1;ть  не  молсетъ. 

Доказательство.   Пусть  такое  уравпеи1*е  будетъ  (2)  и  положимъ,  что 

ему  удовлетворяетъ  дробный  корень  -    ,  гдЬ  1^  и  а  суть  дЬлыя    несокра- 

а 

тимыя  числа.  Подставивь  этотъ  корень  въ  уравнен1е  (2),  будемъ  имЬть: 

'^п-ГСЦ    ^,.:2+^2^,-.2+ +  «'^-1   -  +  ^'«  =  О 
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помноживъ  вс^  члены  уравнен1а  на  а*^'^,  найдемъ: 

(X 

откуда: 
л 

Рп 

Зам-Ьчая,  что  —  есть  также  несократимая  дробь,  а  вс^Ь  члены  второй  части 

л 

суть   ц'Ьлыя    числа,   видимъ,   что   такое   равенство   невозможно,    сл^Ьдова- 

тельно,  дробь  —  корнемъ  уравненхя  (2)  быть  не  можетъ. 

л 

Слгьдствге.  Если  уравненге,  въ  которомъ  коэфищентъ  перваго  члена 
есть  единица,  а  вс^Ь  остальные  коэфиц{енты  ц']Ьлыя  числа,  дробныхъ  кор- 
ней имЪть  не  можетъ,  то  оно  им']Ьетъ  корнями  или  числа  цгьлыя^  или  не- 
(хтзм1ьримыя  или  составным  формы  а  -|-  (^^  (§  36). 

§  326.  Когда  имЪемъ  дЪло  съ  числовыми  уравнен1ями,  то  часто  при- 
ходится подставлять  ц'Ьлыя  числа  вм'Ьсто  х  въ  полиномъ. 

Да;)  =  аоЛ?"  +  а1а?"-^  +  а2Ж""^+  ....  +ап-1а?  +  аи  (3) 

гд'Ь  ао ,  «1 ,  02 , . . . ,  Ои  суть  ц4лыя  числа. 

Для  этого  разд*лимъ  Дд?)  на  х — х^ ,  гд4  Хх  есть  то  ц'Ьлое  число,  ко- 
торое надобно  подставить  въ  Цх)  и  получить  число  Дж]).  Д'Ьлеше  даетъ 
следующее  тождество: 

Пх)  =  (х—х,)Ф(х)  +  Е  (4) 

такъ  какъ  х  есть  произвольное  количество,  то  можно  положить  х  =  Х1, 
что  даетъ: 

Г{х,)  =  В  (5) 

откуда  видимъ,  что  искомый  результатъ  подстановлен1я  числа  Хх  въ  Дяг) 
есть  остатокъ  В.  Вотъ  какимъ  способомъ  отыскивается  числовое  значеше 
остатка  В. 

Очевидно,  частное  Ф(х)  есть  полиномъ  п — 1  степени: 

Ф{х)  =  Ъ^0^'-^  +  ЪхХ--^  +  Ь^7^--^-\- +Ъп-^  +  Ьп-1  (6) 

гд4  Ьо  =  ^-  Подставляя  этотъ  полиномъ  въ  тождество  (4),  а  вместо  В 
подставляя  полиномъ  ({х{)  и  сравнивая  коэфиц!енты  у  равныхъ  степеней  Ху 
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найдемъ  слЬдуюиия  уравнеи!)!  между  а  и  Ь 


Этотъ  рядъ  можно  написать  въ  сл'1'»дую1цей  формЬ: 

Ь^Х^    ,       ЬхЛ\  ,       ЫХ)^    ,        .        .        .        ,       Ьп—2Хх    ,       ?>и-1.Г1  (8) 

Въ  первой  горизонтали  написаны  ко:>фи1иепты  дпнпаго  полинома /'(л;).  Пер- 
вый  члепъ  2-й  горизонтали  есть  произведош'е  си^Хх,  по'дъ  нимъ  въ  3-й  го- 
ризонтали сумма  Ь^^хх-\-  сц  =  Ь\,  Второй  члепъ  2-й  горизонтали  есть  произ- 
ведеи1е  />1.Г1,  а  подъ  нимъ  въ  3-й  горизонтали  сумма  ?>1Г,-1-^^2  = '^2- Трот1Й 
членъ  во  2-й  1'оризоптали  есть  произведеп1е  /^2-^'1^  ^  подъ  пимъ  въ  3-й  го- 
ризонтали сумма  ^2Г1  + ^/з  =  ^3-  Продолжал  этотъ  процессъ,  найдемъ  вс']'> 
коэфиц1енты  искомаго  частнаго  Ф[х)  и  остатокъ  И^  который  и  Пудетъ  ре- 
зультатъ  подстановлеп1Я  числа  Х\  въ  полином'Ь  Д.г). 

Прнлиьрь  1,    Найти  результатъ  подстановлен1'я  числа  3  вм'Ьсто  л*  въ 
полином'Ь: 

/(г)  =  Лх^  —  :)х'^  +  10.7-2  _}.  1 1.^.  _  01 

Таблица  (8)  въ  этомъ  случа'Ь  будетъ: 

3,  —Г),  10,  И,  —61 

9,  12,  Г)Г),  231 


4  22  77  170 

Изъ  этой  таблицы  видимъ,  что: 

В  =  /*(  3)  =  1 70     ,     а     Ф{х)  =  Зх^  +  4л-2  +  22.г  +77 
При.тьръ  2,  Найти  результатъ  подстановлеп1я  числа  1  въ  полиномЬ: 

({х)  =  х^  -{-  Ьх^  +  За:  +  2 
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Таблица  (8)  будетъ: 

1,  5,  3,  2 

1,  6,  9 


6,  9,         И 


сл^Ьдовательно  результатъ  подстановленхя  и  частное  отъ  д^лешя  ({х)  на 
гг— 1  будутъ: 

Е=и     ,     Ф(ж)  =  а;2  +  вд:+9 

Примгьръ  3.   Найти   результатъ  подстановлеи1я  числа  — 2    въ  полн- 
номъ: 

Ял;)  =  2д?*  —  Зя?з  4- 7д;2  —  д:  +  9 

Таблица  (8)  будетъ: 

2,          —3,  7,  —1,  9 
—4,           14,          —42,           86 

—7,  21,  —43,  95 

сл'Ьдовательно  Д — 2)  =  2?  =  95  ,  а  частное  отъ  д'Ьлен1я  ^(х)  на  яг  -|-  2 
будетъ: 

Ф{х)  =  2я;8  —  7д:2  -|-  21  ж  —  43 

§  327.  Часто  приходится,  въ  числовыхъ  уравнешяхъ,  какъ  увидииъ 
ниже,  преобразовывать  уравнеше: 

/"(ж)  =  аоХ^  4"  «I  ^~^  +  «2^^'*'"^  +••••+  Оп-ха  +  Оп  =  О  (9) 

въ  другое,  коего  корни  были-бы  меньше  числомъ  Л  корней  уравнешя  (9). 
Для  этого  надобно  положить  х  —  Л  =  у  и  вместо  х  подставить  въ  (9) 
х  =  у-\-}1.  Такое  подстановлен1е  даетъ,  посл-Ь  всЬхъ  приведешй,  урав- 
ненхе: 

Л»"  +  ^|У-'  +  Л»"""^+  .  •  .  .  +Ап-1Х-\-Ап  =  0  (10) 

или  возвращаясь  къ  х: 

Изъ  формы  этого  полинома,  который  есть  ничто  иное  какъ  полиномъ  (9) 
въ  другой  форм-Ь,  видимъ,  что  остатокъ  отъ  д-Ьлешя  /"(д?)  на  х  —  А,  есть 
Ап^  а  частное: 

А9{х-Ну-' +  А,(х—Ну-^  +  ....  +Лп--2(я;— А)  +  Лп-1 
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Разд'Ьляя   еще   разъ  Дт)    па  .г  — Л    иидимъ,    что   остатокъ   будетъ  Ап-~\ , 
а  частное  будетъ: 

Ао(ог—]1Г-'  +  А,{х—11Г-''+  ....  +Ап-л{х-1,)  +  Аи-2 

Продолжая  подобнымъ  обра:юмъ,  найдсмъ  110сл'1'|Довательпо  всЬ  коэфшцен- 
ты  Ло ,  Ах,.,,,  Ан  искомаго  уравнеп1я  (10),  очевидно  А^  =  а^4 

Изъ  этого  видимъ,  что  для  011ред'Ьлен1я  коэфшцентовъ  Ло,  А\, 
Ао.^.^Ан  надобно  д1^лить  последовательно  1\х)  па  .г — Л,  получаемые 
остатки  и  будутъ  Ап  ,  Аи-г , . . . ,  ^11 ,  -4о  =  ^'о  • 

11римщ)7,  1.  Найти  уравнен1е  коего  корни  бцли-бы  меньше  на  4 
корней  уравнеп1я: 

((ос)  =  х^  —  Ъх^  +  75-2—  17х+  И  =  О 
Первое  Д'Ьлеи1е,  какъ  показано  въ  пред7>идуп1,емъ,  ({х)  на  х  —  4,  даетъ: 

1,  —5,  7,  —17,  11 

4  —4  12  —20 


—  1  Я  —5  —О 

следовательно  остатокъ  ^4  =  —  -^  а  частное: 

.^3  _  ^^,2  _}_  3.^  _  5 

Второе  д^ленхе  на  х  —  4  дастъ: 

1,  —1,  3,  —5 

4  1 2  ()0 


3  15  55 

Изъ  этой  таблицы  видимъ,  что  остатокъ  .4з  =  55,  а  частное  будетъ: 


л'.-1-Зд:+  1^^ 


Третье  д'Ьлен1е  дастъ: 


1,  3,  15 

4  28 

7  43 

изъ  этой  таблицы  видно,  что  остатокъ  .40  =  43,  а  частное  х-\-1, 

АЛГКБРАИЧ.    АНАЛИЗЪ.  09 
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Д-Ьдя  посл4дн1й  разъ  х-\-1  на  х  —  4  будемъ  им^ть: 


1, 


7 
4 


11 


сл^Ьдовательно  послЪдшй  остатовъ  будетъ  Лх^^Ы. 
Изъ  этого  видимъ,  что  искомое  уравнеше: 


будетъ: 


АоХ^  +  ^1^*  +  А^^  +  4|«  +  ^4  =  о 


у*  +  11у»  +  43у8  +  55у  — 9=0 


Этотъ  процессъ  можно  представить  следующей  таблицей,  которая  сокра- 
щаетъ  дМствхя: 


1, 


—5, 
4 


7, 
—4 


17, 
12 


11 
—20 


— 1 

3 

—5 

9 

4 

12 
15 

60 

3 

55 

4 

28 

7 

43 

4 

11 

Черныя  цифры  суть  коэфицхенты  искомаго  уравнешя. 
Примпрь  2.  Уненьшить  корни  уравнешя: 


ж»  +  4«'  — «'  +  11  =  0 


на  3: 


1, 


О, 
3 


4, 
9 


-1. 
39 


0. 
114 


11 

342 


3 

13 

38 

114 

353 

3 

18 
31 

93 
131 

393 

6 

507 

3 

27 
58 

174 

9 

305 

а 

36 

12 

94 

3 

15 
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Следовательно  искомое  уравнен1е  будетъ: 

у^  +15?/^  +  94уЗ  +  3051/2  +  507у  +  353  =  0 

Примщуь  3,  Найти  уравнен1е,  коего  корни  были-бы  больше  на  2  кор- 
ней уравнешя: 

4л;'^  —  2жЧ- 7л;  —  3  =  О 

Въ  этомъ  случаЬ,  Д  =  —  2.    Таблица  будетъ  следующая: 


4, 


0, 

-2, 

0, 

7, 

—3 

—8 

+  16 

—28 

Г)(> 

—126 

—8 

14 

—28 

сз 

—129 

—8 

32 
'  46 

—92 
-120 

+  240 

—16 

303 

—8 

48 

-188 

—24 

04 

-308 

—8 

64 

1 

—32   ! 

158 

—8   , 

—40 

Пзъ  этой  таблицы  находимъ  искомое  уравнеп1е: 

41/  —  40г/*  +  1 58?/3  —  308г/2  +  ЗОЗг/  —129  =  0 

Прилтръ  4,  Уменьшить  на  23  корни  уравнен1я: 
Удобнее  уменьшить  сначала  на  20,  а  зат^мъ  еш;е  на  3.  Вотъ  таблица: 


5, 


—  13, 
100 

87 

100 

-12, 
1740 

1728 

3740 

7 
34560 
34567 

19122 

5468 

906 
6374 

951 

187 
100 

53689 

1 

287 

15 

1 
1 

302 

15 

317 

15 

7325 

332 
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Сл-Ьдовательно  искомое  уравненхе  будетъ: 

5у8  4"  332у2  ^  7325у  +  53689  =  О 


ПрвА^^м  д^йст■NТ•лыIЫXъ  норме!. 

§  328.  Пред^Ьлами  дМствительныхъ  корней  уравнен1я  называются  та- 
К1Я.  два  числа,  между  которыми  помещаются  всЪ  действительные  корни 
уравнен]я.  Есть  н1^сколько  способовъ  отыскивать  так]я  два  числа. 

Способъ  1.  Пусть  данное  уравненхе  будетъ: 

Да?)  =аоа;"  +  а1д:^Ч-а2Л?^^+ +ап-1Х  +  ап  =  0         (11) 

гдЪ  ао ,  аи  аа , . . . ,  о»  суть-как1я  нибудь  действительный  числа. 

Пусть  а  будетъ  наибольш1й  отрицательный  коэфищентъ  изъ  коэфи- 
ц1ентовъ  ах,  а^ ^ .  . . ,  Оя.  Если  для  перем^ннаго  х  найдемъ  такую  числовую 
величину,  что  Дх)  будетъ  число  положительное,  не  только  для  этого  числа, 
но  и  для  всЁхъ  большихъ  его  чиселъ,  то  найденное  число  будетъ  высшимь 
нред^ломъ  положительныхь  корней. 

Возьмемъ  выражете: 

а^а^  —  а(яГ-'^  +  а^-^  +  х^-^+  ....  +х+1)  (12) 

и  найдемъ  такое  число  для  гг,  чтобы  выражеше  (12)  было  число  положи- 
тельное, то  легко  видеть,  что  гЬмъ  болЪе  найденное  число  будетъ  давать 
результатъ  для  Дл;)  положительный,  такъ  какъ: 

а(ж"""^+^~^+^~'+ +л?+1)  >  охх^"^  +  авл?*^^  +  •••  +  Оп^хх-^-Оп 

Но  чтобы  выражеше  (12)  им^ло  величину  положительную,  необходимо 
найти  для  X  такое  положительное  число,  чтобы: 

аож**  >  а г-     или     ж"  > 

х—1  оо    X — 1 

или  тЪмъ  бол^е: 

Оо    X — 1 
откуда  по  сокращеши  на  х* — 1: 

1  > г      или     X  —  1  >  — 

ар    X — 1  ар 
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откуда: 


,>.«+1  =  ^-''»  (13) 


это  число  есть  предЬлъ  положительныхъ  корней  уравнен1л.  Еслиоо=1,то: 

^>1+а  (14) 

т.  е.  пред'Ьломъ  положительныхъ  корней  въ  уравнеп1и  будетъ  иаибольш1Й 
отрицательный  ко:я()иц1енть,  увеличенный  на  единицу. 

Прим)ьрь.  Пусть  уравнен1е  будетъ: 

д-^  +  6.г^  —  9.гЗ  —  2  с'  +  О"  —  2  =  О 

Въ  этомъ  уравнен1и  наибольш1й  отрицательный   коэ<{)иц1ентъ  есть  О,  сле- 
довательно, предЬлъ  положительныхъ  корней  будетъ  10. 

Спосовъ  2,  Пусть  данное  уравнеше  будетъ: 

/(а-)  = .,;»  +  охх''-^  +  сых'^'"  +  .  .  •  .  -г ^^п-\х  +  а»  ==  О  (15) 

Пусть  а  будетъ  наибольш1й  отрицательный  коэфиц1ентъ  въ  уравнен1и  (15), 
а  первый  отрицательный  коэфиц1еитъ  пусть  будетъ  у  х''~\ 

Такъ  какъ  всЬ  члены  въ  уравнен1и  (15),  П])едшествующ1е  члену  ОгХ"^ 
суть  по  услов1ю  иоложительные,  то  /(.г)  будетъ,  очевидно,  величина  поло- 
жительная для  величины  х,  которая  дЬлаетъ  величиною  положительною 
выражен1е: 

т.  е.  если: 

^м  — /•  -  1  1 

я- — 1 
а  т'Ьмъ  бол'Ье  очевидно,  если: 


Д-"  >  а 

X — 1 

или  если: 

х''{х—\)  >ах''-"'^ 

Сокращая  на  дг",  находимъ: 

а  Т'Ьмъ  бол^е,  если; 

[х—\у>а 
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откуда,  навонецъ: 

такой  пред^лъ  положительныхъ  корней  уравненхя  даетъ  этотъ  способъ. 

1Тримп,рь.  Приложимъ  этотъ  способъ  къ  уравиенхю  Ьго  ири1гЬра,  то 
найдемъ: 

Следовательно,  этотъ  способъ  даетъ  ирвА'клъ  ближе  къ  корнямъ. 

Способъ  3.  Этотъ  способъ  изв^стенъ  подъ  именемъ  способа  Ньютона. 
Пусть  данное  уравнеше  будетъ: 

Г{х)  =  0 
то  (§  24): 

Если  найдемъ  для  х  такое  число  х^ ,  что: 

Л^1)     .    П^х)    ,    ГМ    ,     .     .     .     ,    /^•-Ч^Р])     ,    Л*>(^1)        (18) 

будутъ  всЪ  числа  положительныя,  то  хх  и  будетъ  высш1й  пред'Ьлъ  поло- 
жительныхъ корней  уравнешя. 

Въ  саиомъ  д'Ьл'Ь,  если  функщи  (18)  будутъ  числа  положительныя, 
то  очевидно,  {{хх'\-Ь)  будетъ  величина  положительная  для  вс^хъ  положи- 
тельныхъ значен1й  А,  сл'Ьдовательно,  для  величинъ  больпшхъ  отъ  х^  урав- 
неше не  иожетъ  обратиться  въ  нуль. 

Пршмьрь.  Возьмемъ  тотъ  же  примЪръ.  Мы  будемъ  имЪть: 

Нзо)  =  х^  +  %х^  —  9х^  —  2х^'\-х  —  2 
/•'(д;)  =  бд?*  +  24л;8  — 27а?2  — 4д;  +  1 
Г(Д?)  =  20а?«  +  72а?8  — б4д;  — 4 
^\х)  =  60д;«  +  144а?  —  54 
/•IV(д^)  =  120а; +144 
Л  (л;)  =120 

Легко  видеть,  что  при  о;  =  2  вс^  эти  функщи  будутъ  положительнмя 
числа,  сл1>довательно  2  есть  высшШ  пред^лъ.  Этотъ  способъ  далъ,  какъ 
видимъ,  пред'Ьлъ  ближе  къ  корнямъ,  но  онъ  сложнее  предъидущихъ. 


ГЛАВА    ХХТ. — Р'ВШЕНТЕ    ЧИОЛЕИНЫХЪ    УРАИНЕН1Й.  551 

Слгьдспте,  Если  въ  данномъ  уравпеп1И  вс!'.  ко;1фиц1енты  будутъ  чи- 
сла положительныя,  то  высш1Й  прсд'Ьлъ  положительнихъ  корней  будетъ 
нуль,  т.  е.  такое  ураинен1е  не  имЬетъ  положительныхъ  корней. 

Способь  4,  Каждый  положительный  членъ  въ  уравпен1и: 
преобразуемъ  съ  помощью  формулы: 
такимъ  обраиомъ  уравнеп1е  /"(х)  =  О  сдЬлаетсл: 

+  а2(д;— 1).г"-'-+  •   •  .  +«2  0^—1)  + «2 


п—г 


+  .  .  .  —  а,х 

разсматривал  посл'Кдовательпо  вертикальный  колонны,   въ  которыхъ  н'Ьтъ 
отрицательныхъ  членовъ,  он'Ь  будутъ  всЬ  положительныя  если  .г*>1. 

Чтобы  были  положительными  и  тЬ  колонны,  въ  которыхъ  находятся 
и  отрицательные  члены,  необходимо  имЬть: 


откуда  видимъ,  что  х  должно  оыть  наиоольшее  изъ  чиселъ: 

'  "•  [~  1    ,    .    .    •    ,  I         '|  I  I  г~ -1     I    .    .    •    .  \^^^^) 


чтобы,  для  всякого  числа  большаго  отъ  этого  послЬдняго,  полиномъ  До:) 
былъ  количествомъ  ноложительнымь.  Следовательно,  выбранное  наиболь- 
шее число  изъ  ряда  (19)  будетъ  предЬлъ  положительныхъ  корней  урав- 
нешя  /'(д;)  =  0. 

Примуьрь»    Приложимъ    этотъ    способъ    къ    предъпдущему    примеру. 
Изъ  чиселъ: 


552  ГЛАВА   XXI. — РФШВН1К   ЧИСЛЕЯНЫХЪ   УРАВНЕН1Й. 

9 

наибольшее  есть  —-{-Х,  сл'Ьдовательно  пред'Ьлъ  положительныхъ  корней 

будетъ  3. 

Возьиемъ  еще  н'Ьсболько  прим^Ьровъ: 

Щммпмръ  1.  Найти   высшШ   предЪлъ  положительныхъ  корней  урав- 
нешя: 

х*—Ьх^  +  40x2  —  8д:  +  23  =  О 


По  1-му  и  2-му  сиособамъ  1-}-8  =  9. 
По  3-му  способу  8. 
По  4-му  способу  6. 


11рим9ьрь  2.   Найти   высш1й   пред'Ьлъ  положительныхъ  корней  урав- 
нешд: 

х^  +  Ъх^  +  х^  —  йз1?  —  ЫХ'\-\^  =  О 

По  1-му  способу  51-|-1  =  52. 

По  2-му       „       1  +  ^Ь\  <  5. 
По  3-му       „  3. 

По  4-му       ,  12. 

Прилчьръ  3.   Найти   высш1Й   предЪлъ  положительныхъ  корней  урав- 
нешд: 

а;7 ^  ^х^—зх^  +  6х^  —  9х^  —  их^  +  6х  —  8  =  0 

По  1-му  способу  12. 
По  2-му       я  3. 

По  3-му       я  2. 

По  4-му      я  3. 

Такъ  какъ  наибольшее  изъ  чиселъ: 

3  9  11  8 


1  +  4      '      1+4  +  5      '      1+4  +  5      '     1+4  +  5  +  6 

есть  третье. 

Способ  5.  Часто  сл'Ьдующ;1й  способъ  даетъ  пред-Ьлъ  гораздо  ближе 
нежели  выше  изложенные  четыре  способа.  Этотъ  способъ  состоитъ  въ  томъ, 
что  собираютъ  члены  уравпен1я  по  группамъ,  въ  которыхъ  первый  членъ 
положительный  и  ищутъ  наименьшее  число  для  х,  которое  бы  вс%  группы 
обращало  въ  положительную  величину.  Это  число  и  будетъ  искомый  пре- 
Кклъ.  Эта  группировка,  смотря  по  уравнешю,  бываетъ  различна  въ  каж- 
домъ  частномъ  случа'Ь.  СлЪдующ1е  примеры  пояснятъ  сказанное. 
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Иралпьръ  4.    Возьмемъ  пр.  1.    Уравнеп1е    можно  написатт»  въ  форм'Ь 
группъ: 

х\х—й)-\-\х{х—2)  -|-  2Я  =  О 

Очевидно,  при  ./■  >  О  полиномъ  будетъ  положительнымъ.  Следовательно,  6 
есть  искомый  иред'Ьлъ. 

и2тм)ьрь  .">.  Бозьмемъ  пр.  2.  Уравпен1е  можно  написать  въ  формЪ: 

.г-(.г=^— 8)-}-д;(:1г:^— 51 )  -^  .гЗ_[-  18  =  О 

при  .г'5>«'5  ;^тогъ  полипо:мъ  иудетъ  положительнымъ,  следовательно,  3  есть 
пред1>ль. 

Примщуь  в.  Бозьмемъ  уравнен1е: 

./  "^  —  20а-'  +  4д:^  —  1 1  .г"'  —  1 2().г *  -(-  1 3^^  —  25  =  О 

его  можно  написать  въ  формЬ: 

т\х^— 11)  +  20.г-*(.г-'^— 0)  +  4х^  +  1  Я.г  —  1 5  =  О 

двучлены  х'^ — 11,  .г^ — О  и  13./' — 15  для  .г>  3  положительные,  слЬдова- 
тельно,  3  есть  нред1'.лъ  положительпыхъ  корней.  Друг1е  способы  даютъ 
предЪлъ  6ольп[е  3. 

Примщуп  ;.  Найти  высш1й  предЬлъ  корней  уравпеи1л: 

х^  —  х'-^  —  2.г2  —  4г  —  24  =  О 

Если  въ  уравпеши  н'Ьсколько  отрицательпыхъ  члеповъ,  а  коэфиц1ентъ  у  х 
наивысшей  степени  есть  единица,  то  необходимо  умножить  все  уравнен1е  на 
такое  число,  чтобы  можно  было  1)аспред1.лить  первый  членъ  между  отрица- 
тельными. Умноживъ  данное  уравпеп1е  на  4,  его  можно  написать  въ  форм!^: 

./•^(,г— 4)  4-  хЧх^—Н)  +  .г(.г^— 1  Г,)  +  х^  —  90  =  О 


откуда  видимъ,  что  4  есть  искомый  предЬлъ. 

§  32!).  П]>ег)1ыъ  ошрнаптсльиысъ  корней,  Разыскан1е  пред'Ьла  отри- 
цательпыхъ ко]>ней  сводится  на  разыскан1е  предала  положительпыхъ  слЬ- 
дующимъ  обра:50мъ: 

Если  въ  дапномъ  уравнении  /(г)  =  О  иамЬнимъ  х  на  — х,  то  въ  урав- 
нен1и  /'( — х)  корни  положительные  сд'Ьлаются  отрицательными,  а  отрица- 
тельные сд'Ьлаются  положительными.  Сл1»довательно,  для  отыскан1я  выс- 
шаго  нред'Ьла  отрицательпыхъ  корней  надобно  преобразовать  данное  урав- 
нен1е  Дг)  =  О  въ  Д — х)  =  О  и  отыскать  высш1й  предЬлъ  положительпыхъ 
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его  корней;   этотъ  найденный  пред^лъ,   взятый   отрицательно,    и   будеть^ 
очевидно,  высшимъ  предЪломъ  отрицательныхъ  корней. 

11рим1ьръ  4,  Возьмемъ  тотъ  же  примерь: 

Дх)  =  х^  +  6х^  —  9х^—  2ж2-|-а;  —  2  =  О 

посл'Ь  перемены  знаковъ: 

/'{—х)  =  х^  —  6х*—9х^  +  2х^  +  х  +  2  =  0 

По  первымъ  двуыъ  способамъ  пред'Ьлъ  отрицательныхъ  корней  будетъ  — 10, 
а  по  способу  Ньютона  этотъ  пред^лъ  будетъ  — 7. 

Следовательно,  всЬ  д'Ьйствительные  корни  нашего  уравненха  заклю- 
чаются между  числами  +2  и  — 7. 

§  330.  Низшгй  пред^ьль  полаоюишельныхъ  корней.  Положительное  чи- 
сло, которое  меньше  всЬхъ  положительныхъ  корней  уравнешя,  называется 
нтшимъ  предп»ломъ.  Разыскан1е  этого  пред'Ьла  сводится  также  на  разы- 
сканхе  высшаго  пред'Ьла  положительныхъ  корней  сл^уюш^^чъ  образомъ. 

Пусть  данное  уравненхе  будетъ: 

Яа:)  =  а^  +  а1а:^^  +  а2х'-2+ +  ап-ьг  +  а«  =  0         (20) 

пусть  его  действительные  положительные  корни  будутъ: 

И  притомъ  расположенные  такъ,  что: 

Хх  КХ2  <  Х^  К КХт 

т.  е.  Хх  наименьш1й,  а  Хт  наибольш1Й.    Преобразуемъ   уравнеше  (20)   въ 
другое,  коего  корни  были-бы  обратяы  корнямъ  даннагб;  это  преобразоваше 

дЪлается,  подставивъ  въ  уравненхе  (20)  вместо  х  величину  -  (§  55). 

X 

Пусть  преобразованное  уравнеше  будетъ: 


г(1)=о  (21) 


его  иоложитедьные  корни,  очевидно,  будутъ: 

111  1 


}  }  9  *  '  ■         1 

Хх  ГГ2  Х^  Хт 


и  притомъ  —  будетъ  наибольшхй,  а  —  наименьш1Й. 

Хх  Хт 
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Отыщемъ  высш1н   предЬлъ   положительныхъ  корней  ураинен1я  (21), 
пусть  опъ  будетъ  а,  то: 

^111  1 


)  7  1  •  •  •  1 

'^\  Х\  Х'^  Хт 


откуда: 

1 


\  Х[      ,      Х^      )      ^3      ,      .      •      .      ,      л^ 
ОС 


«)1 


сл-Ьдовательно,  —  будетъ  ни;зш1Й  предЬлъ  положительныхъ  корней  урав- 
нен1я  (20). 

Иримуьръ  Г).  Иозьмемь  опять  уравнепхе: 

Д.г)  =  х^  +  6х^  —  Ох^  —  2^2  +  Л'  —  2  =  О 
откуда: 

х^({  ^  \  =  2х'>  —  х^  +  2х'3  +  0д:2  —  С,х  —1=0 

По  первому  и  второму  способу  высш1й  предЬлъ  положительныхъ  корней 
будетъ  4,  сл'1>дова'1ельно  низппй  ихъ  предЬлъ  будетъ  74  или  0,25.  Сл'Ьдо- 
иательно,  вс1^  положительные  корни  даннаго  уравнен1я  заключаются  меж- 
ду 0,25  и  2. 

§  331.  Пн.шиы  праЬълъ  отрпцательньиъ  корней.  Для  этого  преобра- 
зовываются уравнеп1е  ((х)  =  0  въ  Д — .г)  =  0  и  отыскивается  низш1Й  пре- 
д'Ьлъ  положительныхъ  корней;  найденное  число,  взятое  отрицательно  и 
будетъ  искомый  предЬлъ. 

Прилтръ  а,  Преобра:швывая  уравнен1е: 

.г-у  I  ^  \  =  2.г^  —  X*  -Ь  2^^  +  «^-^^  —  <>.*''  —1=0 

въ  форму: 

/'  (—  М  =  2^-^  -(-  х^  +  2.х^  —  \)х'-  —  (кс  +  1  =  О 

найдемъ  низш1й  предал  ь  отрицательныхъ  корней  — ^/п- 

§  332.  Вы0)ырн1е  ЦИЛЫХ7,  корней.  Пусть  .г^  будетъ  однимъ  изъ  Ц'1> 
лы.хъ  корней  уравнен1я: 

/Хх)  =  а^х''  +  ^^1  ^"  "^  +  «2^"~'-  +  .  .  .  +  аи-ис  +  а^  =0  (22) 

съ  цЪлыми  коуфищентами. 
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Означикъ  частное  (остатовъ  будетъ  нуль)  отъ  д4лешя  ({х)  на  х — Гх 
чрезъ: 

Ьоа^-1  +  Ь,л--2  4.  ....  ^Ьп-2Х-\'Ьп-\  (23) 

помножая  это  частное  на  л?  —  х^  и  сравнивая  его  коэфиц1енты  съ  коэфи- 
щентами  ({х),  найдемъ  сл^Ьдующую  аависимость: 

Ло  =  Ьо    ,    а!  =  ^1 Х\Ь^    ,    02  =  ^2 Х\Ьх    ,    «3  ==^  Ьз ^1  ^2    1    •    •    • 

(24) 

Изъ  послЪдняго  уравнен1я  видимъ,  что  оц  делится  на  корень  Хх'^  изъ 
предпосл'Ьдняго,  которое  есть: 

видимъ,  что  сумма  а^-х  и  полученнаго  частнаго  —  д']Ьлится  на  Хх\  дал%е, 

ЧТО  сумма  а„_2  и  полученнаго  частнаго  Ьп--^  дЬлится  на  Х\  и  т.  д.  до  по- 
сл-Ьдняго  частнаго  —  Ьо»  которое  должно  быть  равно  — а^. 

Если  этотъ  процессъ  сд'Ьлаемъ  съ  каждымъ  изъ  д'Ьлителей  числа  а^  ^ 
которые  лежать  между,  предварительно,  найденными  пределами  корней 
уравнен1Я  До?)  =  О,  то  т-Ь  изъ  д-Ьлителей,  которые  удовлетворяютъ  предъи- 
дущимъ  услов1ямъ,  т.  е.  даютъ  каждый  разъ  ц^лое  частное,  а  последнее 
частное  равно  — ао,  будуть  корнями  предложеннаго  уравнешя. 

Если  00  =  1,  то  уравнеше  (13),  им^етъ  корни  ц'Ьлые  и  несоизмери- 
мые, следовательно  предъидущ1й  процессъ  даетъ  все  соизмеримые  корни 
уравнен1я. 

Этотъ  процессъ  можно  расположить  следующимъ  образомъ: 

Оп  1  «п-1      ,  — Оп— 2      ,  .  .  .  ,       а<1      ,       а\      ,       ао 

—  Ьп-\      ,  — Ьп— 2      ,  .  .  .  ,  — ^2      ,  — Ьх       ,  — Ьо 

—  х^Ьп—г  ,  — Х\Ь^-^  ,  .  .  .  ,  — х{Ь\   ,  — Х\Ь^  ^       О 

первое  число  ( — Ьл-О,  во  второй  горизонтали  получено,  разделяя  Ои  на  л?| , 
которое  складывается  съ  ап-\  и  сумма  — х^Ьп-ч  написана  въ  третьей 
горизонтали.  Эта  сумма,  разделенная  на  Хх ,  даетъ  второй  членъ  во  второй 
горизонтали,  сумма  а^-г  съ  этимъ  членомъ  даетъ  2-й  членъ  — ХуЬп-ч  въ 
3-й  горизонтали  и  т.  д.  Если  х\  есть  корень  уравнен1я,  то  последшй  членъ 
во  2-й  горизонтали  будетъ  — а©,  а  въ  третьей  нуль. 
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Если  такимъ  образомъ  убЬдимся,  что  ^1  есть  цЬлый  корень,  то  сл4- 
дующ1Й  продессъ,  съ  другимъ  д'Ьлнтелемъ  числа  Пп,  можно  производить  не 
надъ  коэфищептами  г/о,  ^^1 ,  «2  >  •  •  •  1  ««?  но  надъ  коэфиц1ентами  2-й  гори- 
зонтали, перем'Ьнивъ  въ  нихъ  знаки,  потому,  что  они  суть  коэфиц1енты 
частнаго  отъ  д'к1ен!я  Л^)  =  0  па  х — х^.  Если  делитель  числа  а,*,  при 
д'Ьлен1и  на  пего  получаемыхъ  суммъ,  даетъ  дробь,  то  такой  дЬлитель  не 
можетъ  быть  корнемъ  уравнен1я  и  продессъ  зд'Ьсь  же  прекращается. 

Числа  +1  и  — 1,  которыл  суть  всегда  дЪлители  числа  а,*,  просто 
подстановляютъ  въ  данное  уравнеи1е,  чтобы  убЬдитьсл,  удовлетворяютъ-ли 
они  уравнен1ю. 

Примгьръ  1.  Возьмемь  уравнен1е: 

х^  —  2х^  —  1  Зл-2  +  38.^  —  24  =  0 

легко  найти,  что  пред'Ьлы  корней  этого  уравпен1я  суть  — 5  и  +5.    Сле- 
довательно, только  Д'Ьлители: 

—4,       -3,      —2,       —1,       +1,       +2,       +3,      +4 

числа  24  могутъ  быть  корпями  даннаго  уравнеп1л, 
Попробуемъ  д'Ьлителя  4? 

—24,  38,         —13,         —2,  1 

—Г)  8 

32,  —5 

— 5  не  д'Ьлится  па  4,  слЬдоватольпо  4  не  можетъ  быть  корнемъ  уравнеп1я. 
Возьмемъ  д'Ьлителл  3: 

—24,         38,         —13,         —2,  1 

—8,  10,         —1,        —1 


30,  —3,         —3,  О 

Сл'Ьдовательно,  3  есть  корень  уравнен1л. 

Возьмемъ  д-Ьлителя  2.  Вместо  того  чтобы  производитъ  процессъ 
надъ  коэфиц1ептами  даппаго  уравиен1л,  произведемъ  его  надъ  членами  вто- 
рой горизонтали  въ  п^юдъидущей  таблидЬ,  перемЬнивъ  въ  нихъ  знаки: 

8,         —10,  1,  1 

4,         -3,         -1  (25) 


—О,         —2,  О 

следовательно  2  есть  корень  уравнен1л. 
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Прамуьрь  2.  Возьмемъ  еще  уравненхе: 

Цх)  =  а;*  —  29д:«  —  Ъ\х^—Пх  +  60  =  О 

ВсЬ  корни  находятся  между  — 3  и  32,  слЬдовательно  необходимо  испы- 
тать д-Ьлителей  числа  60: 

—2,     2,     3,     4,     5,     6,     10,     12,     15,     20,     30 

Д1)  =  0,   сл-Ьдовательно  1  есть  корень. 

Услов1е  Д— 1)=  124  исключаетъ  д-Ьлителей; 

2,     4,     5,     6,     10,     12,     15,     20 

следовательно  надобно  испытать  только  — 2,  3,  30  и  легко  убедиться,  что 
числа  — 2  и  30  суть  корни. 

§  334.  ТТредложенге.  Если  въ  уравнен1и: 

т  =  О  (26) 

подставивъ  два  числа  а  и  3,  гд^Ь  а>^,  получимъ  результаты  съ  против- 
ными знаками,  то  уравнен1е  (До)  будетъ  нжЬтъ  между  числами  ос  и  ^,  по 
крайней  м'ЬрЪ,  одинъ  действительный  корень,  а  если  ихъ  больше  одного, 
то  число  ихъ  будетъ  нечетное. 

Доказательство.  Пусть  :Г),  х^^  х^^..  у  Хт  будутъ  корнями,  лежащими 
между  числами  а  и  ^,  уравнеше  (26)  можно  написать  въ  форм^: 

1'(х)  =  (х—х^) (х—Х2)  ,  .  .  .  ,  (х—Хт)^{х)  =  0  (27) 

гд-Ь  (р(х)  есть  произведен1е  остальныхъ  д-Ьйствительныхъ  корней,  т.  е.  кор- 
ней, лежащихъ  вне  чиселъ  а  и  0  и  мнимыхъ  корней.  Эти  посл^дше,  бу- 
дучи попарно  сопряженны,  дадутъ  квадратныхъ  множителей  формы: 

(х—хУ  +  у'^  (28) 

х*±у*г  суть  сопряженные  мнимые  корни.  Подставнмъ  въ  уравнеше  (27) 
последовательно  ос  и  ^,  то  найдемъ: 

/■(а)  =  (а— л;,)(а— л?а) (а— а^).ср(а) 

ДР)  =  (Р_>г,)(Р_а;,) (р_д;„).у(р) 

множители  3 — л?1 ,  Р  —  Д?2 »  •  •  •  •  Р — ^п  все  положительные,  а  множите- 
ли а  —  д?!,  а — Х2^  ...,  а — Хп  все  отрицательные.    Что  же  касается  до 
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^Га)  и  ^ф,  то  очоппдпо  оиЬ  п:^гЬютъ  одипакоиыо  знаки.  Следовательно 
/"(а)  и  Д?)  будутъ  имЬть  или  одинак'овыо  знаки  или  разные,  смотря  по 
тому  будетъ-лп  между  числами  а  и  ^  четное  или  нечетное  число  корней 
дапнаго  уравнеи1л. 

Легко  вид'Ьть,  что  :)То  свойство  расп|)остранлется  и  на  уравнен1я 
съ  равными  корнями  лиип»  бы  корень  ^^-й  кратности  считался  за  р  корней. 

Слш)ств1е  1,  Если  результаты  /'(а)  и  /"(|3)  будутъ  имЬть  одинаковые 
знаки,  то  уравнен1е  /'(./)  =  О  или  не  им'^етъ  корней  между  числами  аи? 
или  ихъ  есть,  между  ;^»тими  Ч1[слами,  четное  число. 

С.иъдетв'и'  2.  Если  уравпеп1е  будетъ  нечетной  степени: 

то  подстаиовлеш'е  -[-оэ  и  — оэ  даетъ  результаты  съ  противными  знаками, 
сл']>довательно  уравпен1е  нечетной  степени  имЬетъ  по  крайней  мЬр'Ь  одинъ 
действительны  и  корепь. 

Сл1Ь()етв(С  Н,  Если  въ  уравнеп!и  нечетной  степени  носледн1Й  члснъ 
(^^2^^\^  будетъ  число  положительное,  то  подстановлеп1е  — 'оо  и  О  даетъ  ре- 
зультаты съ  противными  знаками,  следовательно  такое  уравпен1е  имЬетъ 
по  крайней  м'Ьр'Ь  одинъ  отрицательнгай  корень. 

Слш)с7П(пе  4.  Если  въ  уравнеп1и  четной  степени  посл'Ьдн1Й  членъ  «.у 
будетъ  число  отрицательное,  то  подстаповлен1я  — оо  и  О,  и  4"^  и  О  даютъ 
результаты  съ  противными  знаками,  следовательно  такое  уравнен1е  им'Г.етъ 
по  крайней  мЪрЬ  одинъ  положительный  и  одинъ  отрицательный  корень. 

§  335.  Предложение.  Если  Х\   есть  корень  уравнен1я: 

А.г)  =  О 

и  мы  проведемъ  переменное  .г  отъ  т,  —  Л  до  ^1  +  //,  где  //  есть  количе- 
ство произвольно  малое,  то  до  уничтожен1я,  т.  е.  для  .г  =  г,  —  Ь  функц1я 
Да:)  и  ел  производная  (\х)  имеютъ  противные  знаки,  т.  е.  если  Дх1-Л)  = 
=г±</2,  то  1\гу  1()  =  ^Ь'^,  где  «2  и  />^  суть  положителъныя  числа;  а 
после  уничтожеи1я,  т.  е.  /(.(:,+//)  н  /'(.Г1-|-//)  имеютъ  одинаковые  знаки, 
т.  е.  или  обе  положительныя  или  обе  отрицательныя. 

Доказательство.  Положммъ  для  большей  общности,  что  Ху  есть  ш 
кратный  корень,  поэтому  онъ  будетъ  корнемъ  и  производныхъ  функц1Й: 

АЛГЕБРАИЧ.    АНАЛНЗЪ.  '^1 


562  ГЛАВА   XXI. — РФШЕН1К   ЧИСЛЕННЫХЪ   УРАВНВН1Й. 

ДО  т — 1  включительно  (§  46).  Следовательно  будемъ  им-Ьты 
а 

"'■+«= ■.2.з!'".".'—1^"'"''  +  Т2.з"..^  '^'"<"^+ 

раядЪляя  первое  изъ  этихъ  уравневШ  на  второе,  найдемъ: 


Такъ  какъ  к  можно  взять  Бакъ  угодно  малымъ,  то  знавъ  второй  части 
предъидущаго  равенства  будетъ  зависнть  отъ  знака  к  (§  32,  ел.  3),  т.  е. 
вторая  часть  будетъ  величина  положительная  или  отрицательная,  снотря 
по  тому  будетъ-ли  Ъ  съ  -^  или  съ  — .  Следовательно  будемъ  им^ть: 

что  и  требовалось  доказать. 

§  336.  Нредложенге  Ролля.  Между  двумя  действительными  корнями 
Хх  и  Х2  уравнен1я  Да;)  =  О  находится  всегда  одинъ  действительный  корень 
я:'  функцш  производной  {*{х)  =  0. 

Доказательство.  Пусть  а:1<а?2'  Предъидущее  предложенхе  даетъ: 

Но  между  пределами  а?!  -|-  Л  и  х^  —  Ь  функцхя  ({х)  не  имеетъ  корней  по 
услов1Ю,  следовательно,  Да?!  +  А)  и  ({х^  —  Л)  имеютъ  одинаковые  знаки,  а 
такъ  какъ  дроби  (18)  имеютъ  разные  знаки,  то   очевидно: 

Пх,^Ю    и    Г(^2-Л) 

должны  иметь  разные  знаки,  а  следовательно,  (\х)  между  х^-^-К  и  х^ — к 
имеетъ,  по  крайней  мере,  одинъ  корень.  Но  легко  видеть,  что  она  мо- 
жетъ  име^'ь  только  одинъ  корень. 

Слгьдствге.  Два  последовательные  корня  х\,  х\  функщи  (^{х)-=Оиг 
могутъ  заключать  между  собою  более  одного  корня  функцш  ({х)  ==^  0.  Въ 
самомъ  деле,  если  ({х)  имела  два  корня  между  х\  и  х^^  то  между  этими 
корнями  находился^бы  еще  хоть  одинъ  корень  уравнешя  /'Х^)  =  0,  но 
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этотъ  корень  лежалъ-бы  и  между  корпями  х\  и  ж'о^  '^то  иротиворЬчитъ 
иоложен1Ю.  Настоящее  11редложеп1е  припадлежитъ  французскому  геометру 
Роллю  (КоПе,  и\о2 — 17 Г.)  гг.)  и  шв'Ьстно  въ  АвализЬ  подъ  имепемъ  тео- 
ремы Ролля. 

Изъ  этого  предложеп1я  сл1')Дуетъ,  что  если  уравнеше  Д.т)  =  О  им4етъ 
вс'Ь  корни  д'Ьйствительные.  то  и  уравие1пя: 

им-Ьютъ  ВС'Ь  корпи  Д'Ьйствительные  и  нритомь  корпи  уравненЬг  (\х)  бу- 
дутъ  ВС'Ь  въ  нромежуткахъ: 


—  ОО    ,  .Г1    ,  я-2   ,  :гз   ,....,  х„  ,  + 


оо 


гд'Ь  :Г1 ,  л:.2 ,  .'^з ,  •  •  •  ?  ^'^^  ^уть  ВС'Ь  корни  уравнен1я  Д д:)  =  0. 

Во  всемъ  слЬдующеуъ  мы  будем'ь  предполагать,  что  уравнен1е    при- 
ведено къ  (|)Орм'Ь: 

гд'Ь  «1,  «2,  с(з»  •  ••  т  ^'>*  Д'Ьлыя  числа,  что  изъ  него  выд'Ьлены  равные  кор- 
ни и  корни  цЬлые,  слЬдовательпо,  оно  содержитъ  только  несоизмЬримые 
и  мнимые   корни. 


ГЛАВА   XXII. 
Предложен  16   Штурма. 

§  оЯ7.  11редложен1я,  изложенныя  въ  предъидуп^ей  глав^Ь,  даютъ  пре- 
д'Ьлы,  между  которыми  находятся  всЬ  д'Ьйствигельные  корпи  даниаго  урав- 
неп!я  и  даютъ  возможность  утверждать,  въ  извЬстномъ  случаЬ,  что  между 
данными  числами  лежитъ.  по  крайней  М'Ь1)'Ь,  одинъ  корень  дЬнствитель- 
ный;  но  эти  предложеЕпк  не  дають  никакого  понят1я  о  числ1^  д'Ьйстви- 
тельныхъ  корней  уравнен1я,  какъ  зюжду  найденпыми  предЬлами,  такъ 
и  между    произвольно  взятыми  числами. 

Все  это  понолняегся  одной  из'ь  самыхъ  замЬчательных'ь  теоремъ,  ко- 
торую  предложилъ  фрапцузск1й  математикъ  Штурмь   въ  1829  г.  (81игш, 
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1803 — 1855  гг.),  которая  и  теперь  носить  его  имя.  Это  предложете 
точно  опред'Ьляетъ  число  д'Ьйствительныхъ  корней  даннаго  уравнеша 
между  двумя  произвольно  взятыми  числами,  а  сл'Ьдовательно,  и  все  число 
д'Ьйствительныхъ  корней,  если  взятыя  числа  будутъ  пределы  корней,  опре- 
д'Ьленные  способами,  указанными  въ  §§  328 — 332.  Изложимъ  это  пред- 
ложен1е. 

Пусть  данное   уравненхе  п-й  степени,   освобожденное  отъ    равныхъ 
корней,  будетъ: 

А^)  =  0  (1) 

Возьмемъ  производную  этой  функц1и  {'{х)  и  разыщемъ,  изв^стнымъ  спосо- 
бомъ,  общаго  наибольшаго  делителя  между  функц1ями  До;)  и  /^(х),  сътою 
только  разницею,  что  въ  каждомъ  изъ  послЪдовательныхъ  остатковъ  пе- 
рем'Ьняется  знакъ.    Пусть,  такимъ  образомъ,  полученные  остатки  будутъ: 

В,(х)    ,    В2(х)    ,    11^{х)    ,     .     .     .     ,    Щх)  (2) 

эти  остатки  и  функц1и  Дд?)  и  /"'(л;)  связаны  поэтому  между  собою  следую- 
щими уравнешями: 

ГМ  =  Я2Мх)  —  Я2(^) 
Их  =  Я^В^{х)  —  В^{х) 

^2  =  Я411з(^^)  —  В,{х)  (3) 


Д|^2  =  Яу.В^-1{х)  —  В^^{X) 


^1 1  ^а  1  •  •  • »  Я\^  суть  частныя  при  д'Ьлен1и  Дж)  на  (^(х\  1\х)  на  В\  и  т.  д. 
Такимъ  образомъ  получится  рядъ  функщй: 

Да?)    ,    Г{^)     ,     Вх{х)     ,    Вг{х)    ,    .     .     .     ,    В^{х)  (4) 

изъ  коихъ  последняя  есть  число,  такъ  какъ  по  условию  уравнеше  (I)  не 
им']Ьетъ  равныхъ  корней,  а  поэтому  общаго  наибольшаго  делителя  съ  про- 
изводного /^(а?)  не  им-Ьотъ.  Рядъ  этотъ  называется  рядомъ  Штурма,  а  В{1х\ 
В2{х),  . . .  ,  Л?)х(я;)  называются  функцгями  Штурма. 

§  338.  Разсмотримъ  теперь  свойства  ряда  (4), 
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Свойство  1,  Если  возьмомъ  как1и-нибудь  два  числа  а  и  Р,  а>&  и 
проведемъ  поремЬнное  г  чре:^ъ  1\с'Ь  :шачеп1"я  от:>  а  до  ^1  то  функц1и  ряда 
(4)  будутъ  изменяться  и  для  и'Ькото|)Ыхъ  значен1й  .^-са  между  а  и  3  бу- 
дутъ  обращаться  въ  нули,  то  одна,  то  другая,  но  для  одного  и  того-же 
значен1я  д:-са  дв1',  функц1И  подрядъ  въ  ряду  (4)  уничтожиться  не  могутъ. 
Въ  самомъ  дЬл'Ь,  ноложимъ,  наиримЬръ,  что  въ  ряду  (4),  для  какого-ни- 
будь :шачен1я  ,г  между  а  и  ?,  уничтожились  иодрядъ  двЬ  функщи  11^(х)  =  0 
и  7?4(г)  =  0,  то  и:гь  уравнеи1й  (Я)  видимъ,  что  и  функц1и  Л2(г)^=0, 
В\(х)  =  0,  ("(х)  =  0,  /1г)  =  0,  а  изъ  ;^того  мы-бы  заключили,  что  такъ  какъ 
для  одного  и  того-же  значен1я  перемЪннаго  х  функц1и  /'(т)  и  [\х)  уничто- 
жаются, то  ;)ти  ((»ункц1и  им'Ьеогъ  оби1,аго  паибольп[аго  дЬлителя,  т.  е.  имЬ- 
ютъ  равные  корни  (§  46),  что  противор-Ьчить  услов1ю. 

Свойство  .2.  Если  для  какого-нибудь  значен1я  .г:-са  между  а  и  Р  одна 
изъ  среднихъ  функц1Й  ряда  (4)  уничтожается,  то  сос'Ьдн1я  съ  нею  тгЬють 
всегда  нротивные  знаки.  Пусть,  наиримкръ,  уничтожилась  функд1я  1\\(х), 
то  изъ  уравнеи1Й  (3)  имЬемь: 

1ф:)  =  —  в,(х) 

Определение,  Если  въ  рядъ  (4)  подставимъ  какое-нибудь  число  и,  не 
обращая  вниман1е  на  числовое  зпачоН1С  его  члеповъ,  отмЬтимъ  только  зна- 
ки, принадлежащте  каждому  члену,  то  иолучимъ  рядъ  знаковь,  напримЬръ, 
такой: 

/      ,      /        ,      /1|       ,      /12      ,       Лз      ?      -К^      ,      •      •      •      • 

(5) 

+        -+  +  -- 

Въ  этомъ  ряду,  если  два   знака   слФ.дуютъ  одинъ  за  другимъ,  какъ  -] 

или Ь  ?  то  ;>то  пазываютъ  псремуьниою  знаковъ,   а   если   они  сл'Ьдуютъ 

въ  порядк'Ь  -г+  или ,  то  это  называютъ  повторенгемъ.  Въ  ря;1у  (5) 

есть  три  перемены  и  два  иовторен1я. 

Свойство  8.  Ноложимъ,  что  для  какого-нибудь  значен1я  .т-са,  нанри- 
м'Ьръ,  для  .г  =  .г, ,  между  а  и  ?,  одна  изъ  среднихъ  функц1Й  ряда  (4),  на- 
примЬръ, 7/о(х)  уничтожится,  то  (см.  св.  2)  сосЬдн1я  сънею  71\(.г)  и  Дз(л) 
для  Хх  имЬютъ  противные  знаки.  Возьмемъ  три  значен1я  д;-са:  т^  —  //, 
^1  и  я'1-|-Л  и  возьмемъ  Л  такъ  малымъ,  чтобы  въ  промежутке  отъ  т^ — Д 
до  Хх-\гЬ  пи  одна  изъ  диухъ  соскднихъ  фуикц1й  Т1\{х)  и  И^{х)  съ  функ- 
щей  Е^^х)  не  уничтожились  и  эти  т^иг  значен1я  подставимъ  послЬдова- 
тельно  въ  рядъ: 

11,[,с)     ,     7/2(.^)    ,     Е^{х) 


566  ГЛАВА  XXII. — ПГЕДЛОЖЕШВ   ШТУРКА. 

найдемъ,  обращая  вниманхе  только  на  знакъ,  сл']Ьдую1цее: 

для   Х  =  Х1 — л  ±  ф  1^ 

ДЛЯ   Х  =  Х1  ±  О  нР 

ДЛЯ  д;==л:,  +  й  II::  =  п^ 

или: 

ВАх)    ,    В2(х)    ,     Д,(гс) 

ДЛЯ   Х  =  Х1 — к  III  =  Ц1 

ДЛЯ   Х  =  Х1  ±  О  1;! 

ДЛЯ  а?  =  гг1+й  1+1  ф  1ц: 

Изъ  этихъ  таблицъ  видимъ,  что  отъ  уничтоженхя  одной  изъ  среднихъ 
функц1Й  122(^1)  =  о  въряду  (4)  ни  одна  перем1^на  знаковъ  не  теряется  при 
переход*  х-са  отъ  х^-хх — Н  до  х  =  хх'\-к:  одна  перемена  для  х^ — Л  и 
д:1+А.  Изъ  этого  заключаеиъ,  что  при  переход*  а?-са  отъ  а  до  Р  отъ 
уничтожения  среднихъ  функц1й  ряда  (4)  перемена  знаковъ  не  увеличи- 
вается и  не  уменьшается,  какое  число  переи'Ьнъ  было  для  гг  =  а,  такое 
останется  и  для  х  =  &. 

Сюйство  4.  Теперь  положимъ,  что  для  х=^х\  между  а  и  ^  сама 
функц1Я  ({х)  уничтожается,  т.  е.  что  Ху  есть  корень  уравнен1я  /*(я;)  =  0. 
Возьмемъ  опять  два  значен1я  для  д:-са:  Хх — Л  и  Хх-^Ь^  гд*  Ь  такъ  мало, 
что  въ  промежутке  отъ  Хх — Ь  до  Хх-{-К  производная  (\х)  не  им*етъ  ни 
одного  корня,  будемъ  им*ть: 

ах)   ,    Ах) 

для  х^==Хх — Л  :±1  Ц! 

для  х=^Хх  о  нР 

для  х==^Хх-{-Ь  ^  =Ц 

составляемъ  эту  табличку  на  томъ  основан1и,  что  до  уничтожешя  функ- 
Ц1я  Дх)  и  ея  производная  /''(х)  им-Ьютъ  противные  знаки,  а  поел*  уничто- 
жен1я  одинаковые  (§  335). 

Разсматривая  эту  таблицу  видимъ,  что  при  переход*  чрезъ  корень 
функц1и  Дх)  потерялась  одна  перемена. 

§  339.  Соображаясь  теперь  съ  свойствами  (3)  и  (4),  будемъ  им*ть 
цредложеше  Штурма,  которое  состонтъ  въ  сл*дуюп^емъ. 
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ир(ч)лож€ше  Штурма.  Если  нъ  ])лдъ  фупкц1й  (4)  подставимъ  по- 
сл'Ьдователыю  два  произвольно  взлтыя  числа  а  и  ^,  а  <  ?  и  сосчитаемъ 
число  иеромЬиъ  знаковъ  въ  ряду  для  а  и  число  перем-Ьпъ  въ  томъ  же  ря- 
ду для  Э.  то  число  иоторяпныхъ  перем'1.нъ  знаковъ,  при  переходЬ  отъ  а 
до  ?,  будетъ  равно  числу  д1.йствительпыхъ  корней  лежащихъ  между  этими 
числами,  такъ  какъ  отъ  уничтоже1Пя  среднихъ  функций  ряда  иерем1»ны 
знаковъ  не  теряются  (св.  8),  а  при  иереходЬ  функц1и  Дт)  чрезъ  корень, 
каждый  разъ,  теряется   одна  перемЬна  знаковъ. 

Если  желаемъ  знать,  сколько  данное  уравнен1е  им'Ьетъ  дЪйствитель- 
ныхъ  корней,  то  должно  въ  рядъ  (4)  поставить  вместо  чиселъ  а  и  ?:  — со 
и  +  со.  Если  поставимъ  вм'Ьсто  а  и  &,  — сю  и  0;  О  и  +сс,  то  най- 
демъ  число  отрицательныхъ  и  число  иоложительныхъ  корней  даннаго 
уравнен1л. 

При.юьръ  1.  Пусть  данное  уравнеп1е  будетъ: 

/•(.г)  =  лу^  —  Зт2  —  4.Г  +  1 3  =  о 

откуда: 

[\х)  =  3^2  —  С^'  —  4 

разыскивая  Штурмовы  функц1и  какъ  сказано  вы1пе,  найдемъ: 

^>^  (х)  =  2т  —  5     ,     112  ( .г )  =  +  1 
Следовательно  будемъ  им'1.ть: 

-оэ  _  +  -  + 

О  +  -  -  + 

+  00  _|-  Л-  Л-  _[- 

Откуда  видимъ,  что  для  ./:  =  —  оэ  рядъ  им1^етъ  три  перемЬны,  а  для 
д^==-|-оэ  ни  одной,  следовательно  данное  уравнен1е  имЬетъ  всТ,  три  корпя 
действительные.  Но  такъ  какъ  для  х=0  рядъ  им'Ьетъ  двЬ  перемЬны,  то 
изъ  этого  видимъ,  что  уравнеп1е  имЬетъ  одинъ  отрицательный  корень  и 
два  положительные.  Если  въ  пред ъидуиий  рядъ  поставимъ  последователь- 
но числа  — о,  — 2,  -}-2,  -{--г'»»  3,  то  найдемъ,  что  въ  промежуткахъ  — 3 
и  — 2,  -\  :>  и  2,5,  2,5  и  3  находится  по  одному  корню.  Такимъ  образомъ 
корни  выделены. 

Прцуцъръ  2.  Пусть  будетъ  дано  еще  уравнен1е: 

((X)  =  X*  —  Ох^  +  5д:^  +  14.Г  —  4  =  0 
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то: 

(\х)  =  4яг«—  18гс2  +  \0х  +  14 

В^{х)  =  11х^  —  Ых—Ъ 

1фо)=\Ъ2х  —  ^Ы 

Ых)  =  + 
Подставляя  въ  рядъ: 

д;  =  —  оо  -(-  —  -[-  —  + 

х  =  —  2  +  —  +  —  + 

+  -  + 

-  -  + 

-  -  + 

-  -  + 

-  -  + 
+  +  + 

Изъ  этой  таблицы  видно,  что  вс^Ь  четыре  корна  уравнен{я  действительны 
и  находятся  между  нред'Ьлани  — 2  и  +4.  Одинъ  между  — 2  и  — 1,  одннъ 
между  О  и  -\-\ ,  и  два  между  3  и  4,  и  легко  показать,  что  одинъ  изъ  нихъ 
лежитъ  между  3  и  3,5 ,  а  другой  между  3,5  и  4. 

Примпрь  3.  Возьиемъ  еще  следующее  уравнеше: 


х  =  —  1 

— 

— 

х  —  0 

— 

+ 

х  =  1 

+ 

+ 

х  =  2 

+ 

+ 

х=3 

+ 

X  —  4 

+ 

+ 

откуда: 


^{х)  =  х*+  Зж*  — 4а:«  +  6а;«  + 12*—  18  =  О 

1/"'(а:)=а;*  +  2а^  —  2*»  +  2«  +  2 
Еу^х)  =  —  х*-\-2х'—  4а;2  —  10ж  +  18 
Л,(а:)  =  —  л»  +  Юж»  —  1 1 9 
Л,(ж)  =  84а;>  —  9ж  —  1 70 
Л4(л)  =  2267*  — 2402 
Вб(х)  =  + 


Следовательно: 

П^)    . 

/•'(х)  , 

Д(«)    . 

Ил(х)     , 

,    Д.(«) 

.       -Й4(Ж)       , 

Дб(«) 

-00                 + 

— 

— 

+ 

+ 

+ 

0            — 

+ 

+ 

— 

— 

+ 

+  СО                  + 

+ 

— 

— 

+ 

+ 

+ 
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Изъ  ЭТОЙ  таблицы  видимтз,  что  данное  ура1шон1е  имЬетъ  только  два  дЬй- 
ствительные  корня,  изъ  коихъ  одинъ  отрицательный  и  одинъ  положитель- 
ный, сл'Ьдовательно,  оно  им'1>етъ  четыре  мнимые  корня. 

Иримиръ  /.  Возьмемъ  кубическое  у1)авнен1е  (^^  53,  20): 

для  него  будемъ  имЬть: 

/ '(»  =  :И/-+Я)     ,     Л,  =  —  2их  —  а     ,     Л,  =  —  (6'24-4/Р) 

Если  //<0  и  (г'^  -\~  -ИР  <С  О  (въ  :)Томъ  послЬднемъ  услов1и  заключается 
первое  //<()),  то  уравнеи1е  будетъ  имЬть  три  д1'>йствительныхъ  корпя. 
Ы  въ  самомъ  д1'.л'!'>,  при  этихь  услов1яхъ  им1,емъ: 


/и-) 

,  /•'(.-) 

.  7.'| 

,     Иг 

—  со 

--О!' 

1 

1 

+ 

. — 

+ 

Прилтрь  Гк  Штурмовы  фуикц1и  для  уравпеп1я  четвертой  стеиепи: 

будутъ: 

7?,  =  —  :\Пг^  —  м;:  —  (а^^  —Ш') 
Ну  =  —  (2Я/,  —МгТ-!)  2  —  (//, 

эти  фупкц1И  получаются,  иринявь  въ  соображен1е  тождество  (§  54,  3:>): 

Г;-^  +  4Я'»  =  </;^(7У./,-0е7,) 

При  д'Ьлен1и  ['(х)  на  7?!  надобпо  умножить  [\т)  на  Я//-,  въ  получен- 
номъ  остатк'1'»  отбросить  множителя  п1.  При  дЬлен1и  7^1  на  В^  надобно 
помножить  ^1  на  {'Ии^ — Зг<о.7о)-  и  въ  нолученномь  остаткЬ  отбросить 
множителя  а1П\ 

Теперь   только  можно  дополнить  то,    что   сказано    о  корняхъ  биква- 
дратнаго  уравнеи1я  въ  §  209. 

Первые  коэ(|)иц1енты  въ  штурмовыхъ  функц1яхъ  въ  ир.  5  суть: 

—  7/1  —  (2Я7,  —  Зг/о'/з^     ,     ^^1  ^  —  27,7,2 

АЛГЕВГАИЧ.    АИАЛНЗЪ.  72 
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Если  ъсЬ  корни  биквадратнаго  уравиен1я  д11йствительны ,  то  къ  уело- 
В1Ю  А^  =  ^\^  —  27/2' >  О  надобпо  присовокупить  еще  услов1я  1К0  и 
2Н^^  —  Зао ^2  <  0. 

Если  одно  или  оба  изъ  этихъ  посл'Ьднихъ  внражен1й  будутъ  >  О, 
и  А4>0,  то  ВС*  корни  уравнен|'я  будутъ  мнимые. 

Примщп»  в.  Показать,  что  если  Л  =  0,  ^^  =  0,  ^2  =  0,  то  всЬ  корпи 
будутъ  равные  и 

«о щ__а2 а« 

щ       ад      аз      а4 

§  340.  Если  читатель  им^лъ  терп']^н1е  передЬлать  всЬ  предъидупие 
прим1^ры,  то  онъ  вполн'Ь  могъ  уб'Ьдиться  как1Я  трудности  на  практик^Ь 
представляетъ  иредложен]е  Штурма,  даже  при  невысокихъ  степеняхъ  урав- 
нен1й.  Оно  представляетъ  гЬ  же  трудности,  как1я  представляетъ  операд1я 
разыскан1я  общаго  наибольшаго  дЬлителя  между  двумя  полиномами,  поэ- 
тому уже  самъ  Штурмъ  предложилъ  нЪкоторыя  упрощешя. 

1.  При  посл']^довательныхъ  д^лешяхъ,  съ  помощью  которыхъ  разы- 
скиваются функщи  ^(л:),  -ВгС^),  ^?з(^)  можно  умножать  и  д-Ьлить  Д'Ьли- 
мыя  или  д']^лителей  на  как1я  угодно  положительныя  числа,  функщи  ряда 
(4)  будутъ  умножены  на  положительныхъ  множителей,  поэтому  знаки  ряда 
(4)  не  изменяются.  Но  нельзя  вводить  или  сокращать  на  множителей  отри- 
цательныхъ. 

2.  Услов1е,  по  которому  послЬдняя  изъ  функщи  (4)  именно  Ву.  есть 
постоянное  число,  не  входитъ  въ  доказательство  теоремы,  это  доказатель- 
ство предполагаетъ  только,  что  22^  не  изм']Ьняетъ  знака  при  переход'Ь  я^а 
отъ  а  до  р.  Откуда  слЪдуетъ,  что  если  между  функщями  В\{х\  В^х),.... 
встретится  такая,  которая  не  им-Ьотъ  корня  между  а  и  Р,  то  рядъ  (4) 
можно  на  ней  и  остановить,  не  обращая  внимашя  на  всЬ  сл^дующхя  за  нею. 

3.  Можетъ  случиться,  что  одинъ  изъ  пред^лонъ  а  или  Р  обращаетъ 
въ  нуль  одну  или  несколько  функщи  въ  ряду  (4),  отъ  этого  не  произой- 
детъ  никакого  затруднен1я  для  счета  перем^нъ  знаковъ.  Надобно,  въ  этомъ 
случа-Ь,  вм'Ьсто  а  подставить  а — 7»,  а  вместо  Р  величину  3-+"Л.  гд*  А  есть 
количество  какъ  угодно  малое.  Положимъ,  что  для  а  или  для  Р  функц1я 
Дат)  уничтожится,  то  известно,  что  функщи  /*(гс)  и  ^\х)  для  а — А  дадутъ 
перемену  знаковъ,  а  для  3-|-Д  повторенш.  Что  же  касается  до  функщи 
сл-Ьдующихъ,  то  если  одна  изъ  нихъ  уничтожается  для  а;  =  а  или  х  =  ^^ 
то  какъ  мы  видели  выше  (§  338)  для  величинъ  весьма  близкихъ  къ  а  или 
Р,  рядъ  изъ  предшествовавшей  и  изъ  следующей  за  нею  даетъ  всегда  одну 
перемЪну. 
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§  341.  Чтобы  данное  уравиен1е  Д./;)  имЬло  всЬ  корни  д1^йствитель- 
ные  необходимо,  чтобы  рядъ  (4)  для  .г^=  —  со  представлялъ  вс/Ь  переме- 
ны, а  дли  х'  =  -|-  оо  ис'Ь  иоитореи1л.  Если  данное  уравнен1е  п-й  степени, 
то  въ  ряду  (4)  будетъ  п-{-\   фупкц1Й,  степени  которыхъ  будутъ: 

и     ,     и — 1     ,     // — 2     ,     и — Я    ,...,2,1,0 

Чтобы  рндъ(4)  дли  .г  =  —  со  представлялъ  только  иеремЬны  знаковъ,  ко- 
торыхъ будетъ  п,  необходимо  чтобы  ко:^«|)иц1енты  у  первыхъ  членовъ  функ- 
Ц1Й  (4)  были  положительные.  11:^ъ  этого  слЬдуеть,  что  дли  того  чтобы  урав- 
нен1Я  и  -  и  степени  имЬло  всЬ  корни  Д'1п1ствительные,  необходимо  чтобы 
функгии  ряда  (4)  были  числомъ  п-\-\  и  чтобы  ихъ  первые  члены  имЬли 
положительные  ко:я|>и1иенты.  ()л'1;довательио  всЬхъ  услов1"й  71-\-1,  но  такъ 
какъ  первые  ко:)фиц1еиты  въ  [{х)  и  /'(.г)  суть  всегда  положительные,  то 
число  УСЛ0В1Й  будет'ь  и  —  1  двумя  мепьше,  но  ихъ  можстъ  быть  и  еще 
меньше,  если  одни  и:гь  нихъ  включены  въ  другихъ. 

$;  342.  11редложен1е  Штурма  можетъ  быть  и{)Иложено  и  къ  уравне- 
Н1ямъ  съ  равными  корнями,  лить  бы  корень  входяиий  несколько  разъ 
считался  за  однпъ. 

Пусть  /(.г)  =  0  будетт»  уравпен1е  съ  равными  корнями,  возьмемъ  про- 
изводную 1^'{х)  и  1)азып1,емъ  оби1,аго  наибольшаго  дЬлителя,  съ  услов1емъ 
перем'Ьнить  знакъ  въ  каждомь  изъ  посл1»довательныхъ  остатковъ,  какъ  мы 
сказали  выше  (§  337). 

Пусть  полученный  рядъ  <|>упки1й  будетъ: 
/\.г)     ,     /'(г)     ,     11^(х)     ,     1ф)     ,     П,{т)  ,  .  .  .  ,  Щх)  (1^) 

гд'Ь  ]}1Ах)  буд(^ть  фуикц1я  от'ь  ./;,  а  не  посто^гнное  число.  Три  послЬдова- 
тельиь'л  1[>уик1ии  этого  ряда  будутъ,  очевидно,  связаны  уравиен1лми  формы: 

Пусть  I)  будеть  произг»еден1е  линейпыхь  множителей  обп1,ихъ  фупкцтямъ 
/(г)  и  /"(./;).  Очевидно,  что  функ1ии  ряда  ( 1  х;  исЛ',  дЬлятся  на/).  Озиачимъ 
частпыя  :)того  дЪлеи1>1  чрезъ: 

1\х)     ,     Т\(х)     ,     11\(х)     ,     7Л>(г)     ,     .     .     .     ,     И\,{х)  (1!)) 

;)ти  частпыя  также  связаны   уравнеп1емъ: 
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Отношен1е  -^т—.  =  —.  , ,  уничтожаясь,  всегда  перейдетъ  отъ  отрицательнаго 
1{х)      -Г|(ж) 

къ  положительному.  Сл-Ьдовательно,  къ  функц1ямъ  ряда  (19)  можно  ирн- 
ложить  всЬ  разсужден1Я,  как1я  были  сд^^ланы  относительно  ряда  (4),  от- 
куда сл'Ьдуетъ,  что  уравненхе  Да?)  =  О,  или  Ддг)  =  О  будетъ  им-Ьть  столько 
корней  между  ос  и  ^,  сколько  въ  ряду  (19)  потеряется  перем'Ьнъ  знаковъ; 
нотакъ  какъ  этотъ  рядь  отличается  отъ  ряда  (18)  только  д^^лителемъ  I), 
то  рядъ  (19)  можно  зам-Ьнить  рядомъ  (18). 

Таково  иредложен1е  Штурма,  блестящее  въ  теор1и  и  трудно  выпол- 
нимое на  практик'^,  поэтому  предпочитаютъ  другое — Бюдана  или  Фурье, 
которое  въ  теор1и  сложн'Ье,  но  на  практике  удобн'Ье. 

Примгьрь  1.  Найти  число  дМствительныхъ  корней  уравнешя: 

Да?)  =  д;*  — 5х»  +  9ж«  — 7д:  +  2=0 

Легко  найти: 

Г{х)  =  4з^  —  1 5ж«  +  18а;  —  7 

12]  есть  общ1й  наибольш1й  д'Ьлитель  функщй  /{х)  и  /^(а;). 


Дж)   , 

,   П^) 

,  д 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

—  схэ 
-(-  схэ 

Сл'Ьдовательно,   уравнен{е   им'Ьетъ  только  два  неравные  корня,  но  одинъ 
изъ  нихъ  тройной,  какъ  видно  изъ  2?1  =  (а; — 1)^. 

Прим^ьръ  2.  Найти  число  дМствительныхъ  корней  уравнен1я: 

Ла?)  =  а;*  — 6а:«+13ж«— 12а;  +  4  =  0 
откуда: 

Дд;)  =  4а?»— 18а;2  +  26а;— 12 

Д  =а:2  — За:+2 
В\  есть  общ1Й  наибольш1й  делитель  Да:)  и  /"'(а-). 

Ах)    ,    Да;)    ,    Д 

—  оо  ^  _  -I- 
-со               +                +  + 

откуда  видимъ,  что  Да;)=0  им'Ьетъ  два  д'Ьйствительные  корня  1  и  2,  и 
оба  двойные. 
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Примщп  л.  Найти  число  дЬйствительныхъ  корней  уравнен1я: 


откуда: 


/-(х)  =:  ^;^^>  —  7.Г-'  +  1  Г).г '  —  40x2  +  48.г  —  КЗ  =  О 

/•'(.г)  =  ().г'  '-ЗЬ:г*  +  {Юх^  —80х  -{- А8 
Л^  =  1 :1г^  —  84Х-3  +  102д:"^  —  ШЪ:  +  48 
1},  =  т^      —0.^2    +12Д^     —8  =  0—2)3 

7?2  есть  общ1й  наибол!лп1й  дктптель  Д.г)  и  Д/).    Следовательно,  Д.г)  =  0 
им-Ьетъ  три  ра.иичныхъ  корня,  инъ  конхъ  одинъ  четверной. 


Предложен1е  Бюдана. 

§  У^4'].  Теорема  :)та  была  въ  первый  разъ  предложена  втэ  1811  году 
францу;]скимъ  математикомъ  Бюданомь  (ИшЬш). 

Пре^Кюженк,  Пусть  дано  оудетъ  уравнен1е  п-п  степени: 

/{.г)=0  (20) 

возьмемъ  вс1,  нроиаводныи  :ггой  функц1и  и  напип1емъ  рядь,  который  носитъ 
назван1е  ряда  Фурье: 

1\х)     ,     ГЫ     ,     ГЬ)     ,     Г"(:г)     ,      .      .      .      ,     Л")(;г)  (21) 

состояний  и:гь  )1  1-1  членовъ.  Вставимъ  въ  этотъ  рядъ  нослЬдовательно 
вм1>сто  .г:  два  нроизв(>л[»но  влятыя  числа  а  и  и,  гд'Ь  а  <  ^,  и  сосчитаемъ 
число  нерем'Ьнъ  :и1аковъ,  то  число  дЬйствительнихъ  корней,  лежащихъ 
между  числами  а  и  н,  не  можетъ  превзойти  числа  утерянныхъ  перемЬнъ, 
при  переход!)  отъ  а  къ  (^,  а  если  ;»то  число  меньше,  то  ра:^ность  между 
числомъ  утерянныхъ  перемГ^нъ  и  числомъ  д1.йствительныхъ  корней  будетъ 
всегда  число  четное. 

Лока.штслы'шно.  Пусть  Г)  будетъ  корень  »/-й  краткости  уравнен1я 
(20),  между  а  и  н,  слГаовательно,  онъ  будетъ  и  корнемъ  производныхъ 
до  т — 1-й  включительно  (?5  40),  такъ  что  будемъ  имЬть: 

/и-1)  =  0    ,    /'(.г,)  =  0    ,    Л-^1^  =  ^^    ,    .    .    .    ,    Л"'~'Н^1)  =  0      (22) 

и  нритомъ  краткость  его  постоянно  уменьшается  на  единицу,  такъ  что 
онъ  будетъ  простымъ  корнемъ  уравнен1я /'^'"~^\т)  =  ^'  Следовательно,  фор- 
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ма  членовъ  лредъидущаго  ряда  будетъ: 

(23) 

Зам'Ьтимъ  теперь,  что  если  т  есть  число  четное,  то  при  переход'Ь  пере- 
»гЬннаго  X  отъ  х\ — А  къ  х^-^-Н,  /{х)  не  изм-Ьинтъ  своего  знака,  /"(.г)  иа- 
м*нитъ,  /^(яг)  не  изм4нитъ  и  т.  д.,  посл-Ьдняя  р'~\х)  изменить  знакъ. 
Напротииъ,  если  т  есть  число  нечетное,  то  будемъ  им'Ьть  тоже,  но  въ 
обратномъ  порядк-Ь,  т.  е.  /(х)  изменить  знакъ,  /'(а:)  не  изм'Ьнитъ  и  т.  д., 
последняя  /^***~^\х)  изм'книтъ. 

Если  теперь  напишемъ  рядъ: 

Кх)    ,   А^)    ,   Пх)    ,   Г(х)    ,    .    .    .    ,    Г^Чх)    ,    пх) 

и  подставимъ  въ  него  Хх  — А,  а  зат*мъ  Х]  +Л,  гд-Ь  Л  есть  число  какъ  угод- 
но малое,  и  обратимъ  вниман1е  только  на  знаки,  то  найдемъ: 

Случай  1,  Число  т  четное. 

Г  .   Г   .   Г   .   г   ,   .   .   .   ,   Г''   ,   г 

х  =  хх  о  о  о  о,....       о  '±1 

х  =  ^1 +Л     ±        ±         ±         11:     , 


•     ■ 


Знаки  были  поставлены  соображаясь  съ  §  335.  Изъ  этой  таблицы  видно, 
что  при  переход*  отъ  Хх — А  къд:,4-А  рядъ  функд1Й  (21)  потерялъ  т  пе- 
1)ем'Ьнъ,  т.  е.  столько,  сколько  уравненхе  (20)  им*етъ  д'Ьйствительныхъ 
корней. 

Случай  2,  Число  т  нечетное.  Если  составимъ  такую  же  табличку, 
то  выведемъ  изъ  нея  то  же  заключенхе. 

Изъ  этого  заключаемъ,  что  при  переход*  ж-са  отъ  а  до  Р  рядъ 
фупкц1й  (20)  не  можетъ  потерять  перем'Ьнъ  знаковъ  меньше  числа  д*йстви- 
тельныхъ  корней,  лежащихъ  между  а  и  р. 

Мы  положили,  что  въ  ряду  (20)  для  значешя  а?  =  0:1,  начиная  съ 
({х)  уничтожилось  сряду  т  функц1й;  положимъ  теперь,  что,  для  значен1я 
Хх^  обращаются  въ  нуль  несколько  функц1й  сряду  въ  средин*  ряда  (21). 
Такихъ  функц1Й  можетъ  уничтожиться  четное  или  нечетное  число. 

Случай  1.  Пусть  число  уничтожившихся  функц1й  для  х  =  Х1  будетъ 
четное  2{х,  начиная  съ  т-й,  т.  е.: 

ПхО-^0    ,    /^+4^,)=^  О    ,     ,     ,     .     ,    ^^-21^-^x0  =  О 
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Возьмомъ  ряды 

т.  е.  присовокупимъ  къ  функд1ямъ  уничтожающимся  при  гг  =  .г,  предъи- 
лущую  /"~Ч./)  имъ  и  посл1ауюи1,ук)  /'""^-%/;).  Подставимъ  въ  этотъ  рядъ 
д-1 — Л  и  ^1+/',  /'  в:и1Т0  такъ  мало,  чтобы  въ  промежутке  отъ  Х1 — к  до 
.г,  4-Л  пе  было  корней,  ирибавленныхъ  къ  ряду,  двухъ  функщй  ("'~\х)  и 

рп-\  рп  4'т  \  1  Гт  }-2  /•|»»-}-2(а  — 1  рп-\-1\1 

.Г,  — Л  г^-  -±:  —  -_±:  .  .         :!:  1;= 

х^  III  О  О  О  .    .  О  1^1 


или: 


-I-  -^  -+- 


-1— 


Г1п—\  /'ж  Л"  П  Л"  +  -  /'ж  I  2{х— 1  /'Ж-!- 2(1 


.Г| /( 


У 


г  - 


Хх  1^  О  О  .  .  .         о 


X, + и 


+ 


р]сли   сосчитаемъ   число    утеряппыхъ  перемЬнь,   то  пайдемъ,  что  ихъ,  въ 
обоихъ  случаяхъ,  будетъ  2[л,  т.  е.  число  чстиое. 

Случаи  ,?.  Число  уничтожающихся  функ1ий  сряду  есть  нечетное  2[л+1. 
Воаьмемъ  снова  рядъ: 

рп-   1  рп  Г'п\-1  ^ж  Ь2|1  рп-\-'211-\-1 

Х^—П  III  Г^1  —  -^ 


XI  --'-.  О  О  ...  О  Ц1 

.г,+Л  г^'  V-  ч=  ...  —  гр 

или: 

рп—\  Гт  рп\]  рп\^-2[^.  1}п~2[1^-1 


XI Л 


•        .        • 


XI  —  О  О  ...  о 

Х1-{-11  1^1  1Р  Ц^ 


.        . 


Если  сосчитаемъ  число  потерянныхъ  не1)ем'Ьнъ  въ  обоихъ  случаяхъ,  то 
найдемъ,  что  въ  нервомъ  случаЬ  ихъ  есть  2[л,  а  во  второмъ  2[л+2,  елЬ- 
довательно  всегда  число  четное. 
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Изъ  этого  заключаемъ,  что  при  переходе  гг-са  отъ  д?! — А  до  »1  +  А 
при  уничтожен1и  среднихъ  функщй  а;  =  ж,,  всегда  теряется  четное  число 
перем'Ьнъ  знаковъ. 

Изъ  этого  заключаемъ,  что  если  х  переходить  отъ  а  къ  0,  то  вся- 
К1Й  разъ  при  уиичтожеши  функщй  ряда  (21),  этотъ  рядъ  теряетъ  у-|-2{1 
перем'Ьнъ  знаковъ,  гд'Ь  V  есть  число  дМствительныхъ  корней  уравнен1я 
(20),  лежао^ихъ  между  а  и  0.  Это  и  есть  предложен1е  Бюдана  или  Фурье. 

Слгьдствге.  Если  уравнен1е  п-й  степени  имЬетъ  V  дМствительныхъ 
корней  между  а  и  ^  и  рядъ  (21)  теряетъ  въ  этомъ  промежутк-Ь  у4-2{1 
перем'Ьнъ,  то  уравненге  им'Ьетъ  по  крайней  м'Ьр^Ь  2|а  мнимыхъ  корней. 

Бъ  самомъ  А'клЬ,  означимъ  чрезъ  V}  и  у2  число  д^Ьйствительныхъ 
корней  между  — оо  и  а  и  между  Р  и  4"*^»  пусть  число  потерянныхъ 
перем'Ьнъ  рядомъ  (21),  въэтихъ  промежуткахъ,  будетъ  у,-|-2|Х1,  у2  +  2[12, 
замечая,  что  рядъ  (21)  для  д:= — оо  представляетъ  п  перем4нъ,  а  для 
д;  =  -}-оо  п  повторешй,  число  утерянныхъ  перем'Ьнъ  въ  промежутке  бу- 
детъ п,  сл'Ьдовааельно  им'Ьемъ: 

П  =  V,  +  2|Х1  +  V  +  2{Х  +  Уз  +  2|12 

число  мнимыхъ  корней: 

2^=п  —  (у,  +У+У2)  =  2|х,  +  2[х  +  2[1^ 
сл'Ьдовательно: 

откуда: 

^>  1А 

§  344.  Можетъ  случиться,  что  одинъ  изъ  пред'Ьловъ  а  или  Р  обра- 
щаетъ  въ  нуль  нЪкоторыя  изъ  фуакщй  ряда  (21).  Бъ  этомъ  случа'Ь  вместо 
а  надобно  подставить  а  +  Л,  а  м-Ьсто  Р  величину  Р  —  А,  гд-Ь  А  какъ  угодно 
малое  число.  Новыхъ  вычислеп1й  при  подстановленш  а -{-А  или  Р  —  А  не 
требуется,  такъ  какъ  если  при  х  =  а.  рядъ  функд1й  уничтожается,  то  для 
а;  +  А  эти  функц1и  будутъ  представлять  повторен1е  знаковъ.  Если  же  рядъ 
функц1й  уничтожается  для  х  =  Р,  то  при  а;  =  Р  —  А  он*  представляютъ 
только  перем'Ьны. 

§  345.  Правило  Гюа  (Она)  для  опредгьленгя  числа  мнимыхъ  корней. 
Если  въ  уравнеп1и  отсутствуетъ  сряду  2т  членовъ,  то  уравнеше  им'Ьетъ 
2т  мнимыхъ  корня;  а  если  отсутствуетъ  сряду  2т+1  членовъ,  то  урав- 
неше им^етъ  или  2т-]-2  или  2т  мнимыхъ  корня,  смотря  потому  будутъ 
ли  смежные  члены  съ  отсутствующими,  им^ть  одинаковые  знаки  иди  раз- 
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личные.  Это  правило  вытокаетъ  изъ  прсдложе[пя  Бюдана,  разсматривая 
число  потеряцвыхъ  11ерем1шъ  знаковъ  при  переходе  х  отъ  — к  до  4"^/^ 
гд'Ь  к  есть  безкопечио  малое  положительное  число. 

§  34().  Правило  Декарта.  Число  положительиыхъ  корней  уравне- 
н1я  не  можетъ  превзойти  числа  перемЬнъ  зпаковъ  въ  уравнен1и,  а  число 
отрицагельныхъ  корней  не  можетъ  превзойти  числа  повторен1й  знаковъ; 
и  если  всЬ  корпи  действительны,  то  число  положительиыхъ  корней  равно 
числу  перем'Ьнъ  знаковъ,  а  число  отрицательныхъ  корней  равно  числу 
повторен1й  знаковъ. 

Доказательство.  Если  сос'Ьдн1е  члены  уравнен1я  им4ютъ  разные 
знаки,  то  :гго  называется  переменою  знаковъ,  а  если  они  им'^ютъ  одина- 
ковые знаки,  то  такое  расположен1е  называется  повторен1емъ  знаковъ. 
Число  вс'^хъ  перем'Ьнъ  и  иовторен1й  з11ако15Ъ  уравнен1я,  очевидно,  равно 
степени  уравнен1я.  НапримЪръ: 

+  .г''  —  'ух''  —  '\х^  +  .г-'^  —  8.г^  +  2.Г  +1=0 

здТ.сь  четыре  перемЬпы  и  два  повторен1я. 

Ркли  въ  теоремЬ  Кюдана  возьмемъ  за  пределы  О  и  -|-  х.,  то  число 
утерянныхъ  пер(\\гЬнъ  будегь  7,-|-2[л,  гдЬ  V,  есть  число  положительиыхъ 
корней  уравнен1я.  По  при  х-=0  рядъ  (21)  нмЬетъ  знаки  членовъ  дан- 
наго  уравпеп|'я,  а  при  г  = -|- -'  всЬ  члены  ряда  (21)  оудутъ  положи- 
тельные, от1суда  им'1'>емъ  первую  часть  предложеп1я  Декарта. 

Вторая  часть  слЬдуетъ  изъ  того,  что  если  преобразуемъ  уравнен1е 
подстановлеи1ем'Ь  вмЬсто  х  величины  — .г,  то  перемЬны  знаковъ  урав- 
нен1я  иер(\чодить  въ  повторения,  а  повторен1я  въ  П(^рем'Ьны.  Откуда  слЪ- 
дуетъ  вторая  часть  теоремы  /Декарта.  (Зчевидно  теперь,  что  и  третья 
часть  им'Ьетъ  мЪсто,  такъ  какъ  число  повто1ичпй  и  перемЬиъ  равно  числу 
положительиыхъ  и  отрицательныхъ  корней. 


АЛГЕВРАНЧ.    АНАЛИЗЪ.  73 


578        ГЛАВА  ХХП1. — ВЫДФЛВН1Ё   КОРНЕЙ   СЪ    помощью   11РЕДЛ0Ж.   ФУРЬЕ!. 


ГЛАВА  XXIII. 
Выд'клеи1е  корней  съ  поиощыо  предложен1Я  Фурье. 

§  347.  Пусть  данное  уравнен1е  п-й  степени  будетъ: 

Возьмемъ  такую  функц1ю: 

то  ея  производная  будетъ  (§  27): 

изъ  этого  заключаемъ,  что  ^{х)  будетъ  возрастать  съ  возраста нхемъ  пере- 
м4ннаго  и  убывать  съ  его  убыван1емъ  если  Дж)  и  С\х)  имЬютъ  одинако- 
вые знаки,  и  будетъ  возрастать  съ  убыван1емъ  перем']Ьннаго  и  убывать 
съ  возрастан1емъ  его,  если  ^х)  и  ^(х)  им'Ьютъ  противные  знаки  (§41). 

§  348.  Предложенье.  Если  уравнеше  ^(х)  =  0  им-Ьотъ  два  дМствн- 
тельныхъ  корня  между  а  и  Р,  а  <  Р,  но  не  больше  двухъ,  а  Г(^)  не 
им^Ьетъ  между  т'Ьни  же  пред'Ьлами  ни  одного  корня,  то  всегда  им^емъ: 

Доказательство.  Пусть  гг,  и  Х2  будутъ  эти  два  корня  между  аир, 
хх  <  «2 »  ТО  ПО  теорем*  Роля  между  Х1  и  Х2  будетъ  одинъ  корень  функ- 
цш  Дж)  =  0,  который  назовемъ  чрезъ  х'.  Изъ  §  335  знаемъ,  что  отно- 
шен1я: 

будутъ  отрицательныя,  когда  х  возрастаетъ  отъ  а  до  х\  а  положительныя 
отъ  Х2  до  р.  Следовательно,  въ  обоихъ  случаяхъ  Дд:)  и  /*(|г)  им-Ьютъ  оди- 
наковые знаки,  поэтому  функц1я: 
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возрастаетъ.    Откуда: 
следовательно,  гЬмъ  болЬе: 


или: 

<?  — а 


что  и  требовалось  дока:^ать. 

§  349.  ]]ргдлож('н1г.  Если  уравнен1е  (\х)  =  0  имЬетъ  только  одинъ 
корень  .г,  между  а  и  3,  а  Дг)  и  /'"(.г)  не  им^етъ  пи  одного  корня  между 
Т'^ми  же  пределами  и  кромЬ  этого,  если  Д./;)  и  /"(г)  для  всЬхъ  значеп1Й 
:г;-са  между  а  и  1^  им'1лотъ  одинаковые  анаки,  то  неравенство: 

можстъ  имЬть  мЬсто,  по  оно  перестанетъ  существовать,  если  увеличимъ  а 
или  уменьшимъ  ^  на  некоторое  число. 

Локпзательгт'Ю,  11;гь  ноложен1я  слЬдуетъ,  что  ^(х)  иозрастаетъ,  ко- 
гда X  возрастаетъ' отъ  а  до  .г,  или  отъ  х^  до  н.  Откуда  слЬдуетъ,  что  если 
X  будет'ь  убывать  отъ  |^  до  х^,  то  функц1"я  (р(а) — (р(.г)  будетъ  возрастать 
отъ  ^(а) — ср^'^)  до  -]-  ос.  Точно  также,  если  х  будетъ  возрастать  отъ  а  до  т^, 
то  функц1и  ^^ х) — (Г){р)  будетъ  возрастать  отъ  ср(7.) — '^^{^^)  до  -]-сс.  Сл1',до- 
вательно,  если  а'  и  3'  суть  числа  между  а  и  .г,,  Хх  и  ?,  взятыя  достаточно 
близко  къ  .Г1,  то  будемь  нм'Ьть: 

(р(а)  — г^(Р')>0     ,     '^(а)  — ^^(&)  >0 
т.  е.: 

§850.  Пусть  будетъ  дано  уравнен1с  ({х)^=^0  м-й  степени.  Возьмемъ 
1)ядъ  Фур|»е: 

Ах^     ,     Г<-^)     .     ГО^)     ,     .     .     .     ,     Л'Ч-г)     ,     Г'(-г)  (5) 

Чтобы  выделить  корни  подставимъ  вмЬсто  х  рядъ  возрастающихъ  чиселъ, 
между  иред1,лами,  напередъ  определенными,  корней.  Пусть  этотъ  рядъ 
будетъ: 
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Если  въ  промежутке  отъ  «  до  р  рядъ  (5)  не  теряетъ  ни  одной  перемЬны 
знаковъ,  то  данное  уравнеше  между  числами  а  и  Р  не  им^етъ  ни  одного 
дЬйствительнаго  корня.  Если  рядъ  (5)  потерялъ  между  а  и  Р  одну  пере- 
м'Ьну,  то  данное  уравненхе  им^етъ  между  а  и  ^  одинъ  только  действитель- 
ный корень. 

Если  въ  промежутке  отъ  а  до  р  рядъ  (5)  потеряетъ  две  перемены, 
то  можетъ  случиться,  что  Дж)  =  0  имеетъ  между  а  и  Р  два  корня  или 
ни  одного;  въэтомъ  последнемъ  случае,  уравнен1е  Дл;)  =  0  имеетъ  необ- 
ходимо два  мнимыхъ  корня.  Иосмотримъ,  какъ  отличить  одинъ  изъ  этихъ 
случаевъ  отъ  другаго.  Если  потеря  двухъ  переменъ  окажется  въ  ряду  (5) 
въ  первыхъ  трехъ  членахъ  его: 

А^)    ,   Л^)    ,   Г(^)  (в) 

то  расположен1е  знаковъ  возможно  для  этого  только  следующее: 


г  , 

г  , 

г 

г  , 

г  . 

г 

а 

м- 

+ 

или 

+ 

р 

+ 

+ 

+ 

— 

— 

— 

2  10  2  10 

Изъ  нашего  иредположвн1я  слЬдуетъ,  что  уравненге  ^'\х)=^0  не 
имеетъ  ни  одного  корня  между  а  и  р.  Следовательно,  если  найдемъ  (§  349), 
что: 

АР)        Аа) 


ГФ)       П^) 


>  Р— а 


то  уравненхе  А^)  =  О  не  имеетъ  ни  одного  действительнаго  корня  между 
аир.  Если  предъидущее  неравенство  не  имеетъ  места,  то  надобно  под- 
ставить въ  рядъ  (6)  число  а',  лежащее  между  а  и  Р.  Если  /"(а)  имеетъ 
противные  знаки  съ  Да)  и  /*(р),  то  между  а  и  Р  есть  два  действительныхъ 
корня,  одинъ  между  а  и  а',  другой  между  а'  и  р.  Но  если  Да')  имеетъ 
одинаковые  знаки,  то  подставивъ  въ  рядъ  (6)  вместо  х  величину  а',  уви- 
димъ  въ  которомъ  изъ  промежутковъ  а  и  а'  или  а'  и  Р  теряется  две  пере* 
мены.  Къ  этому  новому  промежутку  приложимъ  то  же,  что  и  къ  проме- 
жутку а  и  Р  и  после  несколькихъ  такихъ  пробъ  узнаеиъ  рядъ  корней, 
т.  е.  или  ихъ  выделимъ,  или  они  будутъ  мнимые.  Заметимь,  что  если  бы 
такая  проба  продолжалась  неопределенно,  не  давая  признака  (3),  и  корни 
не  разделились-бы,  то  можно  предположить,  что  ({х)  и  (\х)  имеютъ  общ1й 
корень,  т.  е.  А^)  имЬ^згь  двукратный  корень  между  а  и  р.  Въ  этомъ  слу- 
чае необходимо  убедиться  есть-ли  кратные  корни  ъъ  уравнеши  ({х)  ==^  О, 
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§  357.  Возьмез1Ъ  опять  рядъ  Фурье  и  подставимъ  два  числа  а  и  Р: 

^  /•'  /•"  .    .    .    ,    Л'*-'^>,    /("-й)^    рп-А)^    /(н-З)^    Пп-Ч)^    /'^*'~^\    (^^^ 

а     +     --...-        +        —         +         -        -        +(а) 

До    Л1  3  3  2  2  110 

Числа  подъ  чертою  показываютъ  сколько  утеряно  перем'Ьнъ  рядомъ  до  той 
функц|'и,  нодъ  которой  число  стоитъ,  начиная  съ  иослКш^^й  /^"),  которая 
есть  всегда  число  положительное.  Числа  :)ти  Фурье  назвалъ  индексами. 

Каждый  иаъ  этихъ  индексовъ  иоказываетъ  сколько  та  функц1я,  подъ 
которой  опъ  стоитъ,  можетъ  имЬть  дЬйствительныхъ  корней  между  а  и  Р. 
Функц1я  /^"~^'(.г)  им'Ьетъ  одинъ  д/Ьйстиительпый  корень,  /''"~-^(.г)  также 
одинъ  действительный  корень,  /^^"-"^Хг)  можетъ  им'Ьть  два  д-Ьйствитель- 
ныхъ  или  два  мнимыхъ,  также  точно  и  функц1я  (^''"^Чх),  фуикц1я  (^^'~^\т) 
им'Ьетъ  одинъ  дф.йствительный  корень,  но  можетъ  имЬть  и  три  и  т.  д., 
наконецъ  сама  функция  Д./;),  если  индексъ  Д^  есть  число  нечетное,  им'Ьетъ 
по  крайней  м'}»р'Ь  одинъ  действительный  корень,  а  можетъ  ихъ  им'Ьть  и 
До;  если  же  До  число  четное,  то  Д.г)  можетъ  им1>т1,  и  не  им'Ьть  д4й- 
ствительпыхъ  корней. 

Какимъ  образомъ  выд1>лить  эти  корни  и  показать,  сколько  есть  д'Ьй- 
ствительныхъ  корней  между  аир? 

Возьмемъ  въ  таблиц'Ь  (а)  иосл'Ьдп1я  четыре  функд1и: 

+  -  -  + 

»^  +  +  +  + 

2  110 

Такъ  какъ  Р^^^^х)  пе[>вой  степени,  то  можно  сейчасъ  найти  ея  корень. 
Найдя  этотъ  корень,  подвинемъ  одинъ  изъ  пред'Ьловъ  а  или  |5  такъ,  чтобы 
найденный  корень  вытелъ  изъ  промежутка  а  и  ^,  тогда  индексъ  единица 
подъ  /*^*'"^\х)  сд'Ьлаетгя  пулемь.  При  этомъ  можетъ  случиться: 

1.  Что  и  индексъ  подъ  /^^''--Х^')  сделается  нулемъ,  а  индексъ  подъ 
/'^"— ^)(.зг;)  сд'Ьлаетсл  едипи!имг.  Откуда  мы  заключимъ,  что  эта  функц1Я 
им'Ьетъ  два  дЬйствительныхъ  корня  и  одинъ  изъ  нихъ  выдЬленъ  новыми 
пределами. 
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2.  Можетъ  случиться,  что  индексъ  ^^*^''%х)  сделается  нулемъ,  а  ин- 
дексъ  у  /'^••~2)(л;)  и  /^^^^^^х)  остаются  гЬ-же,  т.  е.  1  и  2,  Следовательно, 
эти  три  функц1и  должны  представлять  таблицу: 

а      +  —  +        или         —  +  — 

Р       +  +  +  _  _  _ 


2  10  2  10 

Чтобы  судить  как1е  два  корня  им-Ьетг  функц1я  /*<"~^>  надобно  къ  ней  при- 
ложить признакъ  (§§  348,  349). 

Если: 

то  оба  корня  /^'^-з)  будутъ  мнимые,  если  найдемъ  противное  неравенство, 
то  надобно  ео^е  сблизить  пред'Ьлы.  И  эту  операц1Ю  продолжать  до  т^хъ 
поръ,  пока  окажемся  что  корни  функц1и  /^^~^\х)  мнимые  или  индексъ  2 
сделается  единицей,  т.  е.  корни  выделятся.  Если  корни  не  выд'Ьляются, 
а  неравенство  (Ъ)  не  получается,  то  надобно  удостов']Ьриться  не  им^^тъ- 
ли  функщя  /^"-^^Ся?)  и  1^**-^\х)  равныхъ  корней. 

Если  получимъ  неравенство  (Ь),  то  функц1я  /^"-®)  им']Ьетъ  два  мни- 
мыхъ  корня,  а  сл']Ьдовательно  и  всЬ  предшествующ1я  функщи  въ  ряду  (а) 
им'Ьютъ  по  два  мнимыхъ  корня,  такъ  какъ  каждый  индексъ  показываетъ 
ничто  иное  какъ  высш1й  предЬлъ  числа  д'Ьйствительныхъ  корней,  кото- 
рое можетъ  им'Ёть  уравнен1е  въ  разсматриваемомъ  промежутк'Ь.  Вычитая 
индексъ  2  изъ  всЪхъ  предшествовавшихъ  ему  индексопъ,  индексы  О  и  1 
подвинемъ  вл^во.  Съ  полученными  индексами  мы  сд^лаемъ  ту  же  опера- 
Ц1Ю,  пока  не  дойдемъ  до  того,  что  посл'Ьдняя  функц1я  сл'Ьва,  т.  е.  /(я;) 
будетъ  им^ть  индексъ  1,  а  сл'Ьдовательно  между  сдвинутыми  пределами 
функщя  /[х)  будетъ  им'Ьть  одинъ  действительный  ко])ень  или  что  индек- 
сы функц1й  /;  /*',  /•"  будутъ: 

2,1,0 

Следовательно  функц1я  /{х)  будетъ  им^ть  или  два  мнимыхъ  корня,  или  два 
действительныхъ.  Если  получимъ,  для  сдвинутыхъ  пределовъ,  неравенство: 

АР)  М    = 


> 


Р-а 


т)    г(«) 

то  корни  будутъ  нннмые,  а  если  неравенство  будетъ  противное,  то  надо 
еще  сблизить  пределы  пока  корни  не  окажутся  нниннни  или  выд^Ьд4Тса, 
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Пояснимъ  :)то  примерами. 

Прнмщпь  1.  Пусть  будетъ  дапо  ]гравпен1е: 

^(х)  =  .г'^-\-т'^  —  х'  —  г^-\^х^  —  х-{-1=0 

то  будемъ  им^ть: 

/^'(.г)  =  б.г-^  +  Г)х*  —  4х^  —  Зх'  -\-2х—\ 

-/    Г(-^)  =  1-">'г-*  4-  10г^  —  Сух'-  —  Яг  +  1 
-  '   -  /"■'(,,■)  =  20т»  +  10.г2  —  4 г  —  1 

1.2.8.4.5.6'     ^ 

ПродЬ.ш   д1,йствитольпыхъ   корней  уравнен1л   /(г)  =  0   суть   — 1    и  +1- 
Подставим'ь  въ  рлдъ  предъидущпхъ  <})унк1ий  значолпя: 


то  найдемъ: 


^  /",/",  г  ,  г  ,  г  >  г  ,  /"^^ 


1 

1 
2 


+   -   -^ 

+ 

+   -   - 

+ 

+ 

1                       г 



+ 

-ь   -   + 

+ 

-г     +     + 

+ 

О 

+^ 

+  1 

Изъ  этой  таблицы  видимъ,  что  между  — 1  и  — 1  утерлпо  двЪ  перем'Ьны, 
между  — 1  и  О  но  утеряно  ни  одной,  между  О  и  4~^  утеряно  двЬ,  и  на- 
коиецъ  между  +]  и  +1  утеряно  также  дв1,  перемЬны. 

Разсматривая  индексы  между  +2  и  4~1  найдемъ: 

Г   .    Г    .   Г    .    '    ^    ^ 

2  1  О  О     .     .     . 

Следовательно  Д,т)  можетъ  имЬть  или  два  дЬйствительныхъ  корня  или  два 
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мнимыхъ;  приложимъ  признакъ  (3)  (§  349): 

/•(1)=1     ,    А1)  =  5     ;    Л0  =  ^    ,    Га)  =  -^ 
ЭТИ  числа  даютъ: 

Г(1)         АО  2        2 

сл'Ьдоватедьно  оба  корня  ининые;  и  такъ  между  пределами  -|-1  и  -{-) 
д^Ьйствительныхъ  корней  а'ктъ. 

Бъ  проиежутк'Ь  О  и  %  индексы  суть: 

Г  .  Г  .  Г  .  г  ,  г  ,  г  .  г 

2  2  2  11  0  0 

справа  3-й  и  4-й  индексы  суть  единицы,  сл^^довательно  необходимо  сбли- 
зить пред]^лы.  Подставимъ  1,  знаки  ряда  будутъ: 

+    -     +     -      +      +      + 

следовательно,  между  О  и  1  не  утерялась  ни  одна  перемена,  а  между  {ч  ^ 
рядъ  ивдексовъ  сделался: 

Г  .  Г  .  Г  .  Г  .  г  ,  г  ,  г 

2  2  2  10  0  0 

Следовательно,  функц1я  1^'\х)  мъЛ&^ъ  одинъ  дМствнтельный  корень  меж^ 
ду  1  и  1,  а  (^{х)  можетъ  имЪть  или  два  дМствительныхъ  или  два  мни- 
мыхъ корня,  такъ  какъ  въ  этомъ  случа'Ь  индексы  функц1И  (^{х\  ^'"(х\ 
^^\х)  суть  2,  1,  О,  то  къ  нимъ  можно  приложить  признакъ  (4)  (§  349): 


откуда: 


Г(0_  А1)^1_1_1 

ГО)      ПО     2     4     4 


Изъ  этого  заключаемъ,   что   оба  корна  функщи  ^(х)  мнимые,  сл^Ьдова- 
тельно  и  ^{х)  въ  этомъ  промежутке  не  им^еть  действительныхъ  корней. 
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Наконецъ,  въ  промежуткЬ  — 1   и  — 1  рядъ  индексовъ  есть: 

Г  .  Г  .  Г  ^  г  .  г  ,  г  .  г 

2  2  2  1  О  0  0 

Сл'Ьдопательно,  надобно  приложить  къ  функц1ямъ  /"(.г)  и  {'"(х)  признакъ 
(Я).   Мы  им1;ем7>: 

Д_Г)  =  0     ,     П-1)  =  — ^2     ;     П-^)  =  -!!     ,     П— ^)=« 
откуда: 

Г(-:)_Г(-п  ^_1  ,  1_1 

/'"(—5)        ГЧ— 1)  2"^  2 

И;п>  :^того  видимь,  что  /'"(х)  но  им^.етъ  дЬйствитольныхъ  корней  въ  про- 
межутк'Г)  — 1  и  — 1,  а  следовательно  и  /*{х)  не  имЬетъ  дЬйствительныхъ 
корней  въ  :^томь  промежутк!..  Иаъ  всего  сказаннаго  видно,  что  вс1»  шесть 
корней  предлолсеппаго  уравнен!я  суть  мнимые. 

Примщго  ;?.  Возьмемъ  еще  уравнсн1е: 

ДО  =  х'^  —  1 2  г>  4-  тх^  +  1 2Я.6-  +  4Г)67д:  —  80012  =  О 
откуда: 

^   (  (^)  =  Г)./:й  —  Г)0:г*  -}-  240.г^  +  24Г>г  +  4507 

^    Г[т)=\  Ьх*  —  1 20.г^  +  ^^>^^^''  +12'^ 

^      /-'(И  =  20.гЗ  —  1 20ДГ-'  +  240ДГ 
1.2.:г       ^  ' 

^      р\х)  ==  1 5^2  —  бОд:  +  ^>^ 


1.2.:14 


-     ^-       Г  и)  =Ги;— 12 
1.2.3.4.5'    ^ 


'    ,,Г>)=1 


1.2.3.4.5.0 
Подставимъ  въ  рядъ  функтий  Фурье  сл'Ьдующ1*я  числа: 

.     .     —10     ,     —1      ,     — /е     ,     +Л     ,     4-1      ,     +10 
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гд^Ь  А  какъ  угодно  малое,  ны  найдемъ: 

X     г  .  г  .  г  /  г  ,  г  .  г  .  г 

-10         +        -         +  -  +  -  + 

-1--+-  +  -  + 

-Л-++-      +      -      + 

+Л-++       +       +        -       + 

+  1-++  +  +-  + 

+  10         +        +         +  Ч-  +  +  + 

Такъ  какъ  въ  промежутке  —10  и  +10  утеряно  шесть  перем4нъ,  то  вс* 
дМствительные  корни  уравнешя  находятся  въ  этомъ  промежутк'Ё. 

Въ  промежутке  — 10  и  — 1  утеряна  одна  перем-Ьна,  следовательно 
въ  этомъ  промежутке  данное  уравненхе  имеетъ  одинъ  действительный 
корень. 

Въ  промежутке  — А  и  +А  утеряно  две  перемены,  а  такъ  какъ  Л 
есть  количество,  какъ  угодно  малое,  произвольное,  то  уравнен1е  имеетъ 
два  мнимыхъ  корня. 

Наконецъ  въ  промежутке  +1  и  +10  рядъ  индексовъ  есть: 

г    ,  г   ,  л  ,  г  ,  г  .  л  ,  г 

3  2  2  2  2  10 

ПримЪнимъ  признакъ  (3)  къ  ^^^',  ^,  /'^',  то  найденъ: 

следовательно  надобно  сблизить  пределы  1  и  10.  Но  прежде  чемъ  сбли- 
зить эти  пределы,  надобно  убедиться  не  имеетъ-ли  функщя  ^^^(х)  двухъ 
равныхъ  корней  между  1  и  10.  И  въ  самомъ  деле,  легко  видеть,  что 
а?— 2  делитъ  и  Р'^{х)  и  РХх\  но  онъ  не  делитъ  Г\х\  А^Х  А^Х  Лл^)« 
Следовательно,  можно  вычесть  2  изъ  ряда  предъидущихъ  индексовъ,  после 
чего  рядъ  индексовъ  сделается: 

1,0,0,0,0,1,0 

а  это  показываетъ,  что  Дх)  имеетъ  въ  промежутке  1  и  10  одинъ  дей- 
ствительный корень. 


ГЛАВА    XXIV. — БЫЧНСЛЕШЕ    КОРНЕЙ    ПО    ПРИБЛИЖЕПШ.  587 

И  такъ  предложенное  уравнен1е  им'1,етъ  только  два  дЬйствительныхъ 
корня:  одипъ  между  — 1   н  — 10,  а  другой  между  +1  и  +10' 

Пр1емъ   этотъ   предложе1гь   былъ  французскимъ  математикомъ  Фурье 
(Коиг1ог,  1700—1830  гг.). 


ГЛАВА    XXIV. 

Вычислен!е  корней  по  приближен|'ю. 

§  351).  Способь  Ньютона,  Ко1'да  съ  помощью  выше  пзложенныхъ 
способовъ  д'Ьйствптельные  корпи  выдЬлены,  т.  е.  найдепы  для  каждаго 
изъ  корней  два  числа,  между  которыми  онъ  находится,  то  остается  только 
найти  его  п])иближеппу»)  величину.  Воть  для  этого  способъ  предложен- 
ный Ньютономъ. 

Пусть: 

будеттэ  уравнен!е  п-й  степени.  Иоло;кимъ  что  мы  выдЬлили  одинъ  изъ  его 
корней  и  нашли  что  онь  лежитъ  между  числами  а  и  3,  гд'Ь  а  <  3.  Каж- 
дое изъ  :^тихь  чисель  можемь  принять  за  первую  приблпжеппунз  величи- 
ну, если  промеисутокъ  р  —  а  достаточно  сближенъ,  т.е.  если  промежутокъ 
есть  П1)авильная  дробь. 

Если  означимъ  чрезъ  ./1  точную  величину  корня,  то  можемь  поло- 
жить .Г]  =  7.-}-//,  ГД'Ь  Д  <  Г^ — а.  Подставимъ  въ  Д./;)  корепьт, ,  то  найдемъ: 

Д.,, )  =  о  =  Да-ЬЛ)  =  Да)  +  ///'(а)  +    ^^^  ГЬ)  +     .     .     • 

откуда: 

__  /'{а)   _   Д2    Па)  _ 

^'""        Аа)         1.2    /-(а)'  *     '     * 

Р]сли  въ  первомъ  П1)иближеши  отбросимь  степени  Л,  то  будемъ  имЬть: 

л  =  -  >' 

сл'Ьдователыго  второе  11риближеи1е  корня  будеть: 


а \..      =а. 
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Поступад  съ  этииъ  новымъ  приближев1е11Ъ  такъ  же,  какъ  поступили  съ 
лервымъ  а,  найдемъ  третье  приближенхе: 

и  т.  д. 

Мы  могди  бы  принять   за  первое  приблнжен1е  корня  большШ  пре- 
д*лъ  р.  Въ  этомъ  случа-Ь  будемъ  ии'Ьть  Хх  =  Р — к,  подставляя  найдемъ: 

/•(а;)  =  о=ЛР-л)  =  АР)-ААЗ)+^Г(0)-.... 

откуда,  отбрасывая  въ  первомъ  приближен1Н  степени  Л,  найдемъ: 
сл^Ьдоватедьно  второе  приближен1е  корня  будеть: 

Казалось  бы  что  тавимъ  образомъ  вычисляя  корень  къ  нему  приближаемся 
съ  обоихъ  пред'Ьловъ,  но  это  не  такъ:  пред^Ьлъ  Р|  можетъ  сд'Ьлаться  мень- 
ше корня,  а  «1  больше  его  и  въ  каждомъ  приближенш  приходится  д'Ьлать 
пров']Ьрку,  чтобы  быть  ув^^реннымъ,  что  мы  приближаемся  къ  корню. 

Ирим1ьрь.  Возьмемъ  уравненге: 

Да;)  =  а;5  — 6ж— 10  =  0 

/•'(х)  =  5а;*  —  6 

Выд'Ьляя  корни  найдемъ,  что  одинъ  изъ  нихъ  лежитъ  между  1,8  и  1,9. 
Следовательно,  въ  этомъ  случаЬ  а  =  1,8,  Р  =  1,9,  а — р  =  о,1.  Въ  первомъ 
приближен1и: 


.__Пт -1»904_ 

^~       Г(1,8)~       "46,488  ~  "'""^ 


сл^Ьдовательно  а1=1,8  + 0,04  =  1,84.  Чтобы  видеть,  гд*  лежитъ  корень 
между  1,83  и  1,84  или  между  1,84  и  1,85,  надобно  подставить  эти  числа 
въ  /*(х);  это  иодстановлен1е  даетъ: 

Д1,84)  =  +  0,0506       ,       Д1,83)  =  —  0,4563 
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такъ  какъ  реаультаты  съ  противными  знаками,  то  корень  находится  меж- 
ду 1,83  и  1,84.  ^ 

Шъ  :ггого  видимъ,  что  въ  иервомъ  ириближеп1и  мы  перешли  черезъ 
корень,  хотя  казалось,  что  кь  нему,  начиная  отъ  1,8  приблизились  съ 
той  же  стороны.  СлЬдовательпо  новые  нредЬлы  суть  а]  =  1,83,  31=^1,84. 
Поступая  съ  ними  какь  выше  иандемъ,  исходя  изъ  З1: 

/.  =  - (!^-'^^^=_^^>'^о^^ 

Д1,84)  51,3114 

сл'Ьдовательно: 

а.,  =  1  ,Я4  —  0,0001)9  =  1 ,83901 

пров'Ьряя  найдемъ: 

/*!  1,83901 )  =  —  0,00013       ,        Д  1,83902)  =  0,00043 

следовательно  корень  лежнтъ  между  1,83901  и  1,83902.  Начиная  новое 
приближеп1е  съ  1,83!)01,  найдемъ  е1Н,е: 

Л1,8300П  ^_  -0,00013_ 
Д  1,83901)  51,18820 

откуда: 

аз  =  1,8390125 

в'Ьрно  до  седьмой  десятичной  цифры. 

§  353.  СпосоОъ  Ньютона,  направленный  Фурье.  Таковъ  пр1емъ  Нью- 
тона, педостатокъ  кото1)а1'о  состоитъ  въ  томь,  что  каждый  разь  необхо- 
димо Д'Ьлать  проверку.  (1тГ>ду1оиий  методъ  даеть  возможность  устранить 
каждый  разъ  необходимув)  проверку.  Въ  пемъ  мы  приближаемся  къ  корню 
съ  об'Ьихъ  сторонъ  и  такимъ  образом  ь  имЬемъ  всегда  предЬлъ  погр'Ьп!- 
ности,  принимая  извЬстное  приближение  за  корень.  ир1емъ  этотъ  былъ 
предложень  Фур1»е. 

Пусть  а  и  н  суть  числа,  между  которыми  находится  одипъ  только 
корень  .Г)    уравнен1я: 

({х)=0  (1) 

Мы  полагаемъ,  что  это  уравнен1е  не  имЬетъ  равныхъ  корней  и  кром'Ь 
того,  что  (\х)  и  ('\х)  между  предЬлами  а  и  н  не  им Ьютъ  корней,  въпро- 
тивномъ  случаЬ  надобно  сблизить  пред1>лы  а  и  Г^  такъ,  чтобы  изь  нихъ 
выключить  корни  функций /"'и)  и /"'(г).  Это  услов1е  будетъ  выполнено,  если 
при  выдЬлен1и  корпи  по  методу  Фурье  предЬлы  были  такъ  сближепы,  что 
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дали  рядъ  индексовъ: 


Г  .   Г    .   Г 

1  о  о 


Въ  этомъ  предположен1и  функщя  [{х)  перем']Ьняетъ  знавъ  только  одинъ 
разъ  при  переход'Ь  я;-са  отъ  а  до  ^,  а  (\х)  и  Дл?)  сохравяютъ  одинъ  и 
тотъ  же  знакъ. 

Возьмемъ  фунвщю: 

^(.)  =  х--^|}  (2) 

которая  вакъ  мы  вид'Ьли  въ  §  347  будетъ  возрастать  или  убывать,  смотря 
по  тому  будутъ-ли  Дгг)  и  (\х)  им^Ьть  одинаковые  знаки  или  различные. 

Если  ({х)  и  (\х)  им-Ьготъ  одинъ  знакъ  при  д;  =  а,  то  функщя  ^{х) 
будегь  возрастать  отъ  а?  =  а  до  ж  =  ^:1  и  будетъ  убывать  отъ  х=^Хх  до 
гг  ==  Р,  сл1^>довательно  наибольшее  значеше  функщи  ^(х)  будетъ  у(х| )  =  л?^ . 
Следовательно: 

гг,  >  1р(а)     и    Хх>  (р(Р) 
или: 

Если  напротивъ  {(х)  и  (*{х)  им^Ьють  противные  знаки  для  ж  =  а,  то  ср(х) 
будетъ  убывать  отъ  а;  =  а  до  л;  =  гГ|  и  возрастать  отъ  х=^Х\  до  д:  =  Р, 
такъ  что  ^{хх)^=хх  будетъ  наименьшее  значен1е,  слЬдовательно: 

Изъ  этого  видимъ,  что  вычисляя  корни  по  методу  Ньютона,  принимая 
одинъ  или  другой  пред']^лъ  за  первое  приближен1е,  мы  въ  обоихъ  случаяхъ 
найдемъ  вторыя  приближен1я,  которыя  оба  будутъ  или  меньше  или  боль- 
ше корня,  а  сл'Ьдовательно  дадутъ  только  одинъ  пред'Ьлъ. 

Чтобы  им'Ьть  и  другой  пред'Ьлъ  больш1Й  или  меньш1й,  возьмемъ 
функщю: 

^х)  =  ^(х)  —  М(х—Х1У  (5) 

гд*  М  есть  число  съ  знакомъ  отношешя  -т—:  и  коего  абсолютная  вели- 
чина  {швна  по  крайней  м'Ьр'Ь  половин'Ь  наибольшаго  числоваго  значешя, 
которое  получаетъ  отношеню  -^^тг!  между   пределами  а  и  3.   Въ  этомъ 
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пред11оложеп1и  можомъ  написать: 

/"'(г) 

гд'Ь  0<1.    Для  значен1Й  х-са  между  а  и  ^  можно  положить: 

Л  г) 

Р^^[^  =  Л{х-х,)  (7) 

Ваянъ  проиамодпую  фупкц1и  (5),  пандемъ: 

ф'(.г)  =  '/(г)-2ЛД.г~.г,)=  ^^^:^^2^  -23Т{х-х,) 

или  соображаясь  съ  ((\)  и  (7): 

ф\.г )  =  —  ^2М(  1  — ЛО)  (х—х^ ) 

Фупкгця    ф(.г)   будетъ    возрастать   пли    убывать   между    пред-Ьлами  а  и  &, 
смотря  по  тому  будетъ-лн  ф'(,г')  величина  положительная  или  отрицательная. 

Если  /*(.г)  и  /*'\.г)  им'Ьютъ  одинаковые  знаки  при  .г  =  а,  то  ср(л;)<.Г1 , 
какъ  выше  видЬли  (о),  для  вс'1»хъ  зиачен1й  х  между  а  и  .г,,  это  неравен- 
ство влечетъ  за  собою  неравенство  Л<1;  по  въ  настояп1.емъ  случа'1»  М 
есть  величина  отрицательная,  такъ  какъ  /"(.с)  и  /'\с)  им'Ьютъ  различ- 
ные знаки  при  X  =  а.    Следовательно  ^\х)  есть  величина  отрицательная, 

откуда: 

Ф(.г,)<Ф(а) 

или 

.г,  <  ф(а)  =  а  —  Р^^  —  ЛДа— .г,  У 

Л/<0,  если  по;»тому  .г,   зам1шимъ  чрезъ  ^,  то  гЬмъ  бол<\е  будемъ  им'Ьть: 

/^  (а) 
II  такъ  въ  ;)Томъ  случае  корень  г,  будетъ  заключатся  между  пределами: 


ГН^'^'^  У  (а) 


а  -   .,  Л  <  ^';.  <  а  -  -^.,   ч  —  Мф—аГ- 


и  погр'Ьтпость  принимая  аа  корспь  выражен1е: 


"'  Г(«) 


будетъ  меньше  ЗДн — а)^. 
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Если  Да:)  и  (\х)  при  х  =  а  им-Ьють  противные  знаки,  то  они  бу- 
дутъ  при  гг  =  ^  ии'Ьть  одинаковые  знаки  и  будемъ,  въ  этонъ  случае, 
им^Ьть  для  X  между  хх  л  ^: 

^{х)>Хх 

что  влечетъ  неравенство  Л  <  1.  Но  въ  настоя щемъ  случа*  М  есть  вели- 
чина положительная,  сл'Ьдовательно  ^\х)  есть  величина  отрицательная  и 
^(х)  есть  убывающая  функщя.  Сл'Ьдовательно  им'Ьемъ: 

или: 

гд^Ь  Хх  зам']Ьстили  чрезъ  ^.  И  такъ  въ  этомъ  случае  корень  Х\  находится 
между: 

р-/(р)--^(р-«)'<-.<р-/^)- 

Откуда  вытскаетъ  следующее  правило: 

Пусть  а  и  ^,  а  <  ^  два  числа ,  между  которыми  лежитъ  одинъ 
только  корень  уравнен1Я  ({х)  =  О  и  ни  одного  корня  уравненШ  (\х)  =  О, 

Пх) 
^(х)  =  0;  2М  есть  число,   им'Ьющее   знакъ   отношен1я  т^7~г«  ^  числовая 

величина  равна  наибольшей  абсолютной  величин'^  этого  отношешя  между 
а  и  р.  Если  чразъ  а)  мы  означимъ  тотъ  изъ  пред'Ьловъ  а  или  0,  для  ко- 
тораго  Да;)  и  /\х)  им^Ьютъ  одинаковые  знаки,  а  чрезъ  ^  тотъ,  для  кото- 
раго  /{х)  и  /'{х)  имЪютъ  разные  знаки,  то  будемъ  им^Ьть  новые  пред'Ьлы 
корня: 

изъ  коихъ  первый  пред^^лъ  есть  именно  Ньютона. 

За  число  М  можно  взять  частное  отъ  дЪленхя  большаго  изъ  чиселъ 
^Ящ\  ^А^!)  на  меньшее  изъ  чиселъ  А«1),  Г  (М-  Число  М,  такимъ  обра- 
зомъ  опред']Ьленвое,  должно  быть  меньше  единицы,  въ  противнонъ  случае 
надобно  сблизить  пределы  корня.    Положимъ,  что  М  заключается  между 

То*^  и  —^ ,  число  к  положительное,  нуль  или  отрицательное .  Пусть 
-—  есть  разность  пред-Ьловъ  первоначал ьныхъ  а  и  р,  т.  е^  Р — а  =  -— . 
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Съ  ПОМОЩЬЮ  новыхъ  пред'Ьловъ  а^    и  ^^^  мы  вичислимъ  вторые  7.9  и  З2 
и  т.  д.  Если  по  ложи  мъ: 

такъ  что  если  б,^  есть  абсолютная  величина  разности  предЬловъ  а,^  и  Р,х , 
то  будемъ  им'Ьть: 


1  _    ^^  ^1 


откуда  ясно  вндимъ  ;ткоиъ  посл'1)Довательныхъ  приближен1й. 
Иримуьръ,  Пусть  данное  уравнен1е  будегъ: 

({х)  =  х^  —  2х'  —  5  =^  О 

^>то  уравп(»н1е  имЬегь  одинъ  положительный  корень,  который  ааключается 
между  2  и  2,1.    Взявъ  проиаводныя,  получимы 

ГЫ  =  Зяа  — 2     ,     •Д.т)=3.г 

функц1и  ({х)  и  1\х)  при  т  =  2,1  об!'»  положительныя.    СлЬдовательпо,  по 
правилу  вып1е  изложенному,  мы  должны  взять: 

а  =  2,1       ,       3  —  2 

число  3/,  найденное  какъ  сказано  выше,  есть  О, С. 
Следовательно,  новые  предЬлы  будутъ: 

0.001 
а,  =2,1-  ^^^.^      ^      ^1--- «1-0,000 

Можно  положить: 

а,  =  2,095 
откуда: 

«,=2,095-  '';;;1о?о?Г  >  &.=*.- 0,000022 

останавливаясь  на  пятой  десятичной  цифр'Ь,  можно  взять: 

«2  =  2,09456 

откуда; 

.^^.-  0,000115008090816 

«3  =  2,09450—  - 

^         '  11,1015447808 

Рз  =  аз  —  0,0000000003 

АЛГКВРАИЧ.    АНАЛИЗЪ.  75 
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при  предъидущемъ  д'Ьлен1и  можно  разсчитывать  на  девять  десятичныхъ 
цифръ,  сл'Ьдовательно,  искомый  корень  будетъ: 

а:1=  2,094551481 

ь^рпо  до  одной  единицы  девятаго  порядка  съ  недостаткомъ. 
Лримщгь.  Найти  отрицательный  корень  уравнен1я: 

гг*— 12гс2+  12д:  — 3  =  0 

до  7-й  десятичной  цифры. 

Отвгьтъ: 

—  3,9073785 

§  355.  Способь  Горнера.  Этотъ  способъ  прилагается  одинаково  къ 
вычислен1Ю  корней  соизмЬримыхъ  и  несоизмЪримыхъ.  Цыфры  корня  по- 
лучаются одна  за  другою,  сначала  ц'Ьлая  часть,  а  потомъ  десятичная,  пока 
они  не  окончатся  если  корень  соизм']^римый,  или  вычисляется  до  изв'Ьст- 
наго  приближешя  если  корень  несоизмеримый.  Этотъ  способъ  похожъ 
на  процессъ  извлечен1я  квадратныхъ  и  кубяческихь  корней  и  въ  этихъ 
частныхъ  случаяхъ  совпадаетъ  съ  ними. 

§  356.  Вотъ  въ  чемъ  состоитъ  способъ  Горнера. 

Пусть  будетъ  данное  уравнен1е  съ  числовыми  ц']^лыми  ко'эфищен- 
тами: 

^{х)  =  аох"" -^ а^^^^^ -{-  .  .  .  +«п-1^  +  ап  =  0  (1) 

положимъ,  что  неизвестный  его  корень  есть  число  ж  =375,  284.  Разы- 
скивая пределы  (§  328  332)  корней,  найдемъ,  что  корень  заключается  между 
300  и  400.  Изъ  этого  видимъ,  что  коренъ  состоитъ  изъ  сотенъ,  десят- 
ковъ,  единицъ,  десятыхъ,  сотыхъ  и  т.  д.  и  что  цыфра  сотенъ  есть  3. 

Преобразуемъ  уравнен1е  (1)  въ  другое,  котораго  корни  были-бы  на 
300  меньше  корней  уравнен1я  (1).  Такое  преобразоваше  (§  327)  даетъ 
уравненхе: 

/1(гг)  =  ЬоЖ"  +  Ь, д:**^^  +  .  .  .  +  Ъп-1Х  +  Ъп  =  0  (2) 

коего  одинъ  изъ  корней  будетъ  75,284.  Пределы  этого  корня  будутъ,  оче- 
видно, О  и  100,  сближая  которые  такъ,  чтобы  корень  находился  между 
двумя  посл'Ьдовательными  десятками,  найдемъ  70  и  80.  Следовательно 
десятки  корня  или  его  вторая  цифра  есть  7. 
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Преооразуемъ  уравнеи1е  (2)  въ  другое,  котораго  корни  были-бы  на 
70  меньше  корней  уравпенш  (2).  Пусть  нто  уравнеп1е  будетъ: 

корень  ;^то1'о  уравнен1я  будетъ  5,2.^4  и  заключается  между  пред'Ьлами  О 
и  10,  сближая  которые  такъ  чтобы  ко1)ень  находился  между  двумя  по- 
следовательными единицами,  найд(\мъ  5  и  0.  Следовательно  третья  цн<1)ра 
корпя  или  его  единицы  будетъ  5. 

111)еобразуемъ  снова  у|)авнен1е  (Н)  въ  другое,  котораго  корни  были- 
бы  на  5  меньше  корпя  уравнен1я  (:П.  Пусть  это  уравненхе  будетъ: 

и-г)  =  г7о.г»'-^  +  г7,.г"--^  +   .  .  .   +  (1^-1^  +  (1'^1  =  о  (4) 

корень  ;т)го  уравнен1я  будетъ  0,284  и  :тключается  между  предЬлами  О 
и  1,  сближая  которые  такъ  чтобы  корень  находился  между  двумя  после- 
довательными сотыми,  найдемъ  0,2  и  (),:>.  СлЬдовательпо,  четвертая  цифра 
корня  или  его  десятыя  будетъ  2. 

Прсобра:^уемъ  снова  уравнен1е  (4)  въ  другое  котораго  корни  были- 
бы  меиьию  па  0,2  корня  уравнен1я  (4).  Пусть  это  уравнен1е  будетъ: 

ко})ень  этого  уравпеп1я  оудетъ  0,084  и  ж1КЛ1очается  между  нредЬлами  О 
и  0,1.солижая  которые  такъ  чтобы  корень  находился  между  двумя  нос лЬ- 
доватгльными  сотыми,  на1гдемь  0,08  и  0,01).  СлЬдовательно  пятая  цыфра 
корня  или  его  сотыя  будетъ  8. 

Преобраиуемъ  сно1и1  уравнеп1"е  (2)  въ  другое,  котораго  корпи  были- 
бы  меньше  на  0,08  корня  уравнен1я  (5).  Пусть  это  уравнеп1е  будетъ: 

кореп[»  это1'0  уравнен!)!  будетъ  0,004  и  заключается  между  пределами  О 
и  (),01.  сближая  которые  такь,  чтобы  корень  находился  между  двумя  по- 
следовательными тысячными,  найдемъ  0,004  и  0,005.  Следовательно  ше- 
стая цифра  корня  пли  его  тысячныя  будетъ  4. 

Преобразуемъ  снова  уравнен1е  ((;)  въ  другое,  котораго  корни  были- 
бы  па  0,004  меньше  корней  урапнен1я  (0).  Такъ  какъ  ко1)епь  данпа1'о 
уравиен1я  (I),  какъ  мы  п[)едположили  есть  375,284,  а  носледовательнымъ 
преобразовап1емъ  мы  е1'о  уменьшили  па  300,  70,  5,  О,  2,  0,08,  такъ  что 
корни  уравнешн  (2),  (3),  (4^  [о),  {0)  были  75,  284,  5,284,  0,284,  0,084,  0,004, 
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ТО  корнемъ  уравнен1я,  полученнаго  преобразовашемъ  уравнешя  (6),  умень- 
шая его  корень  на  0,004,  будет  ь  нуль.  Сл'Ьдовательно  посл4дн1Й  членъ 
въ  уравнеши: 


/о(л?)  =  ^оЛ^Ч"»»1Д^"^+  •  •  •  +  ^Лм-гх  +  »»Ь|  ==  О 


(7) 


п*н==0.   Откуда   и  найдемъ,  что  корень  даннаго  уравнешя  (1)  есть  соиз- 
меримый и  равенъ: 

X  =  375,284 

Если  же   корень  уравненхя  (I)  несоизм'Ьримый,  то  предъидущ1й  дроцессъ 
дастъ  одну  за  другою,  цыфры  корня  до  какого  угодно  приближенхя. 

Пояснимъ  сказанное  прим']^рами. 

Пргшгьрь  1.  Пусть  данное  уравненхе  будетъ: 


Да?)  =  2ж»— 473гг«  — 234д?  — 711  =0 


(8) 


Вычислетя.  Легко  найдемъ,  что  одинъ  изъ  корней  этого  уравнен1я 
заключается  между  200  и  300.  Следовательно  первая  цифра  корня  или 
его  сотни  есть  2  Уменьшимъ  корень  уравненхя  (8)  на  200.  Вотъ  про- 
цессъ  и  преобразованное  уравнен1е  (§  327): 


2,  — 


-473, 
400 

—234 
—14600 

—  14834 
65400 

—711 
— 29668(Ю 

—73 
400 

—2967511 

327 
400 

50566 

727 


/;(«)  =  2*»  +  727х»  +  50566а;  —  2967511  ==  О 


(9) 


корень  этого  уравнешя  заключается  между  О  и  100,  а  сближая  какъ  ска- 
зано выше,  найдемъ  что  онъ  заключается  между  30  и  40.  Сл'1^довательно 
вторая  цифра  корня  или  его  десятки  будетъ  3. 

Уменьшимъ  корень  уравненхя  (9)  на  30.  Вотъ  процессъ  и  уравнеше: 
2, 


727, 
60 

50566 
23610 

74176 
25410 

—2967511 
2225280 

787 
60 

—742231 

847 
60 

99586 

907 
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а  преобразованное  уравпеше: 


1\{х)  =  2х^  +  907д:2  ^  1)С58().г:—  742231  =  О 


(10) 


корень  этого  уравнешя  заключаетсл  между  О  и  10,  а  сближал  пред^Ьлы 
какъ  сказано  выше,  найдем  ь,  что  онъ  находится  между  7  и  8.  Следо- 
вательно третья  цифра  корня  или  е1'о  единицы  будетъ  7. 

Уменьшимъ  корень  уравнеи1я  (10)  на  7,  Вотъ  продессъ: 


907 

9958Г) 

—742231 

14 

0447 

742231 

921 

106033 

0 

14 

6545 

935 

112578 

14 

949 

и  преобразованное  уравненхе: 


2х^  +  949^:2  +  1 1 2578^  +  О  =  О 


(И) 


посл-Ьди!!!  членъ  равенъ  нулю,  следовательно  корень  нредъидущаго  урав- 
нешя (10)  есть  7,  а  даннаго  л?  =  237. 

Во'гъ  въ  какой  форме  можно  написать  весь  процессъ: 


^} 


—413, 

—234 

—711 

400 

—  14600 

—2966800 

—73 

—  14834" 

—2967511 

400 

65400  ; 

2225280 

327   ' 

50566 

742231 

400 

23610 

7422Я1 

727 

74176 

0 

60 

25410 

р 

1 

1 

787 

99586 

1 

60 

6447 

1 

847~  ! 

106033 

[ 

1 

60 

6545 

1 

907 

112578 

14 

92  Г 

14 

"  935 

14 
949 
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Прим1ьрь  2.   Найти  положительный  корень  уравнен1я. 

Да-)  =  2х^  —  85.г2  —  85д;  —  87  =  О 


(12) 


Вычисленге.  Съ  помощью  вышеизложенныхъ  способовъ  найдемъ,  что 
корень  этого  уравнея1я  находится  между  пред'Ьлами  40  и  50,  сл^Ьдова- 
тельно,  первая  цифра  корня  или  его  десятокъ  будетъ  4. 

Цреобразуемъ  уравнеше  (12)  въ  другое,  коего  корни  были-бы  меньше 
на  40  корней  давнаго  уравнешя  (12).  Вотъ  процессъ: 


2. 


—85, 
80 

—5 
_80 

75 
80 


—85, 
—200 

—285 
3000 


—  87 
—  11400 


—  11487 


2715 


155 


и  преобразованное  уравнеше: 


2т^  +  1 55а?«  +  271 5я?  —  11487  =  О 


(13) 


корень  этого  уравнеяЕя  заключается  между  О  и  10,  сближая  эти  пред^Ьлы 
такъ,  чтобы  корень  находился  между  двумя  последовательными  единицами, 
найдемъ,  что  онъ  находится  между  3  и  4.  Следовательно,  цифра  едвницъ 
корня  будетъ  3. 

Преобразуемъ  уравнеше  (13)  въ  другое,  котораго    корни    были-бы 
меньше  корней  даннаго  3.  Вотъ  процессъ: 


2. 


155, 
6 


161 
6 

167 
6 


2715, 
483 

3198 
501 


—11487 
9594 


—1893 


3699 


173 


и  преобразованное  уравненхе: 


2гг»  +  173д;2  +  3699д;  —  1893  =  О 


(14) 


корень  этого  уравнен1я  находится  между  О  и  1,  сближая  пределы  такъ, 
чтобы  корень  находился  между  двумя  последовательными  десятками,  най- 
демъ, что  онъ  находится  между  0,5  и  0,6. 


ГЛАВА    XXIV. — ВЫЧИСЛКШЕ    КОРПКИ    ПО    П1Ч1БЛИЖЕН1Ю. 


590 


Иреобра.^уемъ  У1)авнен1е  (14)  въ  другое,  коего  корни  были-бы  меньше 
корней  уравнен1л  (14)  на  0,5.  Вотъ  процессъ: 


2. 


173, 
1 

3699, 

87 

—1893 
1893 

174 
1 

175 

3786 

87,5 

'  3873,5 

0 

176 


откуда  видимъ,  что  кореЕ1Ь  дапнаго  уравнен1я  есть  гг  =  43,5,  а  преобразо- 
ванное уравнен1е: 


2х^  +  1'^П.^^  +  3873,5;г  +0  =  0 


(15) 


Весь  процессъ  можно  написать  въ  формЪ: 


—85, 

—85, 

—87 

80        200 
~— 5      —285 

—11400 
11487 

80 
75 

3000 
2715 

9594 
—1893 

80 

483   ; 

1893 

155       3197 

0 

0        501    1 

161       3696 

1 

6         87 

1 

167        3786 

1 

1 

6   1       87,5 

173       3873,5 

1 

~174 

1 

1 

175 

1 

176 


Ирнмщп»  о.  Найти  положительный  корень  уравнен1я: 


4.г;3— 13^2  — 310-  — 275=  О 


(10) 


Вычислсюе,    Корень   этого   уравнен1л  находится  между  пределами  6 
и  7,  следовательно,  циф1)а  его  единицъ  есть  6. 
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ллч  *"*■  ^*»  его  корни  на  6.  Это  даетъ 

Лр„о^Г^  ^''^  _^;,         -275 

_/А  <;б  210 

"^^  210 

24    ^ 
59 


—65 


/^/^ 


^^р^^явнное  7Р*«^^^''"' 


4^»  +  59ж*  +  2451:  —  65  =  О 


(17) 


^го  уравнешя  находится   кежду  О  и  1,  сближая,   какъ  сказано 
^      Лденъ,  что  овъ  находится  между  0,2  и  0,3.  Сл'Ьдовательно,  вто- 
^*1л  Еорня  или  его  десятокъ  будетъ  2. 

Ь^^     ^разуемъ  уравнеше  (17),  уменьшая  его  корни  на  0,2.  Это  даетъ 

'  59,  245, 

0,8  11,96 


,{«? 


;^ 


4, 


—65 
51,392 


59,8 
0,8 

60,6 
0,8 


256,96 
12,12 


—13,608 


269,08 


61,4 


«^обрадованное  уравнеше: 

4х«  +  6 1 ,4д:«  +  264,08а;  —  1 3,608  ===  О 


(18) 


корень  этого   уравнен1я  заключается   между  0,05   и  0,06,  следовательно 
третья  цифра  корня  или  его  сотыя  будетъ  6. 

Преобразуемъ  уравненхе  (18),   уменьшнвъ  его  корни  на  0,05.   Это 
даетъ  таблицу: 


4, 


61,4, 
0,2 

269,08 
8,08 

272,16 
3,09 

—13,608 
13,608 

61,6 
0,2 

0 

61,8 
0.2 

275,25 
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И  преооразованное  уравнение: 

4.г'^  +  ^)2^^  +  27525.Г  +  0  =  0 

Следовательно  корень  даннаго  уравнен1я  есть  д:  =  0/25. 
Весь  ироцессъ  заключается  въ  таблиц!»: 


4, 


—  13, 

—31, 

-275 

24 

66                  210 

И 

35 

—65 

24 

210 

51,392 

ЯГ) 

245          1         13,608 

24 

11,06               13,608 

59 

256,96      ,     !         0 

0,8 

12,12 

59,8 

269,08 

0,8 

3,08 

60,6 

272,16 

0,8 

3,00 

61,4 

275,25 

0,2 

61,6 

0,2 

'; 

61.8 

0,2 
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Изъ  предъидущикъ  ирим'Ьровъ  видимъ,  какъ  простъ  сиособъ  Гор- 
нера  въ  принцисЬ  и  правиленъ  въ  практическомъ  приложенти.  Неудоб- 
ство его  составляютъ  разыскаа1*е,  ири  каждомъ  прео6разован1и,  нредЬловь 
изв'Ьстоаго  свойства  и  Д'1>йств1я  падъ  десятичными  числами.  Ниже  увидимъ 
что  оба  ;>ти  недостатка  легко  устраняются  свойствами  самаго  способа  Гор- 
нера  сл'Ьдующимъ  образомъ. 

§  357.  Въ  практик'Ь  легче  им'1;ть  дЬло  съ  цЬлыми  числами  нежели 
съ  десятичными,  которыхъ,  въ  настоящемъ  случаЬ,  можно  избегнуть  слЬ- 
дующимъ  образомъ.  Когда  десятичная  часть  корня  должна  явиться,  на- 
ирим'кръ  О.аЬс....,  то  въ  соотв'Ьтстиую1цемъ  преобразованномъ  уравнен1и 
надобно  помножить  корень  на  10,  какъ  показано  въ  §  49  т.  е.  умножить 
въ  уравнен1и  2-ой  коэфицгентъ  на  10,  3-Ш  на  100,  4-ый  на  1000  и  т.  д., 
такимъ  образомъ,  корнемъ  его  не  будетъ  0,аЬс...,  а  будетъ  а,Ъс...  ИослЬ 
этого  надо  уменьшить  корни  уравнен1я  на  а.  Преобразованное  уравненхе 
будетъ  им'1/гь  корнемъ  0,Ьс...  Опять  умножить  корни  уравнен1я  на  10  и 
уменьшить  на  Ь,  корень  преобразованнаго  уравнен1я  будетъ  0,с...  и  т.  д. 

АЛГЕБРАИЧ.   АНАЛИЗЪ.  7С 
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Прелъидущал  таблица,  поступая  Еакъ  сказано,  сд^Уается: 


4,         - 


—13,      —31, 
24        66 

—275 
210 

11 

24 

35 
210 

—65000 

51392 

35 
24 

24500 

1196 

—13608000 

13608000 

590 

8 

25696 
1212 

0 

598 
8 

606 
8 

2690800 

30800 

2721600 
30900 

6140 

20 

6160 
20 

6180 
20 

2752500 

6200 

такимъ  образомъ,  какъ  видно  изб'Ьгаютъ  десятичяыхъ  чиселъ. 
Примгьръ.  Найти  положительный  корень  уравнешя: 

20д;8—121л;«— 121а;  — 141  =0 

Одинъ  изъ  его  корней  заключается  между  7  и  8,  следовательно  онъ  бу- 
детъ  формы  7,аЬс.,..  Посл'Ь  уиеньшешя  корня  на  7  и  помножешя  на  10, 
преобразованное  уравнеше  будетъ: 

20д;8  +  2990а;2  +  1 12500д:  —  57000  =  О 

положительный  его  корень  будетъ  а,&^...,  но  такъ  какъ  корень  его  находится 
между  О  и  1 ,  то  очевидно  а  ==  0.  Следовательно  первая  цифра  десятичной 
частя  корня  или  его  десятыя  есть  0.  Умножая  еще  на  10  корень  уравне- 
Н1я  прежде  втораго  преобразовашя,  легко  увидимъ  что  его  корень  есть  5. 
Откуда  корень  даннаго  уравнешя  л?  =7,05. 

§  358.  Въ  разсматриваемыхъ  до  сикъ  поръ  случаяхъ  корни  данныхъ 
уравнен1й  были  соизмеримы,  и  вычислен1е  корней  по  способу  Горнера, 
какъ  до  сихъ  поръ  совершалось,  т.  е.  после  каждаго  преобразован1Я  на- 
добно было  отыскивать  пределы  корня  такъ,  чтобы  онъ  находился  между 
двумя  последовательными  сотнями,  десятками,  единицами,  десятыми,  со- 
тыми и  т.  д.,  что  весьма  затруднительно  и  долго.  Способъ  этотъ  не  пред- 
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ставлллъ  бы  ни  какого  иреимущества  иредъ  другими  и  въ  особенности 
въ  случаЬ  несоизм'Ьримыхъ  корней.  Но  сенчасъ  иокажез1Ъ,  что  такого  вы- 
числен1'я  нред'Ьловъ  въ  каждомъ  иреобразованхи,  не  требуется,  а  самъ  сио- 
собъ  Горнера  даетъ  иосл-Ь  каждаго  преобразован1я  следующую  цифру 
(а  иногда  и  несколько)  корня,  начиная  со  втораго  или  съ  третьяго,  а 
иногда  и  съ  нерваго  преобразован1я.  Вотъ  какимъ  образомь  даются  по- 
ел 1,довательиыя  цыфры  корня.  Въ  §  353  видели,  что  если  а  есть  число, 
которое  разнится  оть  корня  уравнен1Я  Цх)  на  весьма  малое  количество  Л, 
то  приближенная  величина  к  дается  выражен1емъ: 

НО  когда  мы  совершаемъ  нреобразован1я  по  способу  Горнера,  то  въ  каж- 
домъ преобразоваши  иосл'Ьдн1Й  членъ  есть  Дг/),  а  предпосл'Ьдн1й  {'(а), 
сл'Ьдовательно,  посл'Ь  двухъ  или  трехъ  нреобразован1Й,  когда  отношен1е 
искомой  части  корня  къ  уже  полученной,  будетъ  незначительно,  следую- 
щая ци<}фа  корпя,  а  иногда  дв1;  и  три,  получатся,  раздЬляя  послЬднхй 
членъ  преобразованнаго  уравнен1я  на  предпосл'Ьдн1й.  Возьмемъ  пр.  1  §  350. 
Первая  цифра  корня  есть  2,  вторая  3,  а  третья  7  получается,  разделяя 
во  второмъ  преобразоваши  /^(280)  =  — 742231  на  /"(230)  =  99586. 

Возьмемъ  пр.  2.  Третья  цифра  корня  5  получается,  раздЬляя  во  вто- 
ромъ преобразован1и,  — 1893  на  8П!)9. 

Въ  пр.  3.  Первая  ци(|)ра  корня  есть  6,  вторая  2  получится,  раздЬ- 
ляя въ  первомъ  преобразовании  — 05000  на  24500,  третья  цифра  5  полу- 
чится, раздЬляя    во  второмъ  преобразовап1И  — 13008000  на  2690800. 

Если-бы,  такимъ  дЬлеш'емъ  панденпая  сл'Ьдуюп|,ая  цифра,  ока;залась 
больше  настоящей,  то  посл1',дп1й  членъ  въ  сл'Ьдуюп^рмъ  преобра:юван1и 
изм'Ьнптъ  знакъ.  Это  произойдетъ  оть  того,  что  приближен1я  были  мень- 
ше корня,  а  въ  этомь  случаЪ  опо  д'Ьлается  больше.  Поэтому  надобно 
уменьшить  полученную  цифру  и  опять  сдЬлать  преобразован1е,  если  по- 
сл'1'>дн1Й  членъ  въ  этомъ  преобразован1и  не  измЬпитъ  знака,  то  цифра  бу- 
детъ в-Ьрна,  въ  противномъ  случаЬ  ее  еще  надобно  уменьшить.  Возьмемъ 
пр.  1.  Корень  заключается  между  200  и  300.  ПослЬ  нерваго  преобразо- 
ван1Я,  Д'Ьлен1е  — 2967511  на  50900  даетъ  50  или  5  для  второй  цифры 
корня.  Если  сдЬлаемъ  преобразован1е,  уменьшая  корень  на  50,  то  послЬд- 
Н1Й  членъ  будетъ  /([250)  =  1028289  положительный,  т.  е.  то  число  250 
больше  корня,  следовательно  надобно  ци(|)ру  корня  уменьшить.  Возьмемъ 
4  и  сд'Ьлаемъ  преобразование,  уменьшая  корень  на  40.  Это  даетъ  Д240)  = 
=346329,   число   положительное,   слЬдовательно  надобно  еще  уменьшить 
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11ри.юъръ  2.  Возьнемъ  уравнен1е  Остроградскаго: 

д;»  +  2а?  — 11  =  0 

ЪычисАенк.  Коревь  этого  уравненхд  ваходитсд  между  1  и  2.  Сле- 
дующая таблица  даегъ  корень  уравнешя  д;=  1,9262706,  в'Ьрно  до  7-й  де- 
слтичной  цифры.  Вторая  цифра  9,  составивъ  первое  преобразованное  урав- 
нен1е  уменьшешемъ  корней  на: 

х^  4-  ЗОя?»  +  500а?  —  8060  =  О 

коего  корень,  какъ  легко  видеть,  находится  между  9  и  10: 


1, 


0,                         2, 
1                           1 

-П. 
3 

1 
1 

3 
2 

—8000 

7659 

2 

1 

500 

351 

—341000 

258888 

30 

9 

851 
432 

—82112000 

78562776 

39 
9 

128300 

1144 

—3549224000 

2625916728 

48 
9 

129444 
1148 

—923207272 

570 

2 

572 
2 

13059200 

34596 

13093796 
34632 

574 
2 

5760 

6 

1312842800 

115564 

1312958364 
115568 

5766 
6 

5772 
6 

1313073932 

57780 

2 

57782 
2 

57784 
2 

1 

1 

57786 


ГЛАВА    XXIV. — ВЫЧИСЛЕН1Е   КОРНЕЙ    ПО   ПРИВЛИЖЕЯШ.  607 

Какъ  видимъ  способъ  Гарнера  въ  практик-Ь  простъ  и  однообразенъ, 
легко  получаются  одна  за  другою  цифры  корня.  Если  требуется  большое 
приближен1е,  то  послЪ  нЬсколькихъ  преобразоваи1й,  которыя  даетъ  не- 
сколько десятичныхъ  цифръ  корня,  вычисляютъ  сл'Ьдующ1я  десятичныя 
цифры  сокращеннымъ  способомъ,  на  которомъ  мы  не  остановимся. 

Прим1ьръ  1.  Найти  положительный  корень  уравнен1я: 

д;^  — бд;— 13  =  0 

г=  3,176814393 

Примиръ  2.    Найти  положительный  корень  уравнешя: 

х^—2х  —  5  =  0 

в-Ьрио  до  9  или  10  десятичной  цифры? 
Отв'тпь:    х  =  2,094551 4845. 
Иримщгь  3.  Найти  кубическ1Й  корень  изъ: 

673373097Г25 

Отвшпь:   X  =  8765.   Это  значить  вычислить  корень  уравнен1я: 

д;^  — 673373097125  =  0 

§  359.  Способъ  Лшранжа.  .1агранжъ  далъ  способъ  вычислять  корни 
по  приближен1ю,  основанный  на  свойствахъ  непрерывныхъ  дробей.  Онъ 
практически  уступаетъ  способу  Горнера. 

Пусть  данное  уравнен1е  будетъ: 

Пх)  =  О 

выд'Ьлимъ  корень  такъ,  чтобы  онъ  находился  между  двумя  последователь- 
ными ц-Ьлыми  числами   а  и  а+1.    Подставимъ  въ  уравнеше  х  =  а-\ 

У 
преобразованное  уравнен1е  /!(^)  =  0  будетъ  имЬть  одинъ  корень,  который 

выд'Ьлимъ  такъ,  чтобы  онъ  находился  между  двумя  последовательными 
целыми  числами  Ь  иЬ-^- 1,  Подставимъ  въ  уравненхе  у  =  Ь-\ — ,  преобра- 
зованное уравнен1е  /^(г')  =  О  будетъ  имЬть  корень ,  который  выд^лимь 
такъ,  чтобы  онъ  находился  между  двумя  последовательными  числами 
с  и  с+1-  Продолжая  подобный  процессъ  пайдемъ  приближенно  корень 
въ  виде  непрерывной  дроби: 

х  =  а-\-  1 

^  +Т  +  - 

с^  I  .      •      •      • 
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Прилмьръ  1.  Найти  корень  уравнен1я: 

лг*  — 2л:  — 5  =  0 
корень  этого  уравнешя  находится  между  числами  2  и  3.  Положимъ: 

а:=2  +  — • 
У 

и  нодставинъ  въ  уравнеи1е,  то  найдемъ: 

у8— 10у«  — Ьу— 1  =0 
Корень  этого  уравненхя  находится  между  10  и  И.  Положимъ: 

у=10  +  -у 

подставимъ  и  преобразуемъ,  то  найдемъ: 

6Ь»—  94^8?«  —  20лг—  1  =  О 
корень  этого  уравнешя  находится  мезду  1  м  2.  Положимъ: 

V 

подставимъ  и  преобразуемъ,  то  найдемъ: 

б4и»  +  25и2  — 89и  — 61  =0 

корень  этого  находится  между  1  2.  Положимъ: 

1 


я=1  + 


м=1  + 


Откуда  найдемъ,  что: 


+  1  + 

X  I         •      •      •      • 

Прим1ьръ  2.  Найти  положительный  корень  уравнен1я: 

ггз  — бд;  — 18  =  0 

въ  вид^Ь  непрерывной  дроби. 
Оприьтъ: 

гг=3  +  -^-  ,    1 

■^14- 

X  I  •      •       .      • 

таковъ  вкратцЪ  способъ  Лагранжа. 

Этимъ  и  аакончимъ  настоящую  часть  нашего  труда. 
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